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•taUBare. w. 10 AbsfiM der btlr. BMmi «Im p«a«n» AMÄT^aMm, «lädl» gi 
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14 M«rS{ jftlurlloh loUen niohi mehr ale 0 muel- Hefte auacegeben werden. Alle Buoh- 



Die EedaktioD eraacht 4ie Berres Antorsi, in ikrea eiceneii IntereBM den 
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i Sur Theorie der Bewegnng elnee schweren Punktes 

auf einer RotaUensfl&che. 

ypn J. HOBK in OlaiutbaL 

1. flin schwerer Punkt von dar MoMe 1 bewege sich auf einer 
Ifltitionafliclie mit lotrechter Achse, welche zur jV-Achse (positiv nach 
1^) genommen wird, wShrand in der dpy*£hene Polarkooidinaten ein- 
rifßüui werden: 

fikiehong der Botationsfliiehe lei 

I Ainiip der lebendigen Kraft nnd der FlächenaatsB f&r die a;y-Ebene 
die Gleichlingen 

ii+f («)' + (Ii)' + - 2*. 

vcfiin hf k Konstante sind Daraus erhält man durch Differentiation 
'im Difoentiaigleichungen 

8ib«riteen die Löeong 

faüs f'{r^ > 0 ist. Diese Ld.suuj? Bt*»llt ('iw ylcich/oiiti/f/r I><un{/un4f auf 
im Faraütdkreis vom Eadim mit der GesünvindigkcU tgt^Q » yyrj^r^ 



l) Wir (lenken uns die Achten so gelegt, daß ij, pMitiv aasfällt. 
lithir d«r ^AtlMmfttik and PbysU. DI. Reihe. X. 1 
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J. Horn: 



dar. /jired: des rfyrlmiiiidni AiifsfUjses ist die analytisdie Darstdlatz// 
der henacliharhn Beivaßmgen.^) 

Die der gleichfomiig^ Bewegung enteprechendeu Werte vou // 
und h sind 

Zur Untersuchung der benachbarten Bewegungen set^n wir 
und 

^(roH- Ä) - fltt + fl,Ä + 0^^»+ • 

Bo daß 

ist 

Die obigen Integralgleichungen bringen wir auf die Form 

i 



2. Wir haben 

F(r) = 2r«(Ä - gf(r)) - k* 

- 2 (r, + U)« (Ab + ^ - i^A'^o + Ä)) - Ä + i^)* 
dabei ist 

il' - - 2^(a| + 2fl,ro + a^f}) 

1) Dieselbe Aufgabe ist nach einer anderen Methode in § 1 und § 9 des 
Aufsätze.-! des Vorf „Weitere Beitrilge zur 'l'heoric der kleinen Schwinguugi'rr' 
(Zeitflclir i'. Math. u. PbjB. öt) behandelt. — Die vorliegeude Arbeit knüpft an 
die folgeuden Abha&dlaqgeaaii: Weierstr»0, Uber eiae Oattmg leett periodueher 
Fimktioiieii (Warice Bd. I^; Staads, über eins Gattung doppelt reell psriodiidisr 
Funktionen zweier Veränderlicher (Math. Ann. 20); über die Bewegung eines 
schweren I'unkteH ;n;f r iner Rotationsfl&che (Act. math 11-, über bedin;,'t periodische 
Funktionen und Auwendung derselben auf Mechanik Jouni f Math 105\ In 
betreff der Untersuchung kieinez Schwiuguugen im AiiscbiuÜ an diese Abhand- 
lungen vergl. die folgenden AnftftfaiS des Ysrf.: Zur Theorie der kleinen endliehen 
Sehwingungsn von Sjstemsn mit einem FrsiheitignMl (Zeitaebr. f. Math. u. Fhye. 49j; 
fiewegoBgen in der Nfthe sinsr stabilen Gleichgewiehtilags (Jonm. f. Math. IH). 



htc üieorie 4«r fiewegang duM lehweren Panktet »nf einer BotetiontlUelie, 3 

j-Ä^ Damit der schwere Punkt befitiindig in der Xnhe des Parallel- 
xK'ms vom Radius bleibt, setzen wir < 0, also ÜtZj + 2a,*o > 0 
Ttaaosj mit andern Worten, rs soll 

.•rw. Es bestellt die aktorenzerleguDg 

h,^ A + j- + -^^i ^ji/ + {^—^ A + , 

Cj-^' + . . , 

wr. Weiter ist 

i + ri---^'«' c-«-^- 

Wir setaan 

nd fthren an Stelle toh fi*, iT die Integrationflkonstanten H, L ein. 
Dhnn ist 

Ä--^i/ + ...-yJ^H+... 

fifle Potenzreihe von H, worin die nidit angeschriebenen Glieder 
mjJidesteu» zweiten Grades sind, und e» wird 

€ ^ It —j- ' ' * f 



A 

I 

A 



+ O^R + .=-14- A R + (2 - if + . • •, 
ScUieBlich ist 



1 
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Mau hat demnach 

+ K yXc-JtjiB-c) * 

e 

wenn zur Zeit / » 0 den gröflien oder kleinsten Wert e annimini 
und wenn zur Zeit t der zwisdieii e und e gelegene Wert R zum ersten 
Mal erreicht wird.*) 

3« Durch die Substitution 

J2 — + COS « » — 2 h Zf CO» » 

erhält mau 

/ «of -}- 2 «.-L*^ sin vv , 

wu vH,,, Sl^, i^j,, , . . i'ütenzreiheu von //, L siudj iuebesondeie ist 

unter Anwendung der Bezeichnung 



Wir setzen 

und 



r— I 

WO 



«ine l'otenzreihe von //, L und insbesondere 
ist. 

l) El* gilt da« Zeichen -- oder -\-, je nachdem c>< oder c<c ist. In 
Nr. 3 fällt du8 doppelte Yoiaeichen fort, und ( unterliegt keiner Ketichräakung 
mehr. Vgl. Ztschr. Math. Phys. 49, «67 IT. 
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Zur Theorie der Bewe^ng euwe whwerai Punktes auf einer Rotetioiufl]U^e. 5 

Als gerafle periodisclie Funktion von >i mit der Periode 'Jn iättt 
sich cosi; in eiue FourierBche Reihe Ton der Form 

C08« a- > eosnu 



entvrickelii; es ist 

!t TT 

0 0 

}t IT 

Zunächst ist 

n 

w4o =- COS » (1 + SJiLcostf + • •) */t» - i^^j-i» — 2„ + 
Wenn 

ij — 14 — v — Söi i* sinf + ■ • • 
gemtst wird, hat man 

sin fi — sini? cos >^ + cos r sin ^ — sin ' f , sin 2v -j 

und 

-•Ij — ™^ iin t? (sin t? + ^ SBjL 8in2i> + ♦ ■ — 1 + • • • 

Nnnmebr int 

/< - - // + • • . + /.(^ A + «»B« + . . .) 

oder 

WO die 9t. Potenisreihen Ton f/, L sind nnd instiesontlore 
4. Aus 



^ ^' V(ro + Ä)1^(c-Jl)fÄ--c)l/^(ff.+ e,Ä+-- 
folgt, wenn man 
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beachtet, 

— t^o*' -f- ^(S»Z>' sin ff, 
WO (i,^, . Fotenzreüi«» Ton if^ L aiod; insbesondere iet 

wobei gesetzt ist: 

Um den Winkel w als Ftmktion yon u — f darzustellen, setsen wir 



und erhulteu 
wo 

al8 uii£^erade periodische Funktion von u mit der Periode 2x die Enfc- 
wicidung zuläßt: « 

^ (*^) =^ ^ -ß« w 
«St 

Hierbei ist 

n 

COS nn — (io^Ö j L* cos »t> • rfi?. 



nn 



1) Die Achsen iind ao gdegt, daß fBr^ — 0<>-Oitt Wenn der swiseh^n 

e and c gelegene Wert R zum exsten Hai erreicht wird, gilt das Zeichen — , 
wenn < > r , das Zeichen -f , wenn c<c ist. Schon in der folgenden Zeile fUlt 
das doppelte Vorxeicheu fort. 



Digitized by Google 



üt neorie der Bewegung eiiiei cehvereD Ptuktet euf etaer RotetionsflAche. 7 

cos M = cos V COS iy — Bin t' Bin rj 

ad 

« =- fBiLüav 4- • • • 

COSM > 0080 — i^iL + |0|X> 0082« -I 

«gibt aeb 

A - («, - + • • • -^i^^i + • • 

Kür ^ = iD oder « = 3t nimmt den Wert 
0 — x(S«»x(j( + Ai'H ) 

«. ibo bst man 

«—1 

vo die @, alMitto wio 0 Poienzreihen vun H, L sind; insbesondere ist 

5. Wir wollen noch die rechtwinkligen Koordinaten j des 

bfvegt«ri Punktes als Funktionen von t darstellen. 
Zonacbst ist 

iT - A*-» + ^) - -f «1 ü + ö, + • • • 

od«r 



«=0 



<o die X, Potensraiheii toji H, L eind tmd insbesondere 
Fener iei^ w«mi num 

« — r C08 y =» (rj -i- Ü) cos 4- jj) 

^ cos ^ (r^ -f- ii) CO8 1 — sin^ti • [Tq + ü) sinx, 
y - r 8in 9 - (r« + Ä) Bin (• + jr) 

£iiit 

e«Z - 1 - iz* + • — 1 - J^*(l - coe2«), 

nnj ~ X * « " H — • 
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ojvl 

(r, + Ji) C08X coe«*4, 



■ =0 



wo iUp Cl^ PoUDzrnibai tod Hj L sind; insbewadere ist 
^ — r,— , ^j«!-! , 

tij — — — + - • • . 

Also bftben wir 

jc = co8^ M ■^^'^^L" COS ww — sifl ° « ■^j'Cl.L" siu «a, 

«st ass» 

Wir drfieken die Integnitiond^oiittMiteit Hf K besw. Hf L dureh 

die Werte c und c' aus, welche R ^ r — und '^J — 13^ für / = t> an- 
nehmen. Aus 

2/<o + 2// = ir, + ^ c ')» -r -r c), 

ergebfiu «ich ^ 

ii — 2^0, • e + r^VirOi«« • c' H , 

jr«2V'//«,'o c-f rj c'H 

hIs Potensreihen bezw. ganze rationale Funktionell von c, c\ Da 
sich in „ 



die Glieder ersten GradeB in c' wegliebeD, so i«t L die Qnadraftwnnel 
MS einer mit QUedem zweiter Dimttisum beginnenden Potens«ibe von 
e tind e. 



\\ Bei .Staude a a. i*. »iuii dif K«>ettiiüeAten der verschiedenen Fourier* 
■eben Rethen, ■owie dt« GrGflen • nad a nor dnieh Qnadmtaien dargMtellt. 
Für die hier betrachtete Bewe^m^' m der Nähe einee Parallelkzebes konnten wir 
sowohl di< Tvoihenk<>efßzieaten als auch die («rOßen e, e und Ib nach Fotenseti 
der kleinea IntegraÜouskoiurtatiWu H.^ L entwickeln. 
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Die Taatallampe der Firma Siemens & Haleke 

Von £. Budde in Berlin. 

Wenn aucli tlit* quantitativen Strahlnn<j;s«^^»'setze erst oine Er- 
ningenechaft des letzten Jubriehnts sind, so war doch schon lauge 
bekannt, daß bei Körpern, welche durch bloße Teniperaturstialilung 
Licht aussenden, der sichtbare Strahlungsanteil mit der Temperatur 
ßteipt. Lud die Technik Latte schon früh') hieraus den Schluß ge- 
zogen, man wttrde eine möglichst ökonomische Glühlampe erhalten, 
wcnin man als LenehticQxpw einen Fiadm Temrendete, der eine mSglidist 
holie Temperatur ausliftli Die Schädlichkeiten, denen der Faden in 
der Hitse standhalten mnfi, sind Schmelsong, Zerbrech«i und Zear- 
stanbniq;. Namentlich die letstere spielt bei den Glflhlampen eine 
wichtige Rolle. In der ersten Zeit| nachdem Edison den Kohlenfeden 
erfunden hatte, benntste man die Glühlampe so lange, bis der Faden 
brach, aneh wenn sie kohlschwarz geworden war; neuerdings ist man 
daliin übereingekommen, die Lunpe als ausgedient ansnsehen, wenn 
sie 20% ihrer ursprünglichen Leuchtkraft verloren hat. Der „öko> 
nomische Tod'* der Lampe wird demgemäß in der Regel durch Zer- 
stTiubong herbeigef&hrt; der Faden an sich h^lt meistens bedeutend 
länger. 

Bei den ersten Versuchen, eine Glühlampe mit höherer Faden- 
teraperattir herzustellen, hielt inan sich an die Kohlenfäden, deren 
„Unschiiielz})arkeit'' ihnen von vonihenin eine besonders günstige 
Stellnnir /ji sichern schien. Die Versuelie na<li dieser Hichtung hatfeii 
aber keinen durchschlaijenflen Erfolg. Es ist ?iirlif schwer, anvs^esuclite 
Kohlenfäden herzustellen, die mit einem EuerjjjieverbrHiicli von etwa 
2,6 Watt pro HK brennen, während die gew")hnliche Kuhlcnlampe 
3,2 bis Watt verbraucht; aber es scheint, dali in der Hitze mole- 
kuJare iJuiiiuderujigen des Fadens i'iiitreteu, weicht' Huinc Festigkeit 
vermindern und seine Zer«täubung8tendenz erhöhen, sodaß man nicht 
mit Sicherheit auf eine genügende Lebensdauer derartiger Lampen 
rechnen ksflon. föwnens Habke entschlossen sich infolgedessen vor 
etwa 8 Jahren^ die Versuche mit Kohlenfaden fidlen za lassen und 
sich endgültig nach einem metallischen Fadenmaterial von genügend 
hohem Schmd^unkt umzusehen. Sie gaben dem CSiemiker ihres 

1) Yeigl. W. Sienen« in der „ETZ» t888. Vol. IV, 8. 107. 



Digitized by Google 



10 £. Budok: 

Glülilampenwerkes, Dr. W. Ton Bolton, den Auftrag, nach einem ge- 
eigneten Körper za suchen. Die anzustrebenden Bedingungen waren: 
Schmelzpunkt erheblich über 2000*, geringe Zerstäubung, Vorkommen 
in solcher Menge, daß das EizbedürfbiB der Technik ohne Schwieridp- 
keiten befriedigt werden kann. 

Die letzte Bedingung schien die Platinmetalle mssnachließen. 
Dr. yon Bolton suchte infolgedessen unter den sogenannten seltenen 
Metallen mit 1i5lierein Atomgewicht und fand, daß einzelne Körper sub 
der Vanadiumgruppe entsprechende Eigenschaften zeigten. Yanadium 
selbst erwies sich noch als zu leicht schmelzbar, Niob hatte schon 
einen recht hohen Schmelzpunkt, neigte aber in übermäßig hohem 
Grade zur Zerstäubung. Dann ging mau zum Tantal über. Die Re- 
duktion erwies sich anfangs als reoht idiwierig, und zwar hauptsächlich 
deshalb, weil das Tantalmetall, wenn man es durch kohlehaltige Mittel 
reduziert, stets Kohlenstoff aufuimmt: Doch zeigte sich, daß man 
durcli starkes Glühen Ton Tantalverbindungen in einem gut unter- 
haltenen Vakuum ziemlich reines MetaU herstellen kann, und diese 
Bemerkui^ führte nlbnählich zu der Methode, nach der das Tantal 
jetzt beigestellt wird: Tantalkaliumfluorid wird mit metallischem Kalium 
reduziert Das Ergebnis der Reaktion ist ein grauschwfinliches Pulver^ 
welches vom Auslaugen aber noch Verunreinigungen enthalt. Das 
Pulrer wird zu kleineu Scheiben gepreßt und dann im Vakuum durch 
einen elektrischen laohtb«^^ erhitzt, wobei das zu schmelzende Material 
als Anode dien^ wihrend die Kathode ihrerseits aus einem Tantalstllck 
besteht. Bei üngersm Dnrcbschmelzen dissoziieren sich die in dem 
Pküparat enthaltenen Oasreste und entweichen beim fortwährenden Aus- 
pumpen; es bleibt ein R^ulus TOn nxoßm TantaL 

018 Wort Heiall wird henteutage in zwei deutlich TenchledeneD 
Bedeutungen gebiaucht: Der Chemiker Tersteht darunter ein Element» 
weldies mit Sauentoff Basen, oder wenigstens eine Base, bildeij der 
Physiker einen undurchsichtigen Leiter erster Klasse mit den bekannten 
GlanzeigenBchaften. Im chemischen Sinne ist das Tantal nicht ein 
Hetall zu nennen; ee ist bis jetzt kein Salz desselben bekannt, m 
welchem das Tantalatom die Rolle des Kations spielt; es hat Tiebnehr 
in seinem chemischen Verhalten eine Mhebliche Ähnlichkeit mit 
Silicium. Bs sieht ein wenig dunkler ab Platin, aber heller als Eisen 
aus, hat ungefähr den Glanz des Platins und nach dem Schmelzen und 
Ziehen das spezifische Gewicht 16,8. Sein höchstes Oxyd, die Tautsl- 
saure, TA^Os, ist ein weißes nichtleitendes Pulrer. Die niederen Oxyds 
sehen schwSnslichbraun aus und besitzen in der Olte eine maBige 
Leitungsföhigkeit flQr den dektrischsn Strom, An der Lufl erhit^ 
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läuft es Hhnlicli wie Stahl an, l.ei 400» ^elb, bei 500 bis 0(X)" tief 
dunkelblau, bei heller Glühhitze vtilneuni es, uiul zwar ohne merkliche 
Flamme. Mit Wasserstoff uud Stickstoff verbindet m sich schon bei 
Rotgint begierig and büdefe brftchige, dnnkel-metalliBdi aosBehende 
Yerbinduiigen. Kohlenstoff nimmt es mit änfienter Leichtigkeit auf 
ond bildet mehrere Karbide, die sohwänlidi uussehtMi, einen gewissen 
MetaUglanz haben nnd sehr spr6de und so hart sind, daß sie Glas 
sehneiden. In der Kilte ist es gegen die gewöhnlichen diemischen 
Agentien anßerordantlich bestandig. Es reagiert nur gegen FlaßAiire 
nnd geschmolzene Alkalien; durch Kochen in SalasÜnrei Königswasser, 
Salpetersäure und Schwefelsaure wird es nicht angegriffen, ebensowenig 
durch alkalische Lösnngen von mäßiger Konzentration. 

Was die physikalischen Eigenschaften angeht, su int es liämnier- 
bar, walzbar nnd läßt sich zu sehr feinen Drähten ziehen. Die ab- 
solute Festigkeit dickerer Stücke ist etwas größer als die des besten 
Stahls (93 kg pro qram); beim Ziehen zeigt es in hohem Grade die auch 
für andere Metalle bekannte Eigenschaft, daß die scheinbare Zerreiß- 
festit^keit mit der Ahnahmo des Durchmessers hrdoiitend wächst; ein 
Draht von ",1 mm DurchmoBsor trägt noch ca. l^tHicr^ und ein solcher 
von 0/)ö mm Durchmesser (^wahrscheinlicher Fehler der Dickenbestuiinnuig 
etwa O.OOl mm) trägt noch BIO bis 440 g. Der elektrische VVidei siiuid 
des Materials l)ei Zimmertemperatur beträgt 0,lt>ö Ohm für 1 m Länge 
und 1 qmni Querschnitt. Sein 
Temperaturkoeffizient ist positiv 
und hat zwischen 0 bis 100" C 
den Wert 0,30; bei der Tempe 
ratur, welche der glfihende Faden 
in der Lampe annimmt, wenn er 
mit 1,5 Watt pro HK belastet 
wird, steigt der Widerstand fast 
genau auf das FOnf&che desjenigen 
Wertes, den er bei Zimmertempe< 
ratnr hat; er betrilgb dann f&r 1 m 
Länge und 1 qnmi Querschnitt 0,830. 

Fig. 1 zeigt die Widerstands- 
sunahme eines Tantalfadens nnd 
zum Vergleich diejenige eines 
Kohlenfadens, wobei als Abs/isse die Spannung, als Ordinate der Wider- 
stand aufgetragen und de r Mußstab so gewühlt ist, daß bei einer Strom- 
belastnng von 1,5 Watt pro HK sowohl Spannung wie Widerstand 
— 100 gesetzt sind. 
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Der Schmelzpunkt des Tantals liegt zwischen 2250 und 2300*^, 
wahrscheinlich näher an 2250", Der Schmelzung geht oin ulliniihUches 
Erweichen voran, welches sich üher ein TemperstarinterTall von mehrereü 
hundert Grad zu erstrecken scheint. 

Der hohe SchmdbKpnnkt ließ das Tantal für (rlühiampen geeignet 
erscheinen; es zeigte sich femer schon bei den ersten Verstu-hen, daß 
das Material, wenn es rein und wenn die Lampe gut ge|nimpt ist, sehr 
wenig zerstäubt. Damit war seine Brauchbarkeit erwiesen. Aus dem 
spezifischen Widerstand und aus dem Liclitcffekt einiger Versuchs- 
lampen ließ sich berechneUi daß zur Herstellung einer 25-kerzigen 
Lampe, die bei 110 Volt brennen sollte, ein Tantaldraht von 0,05 mni 
Durchmesser und von 65 cm Länge erforderlich sein würde. An die 
eigentliche Lampen fabrikation trat also die Forderung heran, einen 
sehr dOnnen Draht von dieser Länge im Innern einer Olühlampen- 
birne unterzubringen. Dicsf Aufgabe machte anfangs einige Schwierig- 
keiten und wurde schlieBlich von dem Direktor des Glühlampenwerkes^ 
Dr. Feuerlein, in der in Fig. 2 abgebildeten Form gelöst 

Wie man aus dem Bilde sieht, enthält die Lampe einen zentralen 
Ständer von Glas. An diesem Ständer befinden sich 2 linsenförmige 
Glaskörper von horizontaler Flachenausdehnung, der obere am oberen 
Ende des Ständers, der untere etwa 12 mm tiefer. In diese Linsen 
sind Nickeid rühte eingeschmolzen, die einen doppelten Stern bilden; 
jeder Nickeldraht hat am Ende ein H&kchen, und zwischen diesen 
H&kchen ist der als Leuchtközper dienende Tantaldrabt sickzackformig 
hin- und heigespannt. Seine beiden Enden sind an Platindrfthte an- 
geldte^ welche durch den Fuß nach außen fihren und somit in ttblicher 
Weise die Verbindung mit dem Stromnetz Termitteln. 

Die in Fig. 2 gezeichnete Ausf&hrung hat sich al« recht stabil er> 
wiesen. Sie halt starke Erschflttentngeu aus, sodaB die Lampe weit- 
gehende See- und Eisenbahntransporte vertragt Das einzelne Draht- 
stfiek, welches von einem Häkchen zum nächsten ffthrt, ist so kun^ 
dafi es sich auch in der Hitze nicht merklich durchbiegt Demgen^ 
hreunt die Lampe in jeder Stellung und ist ntcbt^ wie z. B. die 
Osminmlampe, an die Bedingung des Senkrechtherabhlngens gebunden. 
Das Lieht ist, der höheren Temperatur entsprechend, weißer als das der 
gewöhnlichen Kohlenlampe. Sie brennt mit einer Belastung von 1,5 
bis 1,7 Watt pro HK (kleine individuelle Verschiedenheiten sind bei 
der Dfinne des Drahtes nicht zu vermeiden gewesen) und hat bei dieser 
Belastung eine normale Lebensdauer von 400 bis 500 Stunden. Bei 
Wechselstrom scheint sie etwas geringere Lebensdauer zu haben als bei 
Gleichstrom. Vielleicht weil der dQnne Tantaldrabt sich innerhalb jedes 
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Strouiwechsels YerhältnismHßig stark aliküldt und demgemäß einem 
kraftigeren Temperaturwechsel ausgesetzt ist, als z, B. der Kohlenfaden. 
Man wird vielleicht dahin kommen, besondere Wcchselstromlampen 
einzuführen, deren Wattverbraueh um ein geringes höher ist als der- 
jenige der Gleichstromlampen. 

Die Tiuitallnmpe teilt mit 
einigen Kohlenlampen die merk- 
würdige Eigenschaft, daß ihre 
Lichtstärke innerhalb der ersten, 
etwa 20, üebrauchsstunden 
merklich zunimmt, um 15 bis 
20®/g. Zu gleicher Zeit nimmt 
der Stromverbrauch um etwa 
3 bis 6% zu, während der spe- 
zifische Energieverbrauch auf 
1,4 Watt pro HK herabsinkt. 
Die Lampe wird also in den 
ersten Lebensstunden besser, er- 
reicht ein Optimum, und von 
da ab nimmt ihre Lichtstärke 
stetig und langsam ab, bis sie 
nach etwa 400 Stunden auf 
80% des Anfangswertes ge- 
sunken ist. 

Dieser ganze Vorgang deutet 
offenbar darauf hin, daß in 
dem lange Zeit erhitzten Tan- 
taldraht, wie übrigens in fast 
allen Köq)ern, molekulare Än- 
derungen vor sich gehen. Zum 
Teil spielt da einfach die Kapil- 
larität mit. Wie schon gesagt, 
erweicht der Tantalfaden bereits 
unterhalb der Schmelztemperatur, und wenn iliese Erweichung auch 
nicht sf)weit geht, daß der Faden in Tropfen zerfällt, so macht sich 
doch die kapillare Kontraktion geltend. Und zwar erstens darin, daß 
die Tantalfäden durch Verkürzung straffer werden. In der frischen 
Lampe sind diese mit Absicht etwas lose gewickelt; in einer Lampe, 
die 2<X) Stunden gebrannt hat, sitzen sie straff zwischen den trugenden 
Häkchen. Bei noch längerem Brennen verlieren die Tantaldrähte ihre 
Glätte, sie bekommen ein eigentümlich glitzeriges Ansehen, und unter 




Fig. i. 
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dem Hikroikop seigt sich, daß ein An&og von Tropfenbüdnng stafci- 
gefnnden hat; sie sehen aus, ab ob sie auf dem Wege waren, roseit- 
knunföitnig m werden. 

Fig. 3 zeigt einen solchen Fadeo, der 1000 Standen gehrannt hat^ 
neben einem frischen Faden, beide in hundertfacher Yergröfienuig. 
Dementsprechend bQfien auch die Tantaldräbte, wenn sie längere Zeit 
gebrannt haben, einen Teil ihrer Festigkeit ein. Während sie, wie 
oben gesagt, im Zustande der Frische rüttelnden Transport sehr wohl 
vertragen, sind sie nach 2o0-8tündigcm Brennen spröde geworden and 
zerspringen bei mäßiger Erschütteninj?. Bei der gewöhnlichen Benutzung, 
wo die Lampen ein für allonial eiup^e seh raubt werden, kommt diese Eigen- 
tümlichkeit natürlich kaum zur Beobachtung. 

Der Tantalfaden unterscheidet sich thermiscli 
vom gewöhnlichen Kohlenfaden erstens dadurch, daß 
er viel dünner ist, und zweitens durch seinen po- 
Mtiven Temperaturkoeffizienten. Die Folge dieses 
letzteren Umstandes ist, daß in dem Augenblick, 
wo der Strom geschlossen wird, die Tautallampe 
einen wesentlich stürkeren Strom bekommt ab die 
Kohlenlampe. In Verbindung mit dem geringen 
Volumen des Drahtes wirkt dies dahin, daß der 
Tantaldrabt sich sehr viel schneller als der 
Kohlenfaden auf seine endgültige Leuchttemperatiir 
erhitzt: Währentl man bei der Kohlenlampe das 
Aufglühen des Leuchtfadens mit bloßem Auge ffanz 
deutlich verfolgen kann, geschieht das Auiglülien 
des Tantaldrahtes in so kurzer Zeit, daß es dem unbewaffneten 
Auge als momentan erscheint. Versuche, den Hergang strobosko- 
pisch zu verfolgen, sind ebeu im Gange. Das schnelle Ein- 
schießen des Stromes in den Draht bedeutet, wenn es öfter wiederholt 
wird, vennutlich eine molekulare Anstrciigimg desselben. Auf der 
anderen Seite gibt ihm sein positiver Temperaturkoeftizieiit einen ge- 
wissen Widerstaud y;* «;' ii niäßiire Überspannung: Erhöht man die 
Spannung in einer Kolilt ulampe, so nimmt dadurch der Widerstuntl 
des Kohlenfadens ab. und die Erhitzung wächst bedeut-ud schneller 
als die Spannung; bei der Tantallamfjc ist das Umgekehrte der Fall. 

Gegen sehr starke Überspannungen erweist sich die Tantallampe 
leidlich widerstandsfähig; eine solche, die für 110 Volt gebaut ist, 
kann man bei langsamem Erhohen der Spannung bis auf etwa 260 Volt 
hinauftreiben, ehe sie unter gewaltig blendender Lickteutwickelong 
durchbrennt. 
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Wenn sie währeud ihres natürlichen I.o1)eiislaafea eine Beschädigung 
erleidet^ so kommt es nicht selten ror, daü sie sidi sozusagen spontan 
htkt Reißt nämlich eine der Drabtwinduugen, so fällt das t'i-ei ge- 
wordene £nde häufig auf den Nachbar und klebt dort fest Die Lampe 
bivnnt also weiter, aber, da ein Teil des Widerstandes ausgeschaltet 
tst, mit stärkerem Strom als vorher; sie wird alao plötzlich heller und 
gfjttü dann freilich auch früher zuj^nde. 

Aus geschäftlichen Opportunitätsgründen wird die Lampe zurzeit 
TOD der Firma Siemens & Ualake fÖr im Mittel 110 Volt und 25 HK 
gehant Sie kann auch mit geringerer Spannung und dann natürlich 
mit entsprechend geringerem Lichteffekt gebrannt werden; auch aind 
Dttfitge Abweichungen nach oben bis 120 Volt zulässig. Will man 
5 Lampen hintereinander schalten, um 220 Volt zu benutzen, so müssen 
die Lampen ausgesucht werden, sodaß beide jBestatidteile des Paares 
liemÜch genau den gleichen Strom aufnehmen. Anderenfalls nimmt 
das besser leitende Exemplar zu viel Strom auf, wird dadurch über* 
anstrengt und geht abnorm frflh sngrunda 

Berlin, den 10. August 1905. 



BaunkiirTfiii und Liniengeometri«. 

Von Paul Epstbut in Strafiburg i. £. 

Die Elemente ones dreifach orthogonalen Systems werden ver- 
mittels der Formeln tue £uler durch vier Parameter i^iPjii^p«, welche 
die Bedingung 

trfüUen, in folgender Weise dargestellt; 

Ifan kann nach iiem Vorgang von Herrn Study*) die Parameter/), 
.i!^ hoJLiogtMie Fnnktkuordinaten in einem l?auni, d^n wir ,J*<ir<iitiitt r- 
raum'" nennen woUeu, auffassen; dami enttipncht jedeui i^uukt diebes 

Ij Studj, Sphärische Trigonometrie, orthogonale äubatitutiouen und ellip- 
tisehe FimktioBen, 
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Vauu fiMTBm: 



RaameB wiflerlialb der nnUteiligen Flaebe jc^ + zl + x* 0, ins- 
besondere jedem raellen Pnnkt ein beetunmtes ortkogonalee SyetMD» 
and nmgekeliit wird jedes orthogonale System dordi einen ^anmeier> 
punkte (p) reprisentierty dessen Koordinaten durch die Formebi 

geümden werden können. / 

Zwei orthogonale Systeme, nut den Parametern (jhPtPtP^ 

und {cc^ß^Y^) mit den Parametern i*i9t^x^x^t Icaon man zu einem 
neuen System 

jä^ = «,.«, -r ßiUi -r y/'a 

«usammensetzen, dessen Parameter qxqtqi'h ^^^^ mögen. Es entspricht 
dann der Zusammensetxung der beiden ersten Systeme eine bestimmte 
Transformation im Parametenaumy durch die man ans den Paukten 
(j>) und (ar) den Punkt ($) des komponierten Systems erhSli Nun 
findet man leicht, daß die Parameter aus den Pi und «| darch die 
Formeln der Multiplikation von Quatemionen: 

'Ys =^ ^% Pi + I P. + ff, /?, — 

'ii = -^4 /'i - 3t8i>, -f 3tj/>3 + :TiP^ 

herTorgehen, und diese Gleichungen stellen hei konstanten Parametern 

eine l>e8timmte Kolliueaiion des PinainetormiimB vor, die unter dem 
Namen Scfn't'hniif/^) (orstor Art) bekannt ist. Es bleiben dsibei awei 
koniugri'it imaginäre Geraden, die Achsen der Schi»^^>ii"ir . fest, und 
sämtliche l'unkto verschieben sich länffs der Gerad einer linearen 
Strahlenkongruenz, die die beiden Achsen zu Leitlinien hat. 
Wir haben also den Satz: 

Ihr Znsnninirtriieimmj vim ztifi oithoymmleti tiystenu'n entsprtcht 
eine Sdiidnauf im L'atamderraum. 

Die Lage der Achsen ist bedingt durch die Parameter also durch 
ileu zugehörigen Parameterpunkt, dergestalt daß zu einem Parameter* 
punkt mit den Koordinaten x^ix^xx^: ein Paar konjugiert imsr 

1< Klein, Vorlesungen fibw Ntcbt-ESuklidUche Geometrie. 189o Eine 

S<lii«*l»uug zMcitcr Art erhält man, wtMin man dir Systeme in anderer V.'nae 
xiuammeuseUt. Vgl. auch Study, Mouatsbett« für Mathematik und Phjsik üil. I, 
8. 861. 
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gmirar Aohaen gehört, deren Plflckaracho Limenkootdiiiateik, abgeselMn 
von emem Proportiomilitilii&kior, durch die AnedrOcke gegeben sind 



worin » — + Var} + Jij + «}, 

Umgekehrt gehören aber zu jedem Paar Achsen unendlich viele 
Punkte (:r), denn durch die Gleichungen (5) sind nur die Koordinaten 
9^: 31^: eindeutig beetirumt, während willkürlich bleibt; alle diese 
Punkte liegen auf einer Geraden, die die beiden Achsen schneidet und 
durch eine Ecke dee Fundamentaltetraedere gegenüber der Ebene x^ — O 
hindurchgeht. 

Hei Hllen durch die (ileichungt'u (4) dargestellten Schiebungen 
^'eht nicht nur die absolute Fläche + -f ;*'3 4- in sicli 

selbst über, sundern es bleibt a\ich ein j^nnzos i^üuäd run lintnren 
KumplejceH unverändert^ welches durch die paarweise inyolutorischeu 
FuncUittimtalkomplejce 



bestimmt ist; die Achsen sämtlicher Schiebungen sind die gemeinsamen 
Geraden aller Komplexe des Bündels und sind Erzeugende der abeoluten 
Fläche. 

Wir kehren zu den Gleichungen (2) des orthogonalen Systems 
zurück und nehmen an, daß die Parameter ;),. Funktionen einer VnriahJeti .<? 
sind. Dann können wir die Elemente a^, 6^, r als die Richtungskosinus 
eines beweglichen rechtwinkligen Dreikants ansehen. 

Wir verlangen jetzt, daß die t\ (< = i,s, 8) die Richtungseoginus 

der Taugente^ Haupt- idk/ Binorwaie einer Raumkurve mit dem Bogen- 
element ds sein äoUen und fragen: 

Wdcfie Bedingungen müssen die Parameter pjj p^, p^ p^ erfüllen, damit . 
üs ^käsrmAen Fcrmdn die Sidiim^deosinus des h^eUenden Dreikanis 
einer Baumkurve darstdlen? 

Wir gebranehem im folgenden die Bexeichnnng 

(8) pik ^- p,pl - pi.pl , 

wobei die Akzente Differentiationen nach s andeuten. 

Sind nun r und q der KriintmHiujs und der Torsio)isradim der 
haumkurve, so bestehen die Frenettichm Difjenrdialgleichungen 



iß) 




(7) 



Pu-Pu"^, Pii-Pa^^, J'u-Äs^Ö 
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Padl Emtsi«: 



Eh. sülieu (lif l'arameter in den Eiilersdien Formeln ho bestimmt 
werden^ daß die Frenetsclieu Gleichungen erfilllt sind. 

Wir differenzieren die Ausdrücke für a^, er,, in den Formeln (2) 
uacli s und erhalten: 



(10) 



~- -AA +Ari + AA + AA 

i y AA + AA - A A - AA- 



Hier multipMeren wir der Reihe iiaeh mit h^f \, b^, mdem wir daftlr 
rechts die AusdrQcke aus (2) einsetssen, addieren die drei CFJeichungeii 
und erhalten nach einig«* Rechnung, wenn wir noch rechts den Faktor 
PI + + 2^1 + 1 w^laseen, die einfache Formel 

(11) ^-A4-Af 

In gleicher Weise verfahren wir mit den Ausdrücken für r,, tj, in (2) 
und erhalten: 

(12) -:^-A8-A4- 

Multipliziert man aber die Gleichungen (9) der Beihe nach mit 
c^, c^, und addiert, so sieht man, daß 

(13) Ai-^4.-ü 

sein muß, und erkennt ohne hesondere Schwierigkeit, daß unter Vbraua- 
9ägmQ der Gkidmnge» (11), (12) und (18) die Frenetsd»en Glei^imgen 
idenüsdt erfiSU sind. Wir hahoi damit folgenden Satx gefunden: 

DamU durch die Eulersdten Fcrmdn die Biehtungskosinus des be- 
gleitenden Dreikants einer Baumkurve dargesteUt werden^ ist miwendig 
und hinreidtendf daß die Parameter p^, /),, p^ der Differmtialgleidiung 

A ^5 - A rf, - A rf, - A rf^ 

Gnn'iffe his/ru: rs Justimmen sieh dann Krümmung wtd Torsion der 
Kurve durdt die Formeln (11) und (12). 

Diese Resultate lassen sich nun durch t bertragnng auf den 
Parameterraum in einfacher Weise geometrisdh deuten. 

Sind die Richtungskosinus a, , 5,, c, Funktionen einer Veränderlichen 9, 
80 besclireibt der snigehörige Punkt im Parameterraum eine „Parameter- 
kunre". Diese Kurve wird von besonderer Art sein müssen, wenn die 
\t gonu^ die Richtungskosinus deB begleitenden Dreikants einer 
Raumkurre sein aoUen. Nun stellen offenbar die die Plückerschen 
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IjmeMho"riinmteti d^-r Tattgentr rt» f/?> Pffrainrtcrknrre im Punkt ( p) 
^r. und die Gleichung (13) bedeutet, dab siiiutlich© Tangeuten der 
FamneterkarTe dem Fundamentalkoraplex /;,3 — p^.^ 0 angehören 
niäss€ii. r>ip Pnrameterkurvp muß also eine Kontplfrlnrvc sein. Bei 
f^er stdcben Kurrp i>t ^ckanntlieh jeder Kurveupunkt seiner Sehmie- 
irantrsebeTio in dem zum Komplex gehörenden Nullsystem zugeordnet, 
cd es ist daher die Komplexkurve eine Orduungskurve des NttllBjstemi. 
Wir haben also den Satz: 

Damit durch die Formeln vm JEuler die Richtunffskosinus des be- 
jlfitemdm Dreikants einer Raumhtrve dargestellt werden , ist notwendig 
vitd JtimmdieMd, daß die Farameterkurve eine Ordnungskurve de» dm 
Ftmidamemialkamjßex —Pu ~ ^ äuffeardneten NuUsjfstem ist. 

Si ftcUen alio die Enler sehen Fonneln eine bestimmte HVana- 
ßmaüom tot^ bei der sMKcfte Bamkhi^rvem iti Kwven eines Unectren 

Nehmen wir z. B. eine aUgememe StAraubenilinie nnd legen die 
i-Aehse pvallel den £neqgenden des Zylinders^ anf dem die Kurve 
«■Soft, so können wlr^ wemi 7 irgend eine Funktion Ton s, k eine 
KoostMite bodeatet, fOr die BiditangskosinnB der TangeiUe anseilen: 

aad erhftlteii damit die RiohtongskosinQs der Emipimrmale 

die RichtiuigBkoBinuB der Binormnlc: 

Nofl finden wir mit Hilfe der Formeln (3) die Parameter: 

.,.=.1=^(1^*.-,) 
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Paul Ern-Biii: 



worin infolge (1) 

yi — k* 

zu nehmen iet^ und können zunächst die Formeln (11) und (12) für 
KrQnunung und Torsion, sowie die Formel (13) rerifizieiren. Weiterhin 
aber sehen wir, daß die üleichnngen 

(15) Ä:;>i + (l-V'r^)A-0, - (l - V'l - Är*)ft - 0 

stattfinden, und wenn wir noch beachten, daß wir die Gesamtheit der 
Schraubenlinien ans den hier betrachteieu durch eine Koordinaten^ 
transformation ableiten, die sich im Parameterraum, wenn wir von da* 
facher Translation absehen, in eine Schiebung übertiigt^ eo können wir 
folgenden Satz aussprechen: 

Ih r Oescmtitd^ der nlUjcme'men Schraubenlimert mitsprechen vermöge 
der Euler sclwn Formdn die Strahlm der Ivtearen StrcMenkongruena, 
die die Kanten (IS) md (14) des Fundamenialtetraeders m Leitlinien 
hat, sowie die aus iJtnen durch irffend eine Scliitbuiig hervorgeltenden 
Strahlen. Die Oesamtheit dieser Strahlen bilden gerode den Funda- 
mentalkomplex Ps^^p^t'^ 0. 

Umgekehrt ist leicht sn seigen, daß jeder Sirahl des Fundamental» 
komplexes ale Panunetwkurye einer allgemeinen Sehianbenlinie anfge&ßt 
werden kann. Es ist nämlich die Strahlenkongmens, deren Strahlen 
die Kanten (13) und (24) des Fondiikmentaltetraeders treffen^ der Schnitt 
der beiden spesiellen Komplexe 

also bestehen &x die Parameter die Differentiaigieichungen 
PiPi-APl = 0, PtPi-PtPi - 0, 

und es ist 

worin u und ß konstant. Daraus ergibt sich 
und 

(17) Pu -Pn - (« + ß)Pitf Af - A4 - (1 - A« , 
folglich nach (11) und (12): 

«»eonai, 

wodurch die Kurve in der Tat als eine sllgemeine Schraubenlinie ge^ 
kennzeichnet ist. 
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<Tleichz«itig seheu wir, daß jeder Kfmjdexkitrve eine game Fawilie 
vm Baumkurren zugeordnet ist. Berechnen wir beispielsweise fQr die 
1>etrachtote aUgemeiae Schraabenlinie nach den Formeln (2) die 
fiiektiingikoliiinfl der Tangenie, indem wir m (16) noch die Formel 

(1 + ^^ij^ ßt^pi ^ 1 
UanmduDen, so ergibt sieh 

also habi'u «lie Erzeugenden (Wr Zylinder, auf denen sämtliche durch 
fljA Oli^ichimirt n ( IB) charakterisierten Schraubenlinien Teriaufen, die 
gleiche Richtung: ihra liichtungskosinuB verhalten sich, da wir nach 
(17) den Fall a + /) » 0 aouchließen dürfen, wie 

(l + «/l):0:OJ-«). 

Nettoen wir die Riehtang dieser Grzeagenden die Achsenriehiung der 
Sdnanbenluiie, lo können wir jetit folgenden Sats auMprechen: 

Jmle Gtrade des FunäamenikiXhomplexes p^—p^^^'^O ist Parameler- 
farw fSr ekle game Fam%Ue em älB^ememtn iSIcftraiiiettlmfdi mit ge- 
meimamer A^seimdiimig und jj^eit^em VerhäUnia swiat^ Kriimmimg 
md Tarsiam. 

JHe Aufgabe, zu einer Ranmknrve, Ton der Krttmmnng vnd Toreion 
«b Funktionen der Bogenlänge gegeben fdnd, die Panuneterkar?e zu 
finden^ ist gleidibedentend mit dem JfUegraÜünsprcItilem der naiürUdieH 
Gkkkmtgen einer Banmknr?e und w&re mit den hier g^ebenen HiUSi- 
iBitftefai in folgender Weiie zu Ideen. Wir haben in den Fonneln (1), 
(11), (12), (13) vier Gleichungen zur Beetimmung der Parameter, die 
irtr ao iclireiben können: 

JhPi + PtPi + APi + P4P4 

— aa' ~ aa + aa + aa 

— AA' -PiPi + PiP'a 

Aas ihnen finden wir durch geeignete Kombination die folgenden 



-0 
I 

-0 

_ 1 
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Differentialgleichnngen, die eine l)eiaerkejiswerte Ähnlichkeit mit den 
Frenetschen Gleichangeu besitzeu: 



(18) 



Wir setzen jetst 

und erhalten ans den Oleichungen (18) durch paarweises Zusammen- 
fMsen: 

und hieraus für x die lineare DifferentialyleidiuMj 
(19) .''_,'^,log(i-i) + 5(i, + i,)-0. 

Setzt man aber 

so ist 

und man erhillt für ; dieeelbe DiÖ'orentialgleir-himq'. 

Die Aufgabe ist also auf die Integration (ier Diüereutialgleichuag 

(19) zurückgeführt, und diese geht durch die Substitution 

(20) + 

in die bekannie Biceatiiehe DiiFerentialgleiehung 

Uber. 

StraBbnrg i. E., Dezember 1903. 
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Zur Darsteliong deflniter bin&rer Formen als Sninmeii von 
Quadraten ganzer rationalzahliger Formen. 

Von Albebt FiiECK in Berlin. 

Hiift"/ isrhpft. — Das Prol)leiii der l)urst(»lliini; fl»»finitf»r Formen 
als Summen von Quadrat«'!!. ucKOiph Hpit llilliri-t in st'iiirii auf dorn 
internationalen Mathfni:itiktMk'>ugreii z» Parin iy<HJ gtdiaiteiiru \ Or- 
traffp aiifst»?llt« • ), hatte dieson Forscher im Jahre l^^HS zu dem Kenul- 
Laie geführt, daß für Uriti'wc Forninn snlflie Darstellung nit^ht imninr 
rr; "Irlich sei*}, selVtst W\ ZulassuBg beliebiger reeller Koeffizieuteu m 
den Basen der Quadrate. 

Herrn E. Landau ist jedoch 11*<''J /uerst der Xacliwpis gelungen, 
hß f'^fft detinitc hnn'ir' l'onn 2^-ten Grades mit iatioiial/ahli<4fii KUeffi- 
iieiii4?ii rsudier mI- ^uniiue von 4/' -f ^ Quadiatt-u ganzer rationaler 
Funktionen mit rationalen Koefti/äenten darstellbar i8t/) 

Da aber die Zahl 4^* -f ^ unr eine obere allgemeine (Innzo für 
(iie Anzahl der Quadrate darstellt, so läßt sich im Einzelfalle diese 
Zahl noch vermindern — wie schon aus der eben erwähnten Arbeit 
des Herrn Landau herrorgeht. 

Herr Landau stellte nun das Problem auf: Weichs ist die für 
dne tUfniie Funktion 2kteti (iraules äußerste znlnssifje Anzahl von 
(^Jraten, durch welche soleJte Funktion darstcUhar isiY Diese Grenz- 
rahl nennt Herr Landau -Vil*/.\ Tide definite binäre Form ist dann 
ncher dureii -V(2it) Quadrate darstellbar; aber es gibt auch stets 
Formen, welche genau darch S(^Zk) und nicht weniger Quadrate dar- 
gestellt werden können. 

Eine allgemeine Lösung hat jedoch dieses Problem noch nicht 
erfahren. Bisher hat nur Herr Landau gezeigt*), dafi iV(0) — 4^ 
A') 2 ) = 5 und N{A) ^ 6 ist. 

Die letztere Ungewißheit zu entscheiden, hat Herr Landau per« 
sonlieh mir dankenswerteste Anregung gegeben. 

FonHnliermuj des Problems. — Im folgenden s»ill gezeigt werden, 
öaA 3^(4) ö ist, d. h. daß jede definite hiqaadratisi he Funktion eiuer 
VäHabeln mU ratiomxlMohligen Ko^fiaienten sidi als Summe von fünf' 

1, 8. ditsCJ« ArcbiT *3) 1, "224, l'JOl. 

3i 8. Math. Aijuülea 32, 344 ti IHüS. 

S) s. Math. Annalen 67, 5Sff. 1908. 

4) s. dieMi Archiv (8) 7, 271 ff. 1904. 
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(ffii(uh(if<H ganzer yalionalzahliger Fmdtiuiwn (hrsteUen läßt, und daß 
es hiquadratififhfi Formen gibt, m deren DarsUMung fünf Quadrate 
gerade auarcidim. 

Der let/.tore Teil dieser Behauptung leuchtet ein — worauf auch 
Herr Laudau mich persönlich hinwies — wenn mau die Funktion 

Ix* 

durch 4 Quadrate auBBudrflckeiL Tersucfat 
Sei 4 

80 ergeben sich daraus die Gleichungen: 

+ «5 + «ä + 1, 2(«i^i+ - 0 

« + « + « + ß\ 4- 2(«iy, + «iy,+ ir^yj - 7 

2 {Yxßt + Y,ß, + A + ^4^4) = 0, + y| + + yj - 0. 

Aus der letzten tiieichung geht hervor, daß die y alle = Null sein 
müssen, und daraus folgt, wenn wir die erste Gleichung mit x*, die 

dritte mit 1 multiplizieren: ^+7 =2{ttkX + flti*' 

Dies aher ij^fc unmöglich, wie Herr Landau in seiner letzten 
Ai"b*'ii oben aiH'li als letzte /itiert) nachgewiesen hat. 

Es !«t daher nur der Nachweis erforderlich, daß der Wert noch 
auf f> rediizierbar ist. Dieser stützt sich auf das von Hemi Landau 
»•henfalls in seiner Ictzt^'n Arbeit {jewouneue Resultat, daß für jede 
deiinite biquadratiache Funktion ohne mehrfache Wurzein 

f= aiB* + da?« -I- + rf 

mit rationalen Koeffizienten stets eine rationale Ordfie | gelinden 
werden kann, so daß 

t-r- (S^- + 1^'== ax» + (6 - I») x' + (/ - 
definit bleibt. 

Dadurch ist /' als Summe von ü Quadraten leicht erweisbar, da 
die rechte Seite der letzten Gleichung eine definite quadratische Funktion 
Ton jr* darstellt, und für eine solche nach dem obigen N(2)^ b bereits 
erwiesen if?t. 

£b läßt sich aber zeigen, daß |, welches ja innerhalb gewisser 
Grenzen jeden rationalen Wert annehmen kann, ohne daß ^ indefinit 
wird, stets in diesem Bereiche auch so gewählt werden kann, daß 

ax^-^(h^i')x*-\-d- 

eine sdion durch vier Quadrate darstellbare definite Funktion ist 
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Damit wärt' filr f bewiesen, daß N isi 

V'jtbert'ifuf}<jen zur Losunf/. — Die fufiliinn f kann sfrfs in fnie 
"■■{ janzznJih'tjrn Kofffizi/ nten umgeiramleU trtnlrn. Um s /\i »t- 
rni'hen. bringen wir di»' Glii'der von f auf <^inen gemeinsamen Nenner, 
er»»»:tern dann den Bru<'li »^o, daÜ der Xeiuier quadratisch wird, und 
k'unen dann diesen rj'iadi ;itis( hen Faktor weglassen, da er auf die ztt 
vuchende Zf^ N ohne JuiuÜuß iüi So entsteht die Funktion 

md es ist entepreoIiADd dem obigen: 

AllO* 

KonneD wir hier Ton Atp nachweisen, daß es durch 4 Quadrate 
darsteUbar ist, ao folgt dasselbe für Ä*^ nach dem SatsOi daft das 
Ptodfikt xweier Stimmen ron je 4 Quadraten wieder eine Summe von 
4 Quadraten ist, also gilt dann das gleiche tob 9, und F wire daher 
one Somme von 5 Quadraten. 

Dies ftüirt aber aurQek auf die Aufgpkbe: Zu mgen, daß durth 
feeigmete WM des raHmuden | innerhalb seiner Grengen der Afudrudt: 

(2) AADV- AC^-{B- I«)» I» 

sMs als Summe von drei Quadraten darstellbar ist. Hat eine Zahl J 
letztere Eigenschaft^ so soll dies im folgenden kurz durch die Gleichung 
J — ausgedrückt werden. 

Von den ganzen Zulden «ind heliauiitlicli alle von der Form 

8w-rl, ^n-\-2, 8n -f- 3, 8#i + 5, Hn + 
■eher in 3 Quadrate zerlegbar. Um nur ganze Zahlen betrachten zu 
branehen, seteen wir ^ statt |, und es seim von jetzt an ( und m 
gsawahlig. Wir können femer schreiben: 

wo M ungerade, g ^anzzahlig positiv sei. Dann kiuiu 'J'^'u stets so 

gewählt werden, daß ^ ini^halb der ihm gesteckten Grenzen auch 

dam bleibt, wenn 2*m» + ( statt 2^11111 gesetzt wird, wo t eine je 
naeh Erfordem zu bestimmende Zahl ist Setzen wir statt 2l^mu + 1 
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einfach m und statt l^u einfach 1, bo wird statt des ursprüug- 
liehen | gwchrieben werden können J , wo — för das Folgende durch- 
weg — ^ ii'ifi f'i ungerade Zahlcti sind (dereth Beste mod 8 beliebig Je 
nach Jkdarf gewählt werden körnten). 

Setssen wir in (2) diesen Wert des ursprünglichen | ein, so er- 
halten wir nach Fortlassung des quadratischen Nenners: 

Da ee wesentlich auf die in den drei Gliedern dieees Amdmoks 
entbalteneD Potenzen von 2 ankommt, so sondern wir diese, soweit sie 
▼orhanden sind, awsh aus den Koeffizienten A^B,C,D ans nnd sehreiben: 

^ = 2-^; 5«2/*B,; r-2yr,; D^^^D^, 

wo nun die A^, , (\, /), ungerade ganze Zahlen sind. 
So erhalten wir schließlich als zu diskutierende (iröße: 

(A) ^-2«+«+'*+«eiiji>i6«m*-2-+«y^iC5m«-(2/'JKjm*--2«?t»/r2«^. 

Über die Koeffizienten stellen wir gleich anfangs fest, da0 

1. nnd 2)| positiTe ganze nngende Zahlen sind, nnd d«ß 

2. C\ ^0, da für <7, — 0 die Funktion F eine quadratische 

wird, für welche ja S — 5 ist. 
Da (j eine hfliehtge cjanze positive Zahl ist, su küune:i wir aus der 
Klammer in i A) je nach Bedaif den Faktor 2*'"* oder 2*^' herausnehmen, 
je nachdem wir die Ungleichung 2() > ß oder 2q < ß als bestehend 
annehmen. Im ersteren Falle setzen wir 2() = 4- ar (;r positiv ganz), 
im letzteren Falle 2q = ß — tt (tt positiv ganz i Wichtip ist. zu be- 
merken, daß, wenn die letzteren Gleichungen gunzzahlii? »^rfiillhar sein 
soUon, 7t i'/^'/y ziiffJrirh mit ß geradr ycsj). nngfirnde wählen ist. Diesen 
beiden Fällen entsprcfliend InutH nun der Ausdruck (A) 

(P') ^=2«+«+«>+'='+"^,i>,l*«»*--2«+«»'^(^m«-(i^»t*-2''ty^»2V+* 
(QO ^^2»+«+'+^-MiDiPm*-2«+«yJiC}m«-(2''Jim«-t«)«$"2»^-»* 

Die Eiponcnten von 2 in den S Gliedern sind hier: 
fP) 2 + « 4- d + ^ ' 4- Jr; a -|- 2^ - B: 3/3 + .T-T-I-Tr 

(Q) 2-ha^^^ß-^-^-st] « + 2^ = 5; H/J-n.T = r-3a. 
Je nachdem der Exponent ,4 um n erhöht oder erniedrigt ist, wollen 
wir gp'ater von erhöhten oder erniedrigten Exponenten oder auch Ton 
dem Verfahren (P) oder (Q) sprechen. 

Im folgenden wird nun die Gniße n ( welche positiv und i-- ß mod 2 
ist) nach Möglichkeit so Tsniert werden, daß der Schluß ^ => daraus 
herroi^eh^ wobei wir uns je nach Bedarf des Verfahrens (P) oder (Q) 
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der erhöhten oder erniedrigten Exponent^ bedienen werden, weiche in 
dem dritten Exponenten den bemerkenswerten Unterschied -j- * retp. 
— 3x zeigen. 

1. Ist a ungerade, 90 laß sidi stete ^ä'^Z^ machen. — Denn wenden 
wir das Verfahren (P) an und machen « so grofl^ daß der erste und 
dritte JSxponent beliebig groß gegen den zweiten B = 0 + 2^*, \vel( her 
mgentde ist» wird, so wird J ^2^+'A^I)i - 2 - 2' >* (mod 2«+ 

ilso ^ß'^ sO — 2Ji— 0(mod8)s2 oder 6 (mod 8)* i^, also auch 
Dies gilt aach im Falle = 0. Denn dann ist nach (A) 

▼o p an kerne Uiigleichuug gebunden ist. Wird es groß genug gewählt, 
so folgt stets 

YbIi -0-2^-0 (mod 8) « Z^. 

♦ 

Wir haimm üho tutgenäe « im folgenäm sids am der Bärwktimg am- 
tekaUm md daher B'^a-{-2y skia ails gerade anseften. 

2, IM a gerade, so täfit sidi, ffdLs nieM = 1 mod 8, stets J^^Z^ 
madkem, — Denn das YerfUnmi (V) führt, wenn x groA genng ge- 
nommen wird, zn 

^ = 'J'^ ^ - - ^^mod 2'' * »), 

also: 

^=0~^-0(mod8). 

Dies wild « in sJlen FUlen, wo nicht A^^l (mod 8) wird. In 
leteteran FaUe wtlrde eine Zahl von der Form 8111 + 7 sieh ergeben, 
wcldie bekanntlich nnr als dantellbar ist JSs bteUd daher ßr die 
BebuA hu tff nur übrig: A^^l (mod 8) bei geradem «}) 

Die f^eidien Beadiränkmigen wie für und a gdien onob /ir 
12| mul — Um dies an aeigen, trsnsformieren wir die Funktion 

indem wir x » "^^^ ^'^^ ~ multiplizieren. 

Wir erhalten dsam: 

,^ . {m - CyFi~^) « + (l6i^Z> - 6 C) De' + (80»- 'd2BCI)) De 
^ ' + (256^I>» + 165C»D - 3C*) D. 

1) im 'FsUe B^O Iblgt genaa wie vorher: 3»— ^4« — 0 (mod 8), also 
dwlbe Beniltat * 
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Wir können als*» / stets in eine Funktion derselben Art ver- 
wandeln, in welcher nicht .4, sondern 1) der Koeffizient von ist und 
das Glied mit wejrfdllt. Nach dem vorigen ist i ir diese aber stets 
/J = Z^, wenn d ungerade, oder wenn bei geradem d i>| ^ S oder 5 
oder 7 (mod H) iat.^) 

4. Ist C urnjeradc, so kann man stets ^ = machen. — Denn 
dann ist die transformierte Funktion (3) in ihrem letzten Koeffizienten D' 
nicht so beschaffen, daß, wenn aus demselben der in D' steckende 
gerade Faktor 2*^' weggelassen wird, ein ungerader Faktor übrig bleibt, 
der = 1 (mod h) wäre. Wäre diese dem der Funktion F ent- 
sprechende Größe aber = 3 oder 5 oder 7 (mod 8), so wäre nach (3) 
stete ^ ifg zu machen. 0 kann also im folgenden steh aHs gerade afi- 
gesehen werdest, edso y ah positiv, also auch B = a 2y stets als jx^sidv, 

6. Ist Ii ungerade, also /3 -= 0, i^o kann stets ^ — Z^ werdett. — 
Denn für ß — 0 wären nach (A) die drei fixponenten: 2 -\- a ä 2i^} 
a -f 2y\ 2^. Ist hier a -\-2y = 2k, so setze man Q^k, dann werden 
die Exponenten 2 + 2A; + « + d; 2k\ also 

^ s 2*-^"+''^iZ>, - A^C\ - 1 - ± 2 (mod S), nho J ^ Z^. 

Dies gilt auch für A; » 0. B kam älao im folgwdm siets aU gerade, 
ß als positiv angeselwn werden. 

6. Ist B ^ 0, so kann stets J = Z^ werden. — Ist B = i), so er- 
■etzen wir die Funktion F durch die transformierte Funktion (3). In 
dieser kann dann der Koefiiaient von nicht auch Null sein, da sonst 
16^2) — 6C*-=0, also wegen J?-0 auch C = 0 wäre, ein Fall, der 
schon oben aosgeschieden wurde, da sich F dann auf eine -quadratisohe 
Funktion reduziert. 

Es könnte aber eintreten, daß einmal an Stelle der Funktion F mit 
TerBchwindendem B die transformierte Funktion (3) zti setzen war« 
und in dies» der Eoeffiaient von verschwinde, und daß die Schlüsse, 
weldie sich auf letetere Funktion bezögen, dann wegen dee Yer- 
sckwindens dieses Koeffizienten keine Geltung mehr hatten. In diesem 

i; i>ai^ auch in diesem FaUe sich Quadrate ganzer Funktionen ergeben^ folgt, 
wem wir die Koeffisienten der Punktion (3) mit A\ B*, C\ D' bezeichnen und 

g ^ <yjg4'*i> einsetsten. Dann wird (4 2>) • f («) -= ^ ' (Cx -|- 4 1»} « -j- JB ' {Cx-^iDyx* 

* 5 

+ C* (C«+4D) «•+ ^'aj*. W nun ^'«*+ ■»'»•+ C ii+ D' - ^«u* +ßu-\- y)« 

Cr4-4/> ^ 
so ist das auch für u - • - der Fall, also wenn mit multiplisiext wird, 

«CT 

5 

X 
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Fallt wäre 1 /> /) — Hf'* 0, ohne daß B verschwände. Daun würden 
wir die traui>furmierte l^'unktion (3) durch eine analoge Substitution 

^ J^^Q" tnmsformieron und diese der Betraehtong nntenieheiL In 

ikr aiber könate Dacb dem ohen Gtomgteii der EoefBuent Ton «* nidii 
■ihr Tereehwiiiden. S kattn dl$a im folgenden al$ wn Nutt versehiedht 
tnfcuho^ flcürdisfi. 

Wenden wir uns neek dieser Ansschaltung speoieller FSlle der 
aUgemeinen Disknssioa dee Ansdracks (A) su nnd betnkchten snn&ehst 
dm Fall, wo der erste Exponent grdßer als der dritte ist. 

7. Feiü: 2 + a + d + ^>3/3 oder A>r, 

A) ünierfaU: a -h 2y ^ 3/J oder B ^ F. — Bei Anwendung des 
Tcrbkrens (P) werden die drei Exponenten von 2 gleich J 7t\ B\ 
F-f- wo F + Ä nach dem obigen stets gerade ist, ebenso B nach (1). 
Wir machen « so grüß, daß ß -f 2 — F + ar, dann wird 

4^ = 0 - 1 ~ 4 (mod 8) - ^ . 

f 'fiierfall: u + -y <C^ß oder R < F. — Bei Anwendung des 
Verfahreof' 'Q^ werden die drei Exponenten von "2 gleich A — n\ ß; 
F— 3;r. Hier muß a -f- 2y nach 4. positiv seiu. Wir wühlen nun % 
30. daß F — 3« =- 3^ — 3» möglichst wenig von « -f 2y ver- 
schieden ist. 

Da beide gerade sind, so kann ihre Differenz dann nur gerade sein 
and einer der 3 Fälle eintreten: 

a) «c + 2}^ — 2 3^ - dir. Hier ist x sicher nicht 0, da « + 2;^ < 3/3, 
also ist sicher A — x> F — ^n and 

= 0-4-1 i,mod 8) - Z,. 

b^ « H- 2r + 2 - S/ü - 3«. Hier ist: 

^^.sO-l-4(mod8)»^,. 

z\ a ^ 2y =^ '6ß — 3ä. Auch hier ist sicher nicht 0 und: 

l^^O-l-KmodS)--?.. 

Sentach scheidet der Fall 2 u + ö ß>3ß oder A> T aus der 
faigendm Bekraehtmg voüstätuHg ans. 

8. FäUz 2 + « + ^ + /><3/l oder A<r. 

A) UnierfaU: « + 2^^2 + « + d + i) oder 3^4- — Bei An- 
wendmig des VerfshienB (P) werden die Exponenten Ton 3 gleich 
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A %\ -B: r TT. Machen wir % so groß, daß A -\- z B •\- 2^ was 
durch miudesteu» n ^ 2 z\x erreichen ist, so folgt: 

= 4 1 _ 0 (mod 8) - . 

B) Unterfall: a -\- '2y < 2 a ^ S ] ß oder B < A — Bei An- 
wendung des VerfahreuH (Q) werden die Exponenten von 'J gleich 
A ~ x\ Ä; F— 3«. Wir setzen hier r='dß soweit herunter, bis 
3/3 — 3x gerade eben kleiner ah die beiden anderen Exponenten oder 
wenigstens gleich dem kleinerm von ihtwn wird. Dies kann, da ursprüng- 
lich r der größte £xpoiittit ist, stets nur durch eine Mrirkliche Ver- 
minderung geschehen, .t ist daher stets größw als Null. 

Während bei dem Fall 7. aber nachgewiesen werden konnte^ daß 
nadi der Yermindernng der erste Exponent noch immer der grofite 
geblieben war, ist das hier niolit stets der ITall, wodurch die BetrachtoDg 
sieh kompliziert. 

Nennen wir die durch obige Verminderung erreichten Exponenten 
die reduzierten Exponenten und bezeichnen diese mit I; II; III, wo stets 
II ^ B ^ a -\- 2y bleibt, so ist: III< 1 und 1II< U; oder allenfalls 
lU-I oder -U; oder lU-I-^U. 

Anderseits ist I ^ H möglich. Es kann non im folgenden der 

Fall eintreten, duß dio rorlu/ierten Exponenten nocli nicht sofort für 
eine Ihskussion sieh tMij;iien. Dann müssen wir ;r um eine gewisse Zahl 
größer oder kleiner nehmen, um J als Z, charakterisieren zn können, 
d. h. wir müssen die reduzierten Exponenten entweder noch weiter r«*- 
mmdmi oder wieder erhöiten}) 
Sei a) I > IL 

a) lU = II. Dann sind die reduzierten Exponenten: I; II; II und 
^=0-l-l(mod8)-Z, oder s4 - 1 - 1 (mod 8) - oder 

s 2 - 1 - 1 (mod 8). 

Die letEinre Möglichkeit scheidet va», da wegen ß^x mod 2 und 
wegen !• der erste redauerte Exponent I — i-ha + tf + p — « gerade 
wird| während anch II gerade isi 

ß) III «II — 2. Die reduzierten Exponenten sind dann: I; II; 
II — 2 nnd es ist: ' 

^^0-4-l(mod8)-Z.. 

y) III = 11 — 4. Die reduzierten Exponenten sind dnnn: i; II; 
II — 4. Diese ergeben sich als unbrauchbar. Wir erhöhen sie wieder 

1} Et Ist klar, da0 die reduierteii Exponenteii, sobald « > 0, iteli tämtüdi 
geiade sind. 
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ad zwar: 1 um 2; III alao um 6 (s. Formel (il)), dauu folgt: 1 + 2; 
ü: U i- 2. Also j 

lit ß ungerade, so konnte der Fall eintraten, 4^0 eine Eihöhung 
m I tun 2 iiieht mdglioh ist Die« ti&te dann ein, wenn lehon filr 
1—1 die Exponcoiten richtig rednuert (e. o.) wSrai. Dum würde 
i^OB eine Brhdlumg TOn I um 1 die unTerminderten Eiponenten 
3-'C + d + ^» ^; « + 2^-^» B/l-riiefem. AnderMits eriialten 
vir bei firbShmig von I um 1: I + 1; II; II — 1, und ea iit wegen 
1>II «eher I + 1 > H - 1, d. h. ^> F, waa der Bedingung ^ < T, 
<t für alle Falle in 8. gü^ widempraclie. 

Bedosierte Eiponenten kdnnten also hier nur durch Verminderung 
m A am mindeatene 8, nicht aber schon fttr jr — 1 (liehe (Q)) ent- 
Dalier ist auch iteta die Erhöhung Ton I um 2 möglich. 

b) I - a 

a) ni » n. Dann sind die reduaierten Exponenten II; II; II. 
ergeben aidi wieder als unbrauchbar. Erhöhen wir I um 2, alao 

in am 6, 80 folgt H -f- 2; II; U -|- 6, also jl-==4 - 1 -0 - Z,. Hier 

könnt« wieder der Fall eintreten, daB eine Erhöhung von I um 2 un- 
aöglich wäre. Dann wäre ß ungerade und wir erhielten bei Erhöhung 
an 1 die araprBnglichen Exponenten <«^; F reap. II + 1; II; II + 3. 

Dna ist aber ^^2-1— 0 — ^. 

ßi Iii II — 2. Dann sind die reduzierten Exponenten II; II; 
Erhöhe ich I um 2: n + 2; il; II + 4, so folgt 

Aniienommen, die Erhöhung von I um 2 wäre unniöj^lifh, so 
*drtn die ursprünglichen Exponenten B, F resp. IJ -|- 1: II; II + 1. 
I>4fi kann aber niciit aeiu. da dann .</ = F wäre, hier aber < F ist. 

y") lU = II ~ 4. Dann sind die reduzierten Exponenten: iij ilj 11 — 4. 

Erhöhung von I uni 2 gibt: 

lI-f2;n;n + 2, also^^4-l-4 (mod Ö), 

Erhöhung von I um 4 gibt: 

II + 4; 11; II + 8, also - 0 - 1 - 0, 

fimiedrignng Ton I um 2 gibt: 

n- 2; II; n- 10, Biso ^^,^ = 0-0-1. 



Alle diese Maßnahmen gehen nichts, wodurch /I als sicher 
(tenkleritierbar wire. 
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Bei uiigoiiidem ß kämen als Kombüiationefl noch in Betracht Er- 
höhung von 1 um 1: 11 + 1 ; H; II 1, welches die ursprünglichen 
Exponenten sein müßten, was aber nicht sein kann, da hier (entgegen 
der gültigen Bediugung .1 < F) > F wäre; Erhöhung von 1 um Ii 

gibt: 11 + 3; U; U -h 8, also ^ 0 - 1 - 0 (mod 8), was ebenMla 

für J nichts CharakteristiicheB gibt. IHeser Fall läßt sidt also mUtds 
der hinter angewandten Mdhoden mckt erüdige». Wir kdnnen leicht 
das Gharakteriitische desselben ermitteln: Die Koeffisienten heifien: 
2-\-tt-\-6-^ß — x; a + 3/3 — .S^r, wo nach dem Anfang Ton 8 
nnd 8B) 3/J > 2 + « + d -h /3 > « + 2y. 

Bei der Reduktion der Exponenten erhalten wir die Form : 11 : II ; !Q — 4. 
Bs w&re also 

II = Ä + 2y, 11 = 2 + « + + ^ - :t, II - 4 - 3/1 - Sa'. 

Ans den beiden letzten Gleichungeta ergibt sich 2^— 2;r=«-f d— 2. 

Femer ist: 

24-« + d + (^-*)=-2+« + d + ^^--l«l + i(«4-d), 

2 + 3(a + d) 2« + 4y, 

woraus: . « , , a> 

4y — 2 + « + 3d. 

Fflgen wir hier den Inhalt der obigra Ungleichungen hinzu und 
und schreiben, da 

3/3>2 + a + d + /3and« und d gerade, 

2/3 = 24-a4-^ + 2£, wo £ eine positive ganze Zahl. 

Mit dieser Festsetznng ist dann von selbst die weitere Ungleicknn|^ 
24-a + d + ^>a+2}' erfOllt, denn es ist: 

2 + „ + d + /,_2 + « + d + i±.«-±£+Ji + 2 + <. + » + «±l* 

- £ -f 2 + et + 2y > c + 2y. 

Der Fall 1: 2/3 « 2 + « + d + 2f ganze positire Zahi^ 
4^ « 2 -f a + 3d, Testiert aitsa für spätere BetradUungen. 

Sei c) 1 < II. 

a) IU«-sI. Die reduzierten Exponenten sind dann I; II; 1. Er- 
höhung von I um 2 gibt: I + 2; II; I + 6. Je nachdem hier II >l4-4 
oder U-1 + 4 oder U-1+2'), wird 

_j^=l_0-0(mod8) = Z5, oder sl -4-0-2;, 

oder s 1 ~ 1 - ü. 

1) I ist stets gerade, da IaBSH-« + d + ^— «, wo s, 9 uad p — sr gende 
aind; II ist stets gerade. 
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In letalerem Falle, in webhem die erliShteii rednsierten Exponenten 
I; I H- 2; I flindf erhöhen wir noehmak um 2, eo folgt: 1 + 2; 1 + 2; 
1 + 6. Dieae ErhQlivng ist stets ni{^lidi| da. jetst erst der erste ^ekh 
dem sweiten Expomentm wird, bei den nrsprfingliclien Exponenten ober 
BK,A werdot soll. 

Auch hier ergibt sidli noch nichts Sicheres^ da 

^sl-l-0(inod8) 

wild. Erhöhen wir also nochmals um 2, so folgt: I + 4; I + 2; I + 12. 

Dies gibt ^ 

^ ^s4-l-0(mod8)-2i. 

Diese letztere Erhöhung könnte aber schon unmöglich werden und 
im Fall eines ungeraden ß nur noch eine Erhöhung um 1 möglich 
sein. Dann waren I + 3; I + 2; I + 9 die arsprünglicfaen Exponenten 
y4, ß, r, was den fOr diese gflltigen Bedingungen anch nicht wider- 
apSche. Doch ist in diesem Falle 

= 2-1-0 (mod 8) - Z^, 



ß) III — I — 2. Dann sind «Ue rednaierten Exponenten I; II; 

1 — 2 nnd wird: . 

^s4_0-l(mod8)-^. 

y) 111=1 — 4. Dann sind die reduzierten Exponenten: I; II; 
1 — 4. Erhöhung von I um 2 gibt: 1 + 2; IT; I + 2, also nichts 
Brauchbares. Da (Üp^or die ursprünglichen Exponenten noch nicht 
sein können, so erhöhen wir nochmals um 2:1 + 4; II; 1+8. 

ist U > I + 4, so wird: s 1 4 - 0 (mod 8) - 2; oder 

3l_0-0-2i. 
Ist II 1 + 4, so weüden die Exponenten: 1 + 4; 1 + 4; 1+8, 
waa wegen B<ji der An^ragSEOstand noch nicht sein kann. 
Erhöhen wir am 2, so folgt: I + 6; I + 4; I + 14^ also 

_^^4-l-0(modö)-Z,. 

Ist dies nicht möglich, so erhöhen wir um 1: 1+5; 1 + 4; 1+ IL 

Dann ist ^ 

^s2^1-0(mod8)-^. 

Ist II = 1 + 2, so werden die Exponenten I; 1 + 2; 1 — 4. Bei 
Erhöhung um 2 folgt: 1 + 2; 1 + 2; 1 + 2. Dies kann der Anfangs- 
zustand noch nicht sein. 

wAFkralk. I!I.BdlM. X. S 
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Dann ergihi eine weitere iiiriiölituig um i: 1 -f 3j I + 2; I + 5, also 
^,^,34-l_0(iiiod8)-^. 

Hiermit ist der Fall 8, wo vtf < F, voUfliaudig erledigt £s ist in jedem 
Spezialfall hier der NaclnveiR gelungen, daß bei geeigneter Wahl dcnr 
TennderlicheD Größen ^ als Summe von 3 Quadraten darstellbar ist. 
Die emgigs Aumahme bildet der Fall I: 

2/9 *- 2 + « + ^ + 2«, 4}^ — 2 + tt + £ ganz und positiT. 

Da mit 7 der Fall r< ^ erledigt war, so bleibt dbrig die Diakossion tod : 

9. Fall: 2 + a + d + /i = 3/J oder ^ - F. 

A. Unterfall: a + 2y<2 + a + d + /J oder 5 < — Wenden 
wir hier das Verfahren {Q) an, so werden die Exponenten: ^ — ar; 
jB-, ^ — 'dn. Für jeden von 0 verschiedenen Wert von jr wird also 
hier der erste Exponent größer als der dritte. Also ist auch bei den 

reduzierten Exponeuten stets 1 ^ iJi. 

Sei a) III =11. i^aiiii sind die reduzierten Exponenten 1; llj 11 und 

-^»0-1- l(mod8)-iZ, oder 54-1-1- Z». 

Daß das erste Glied nur 0 oder 4, nicht ~ 2 werdr )! mub. rolgt 
daraus, daß schon für a = 1 der Unterschied von A ~ tc und A — Ztk 
gleich 2 würde , während fiir «Größere -t er sicher > 3 wird 

Sei b) III II — 2, Daun sind die reduzierten Exponeuten I; Ii; 
II — 2. Hier ist zwar I > II — 2, aber es bestehen die Möglickkeitea 

«)I>11. Dana ist ^„'i|s0-4-l(mod8)«2», 

ß) I-H: H; H; n - 2. 

Durch Erhöhung von I um 2 kommt: 11 + 2; II; II + 4, durch 
Erhöhung Yon I um 4 kommt: II + 4; II; II + 10 usw. 

Hieraus ist ersichtlich^ daß Erhöhung um gerade Zahlen niemals 
ssum ursprünglichen Zustande zurflckfuhrt, bei welchem ja ^ = F sein 
8olL Der Fall eines geraden ß kommt hier also außer Betracht. 

Für ein ungerades ß bleibt nur übrig die Erhöhung um 1 Dann 
werden die Exponenten II + 1 ; II; II -f 1 , welches die ursprünglichen 
Exponenten .4: ß; F sein müßten und (s. o.) auch sein können. In 

diesem Falle wird --i s 2 — 1 — 2, d. h. wir können daraus kernen 

Schluß ziehen, ebenso wie auch etwaige Eirnieärigwngm der reduzierten 
Exponenten keinen Schluß zulassen. 

Dieser Fall läßt sich daher mittels der bisher cmgetcandtm Methoden 
nicJit erledigen Die Exponenten sind hier: 24'<x + ' + /'; tf + S/9 
oder n+1; U; U + 1. 
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Em gelten also die Bedingungen: 

» + « + a + ^-3/l, 2 + « + d + iJ-(«H-2y) + l 

Der Fall II: 2f3 = 2 + a + d, 4y = 4 + a + 3d reirfieri also /ttr 
ifikre Betrachtungen, 

Sei e) III = II _ 4. Dann sind die reduzierten Koeltixienten I; II; 
n ~ 4 Bei Erhöhung nm 2: I + 2} II; II + 2. Hier ist I > U - 4, 
wwi es gibt drei Möglichkeiten 

k) I > II, dann ist ;f^0- 1 -4(mod8) - Z,; 

fi) I n — 2, dttiiii folgt auis den reduzierten Expoueüten: II — 2; 
fl;n-4^ daß jJl.s4-0-l(mod8)-4; 

y) I — n, daiu ist ü + 2; II; II + 2 fticher der AnfangszotUtid 
A\ B; r, da hier >^ — T und B < ^. 

Weitere Erhöhung ibt also nicht möglich. Nur gerade ß kommen 
hia- in Betracht, da bei Erhöh uiig um 1 nicht schon der Anfangs- 
nstand eintreten kauu. Sowohl die reduzierten Exponenten, wie die 
m 2 erhöhten, aber auch die noch weiter erniedrigten versagen hier. 
Ikr Fall laßt sich datier mitieh Her bisher (mycaandten Metlioden nidit 
erlfdigen. Die Koeffizienten smu kier: 2 -f a + d + /3; a + 2y} 3/5 oder 
n+2; U; n + 2. 

Also gelten die Bedingungen: 

2/1-2 + « + ^» 4ky^2 + a'^Bä. 

Dieaer FäU wird wUer de» Faü I subsumiefi werden IcStmen, wmm 
wir dort unKh die Bedmgimg < ^ 0 JifJoMen. 

B) UnterM: a + 2}'52 + ff + ^ + /I oder B? A ▼o^i zngleioli 
A^r oder 2 + « + d + jS — 3^ gilt — Weder die Methode (P), 
Dodi {Q) liefinm hier etwas ftr J Ghanktoriatiäches. Aho sind aiuk 
äete FäOe dmrdt die ftrafter anffewandten Methoden nieht m entocheidm. 

Die Bedingung: « + 2]^ - 2 + « + d + 3/5) üefert hier 

2/3-2 + a-hd, 4y-6 + a + 3^. 

Die Bedingong: a + 3r> ^ + « + d + /5(- 3/5) gibt 

AB HI: 2/}->2 + «+dy 4}^^6 + « + 3^4- 2i} (i} ganze positive Zahl). 

Uißt man für auch den Wert 0 jw, so ist der vorige Fall durch 
die letzteren Gleichungen mit dargestellt 
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10. Wir fdssrn nunmehr alle für cim weitere BttrucJituriy rentieren' 
den Fälle zusammen: 

Fall I: 2/3 = 2 + « + d + i^*, 4?' = 2 + a -f :3d {i ^ 0), 

Fall II: 2/3 2 + « + d, 4y ^ 4 + a + 3(J, 

FaU UI: '2ß'^2^a + ä, 4y - Ü + a + 3d + 2i» (i| ^ 0). 



11. Ks srV/ tiuft ffpzdgt fi-erden, daß die Fälle I und II sieh auf 
den Fall III zurückführen lasi^ni Dies geschieht, indem wir statt der 
Funktion F " ÄJC^ Bsc* Cx -i- D die tranafonnierte Funktion (a) 
benutzen: 

(3) (ä - = Dr* + (161^1) - + (8C^ - mB0D)D8 

Kann bswiesen wearden, daß Fall I und II der ersteren Funktion 
fOr die letsteie aof FaU III zurtlckfBliri^ m> irt dieeer Fall aUein noch 
zu diskntieveii, und kann durch umg^ebrte Tranaformation daa, was 
für die letztere Funktion gilt, aueh für die eratere bewiese werden. 

Zonachit beatimmen wir die Potenzen von 2, welche die Koefiß> 
dienten in der transformiorien Funktion (3) enthalten. Heißen diese 
Koeftisienten resp. A', B\ C\ T)', und seien die Exponaten ron 2, 
die in ihnen enthalten sind, ß', y', tf', so daß 

A'^2« Ai\ B'-2<*'B;; C - 2>' C;; D'-2**D;, 

wo die A[, 7?j, Cj, IJ^ Liiiiici idc .siiul. Diese Bcii^-iiiiuugfii entsprechen 
genau denen, welche sich auf die Funktion /' bezogen, da nach dem 

früheren ^ ^ g«^. ß^ ^^^B^', 6 - 2>'Cj; i>-2^i)i. 

Sebsen wir die letateren Werte u die Koeffisieoten der Funktion (3) 
ein, 80 folgt: 

^'-J)-2'Dj, 

B'= Ißj?/)«- 6r'äJ5- 2*+/'+»''5,/;j'- 2' + »>'+'' .3q/>i, 

C = HC'JJ-S-JliCJ)- - 2' + ='5' + '»(-f/)i -- 2^+.^+y+»'* i#jCii>j, 

D' - 206 AD" + IGBCB^ - 3C*i> - 2*+«+^''^i)* 

Um nicht fttr jeden Fall die Großen a\ ß', y'f d' einzeln be- 
Btimmra zu mtlssen, yereinigen wir die 3 F&lle unter die eine Form«l: 

2^ = 2 -f a -f + 2s {e ^ 0), 4)/ - 2 + « + 3* + 2i' (v ^ 0)). 

Hier entspri« ht dem FaU I das VVertepaar « = t/==ü, Faü II f «0; 
V =- 1, FaU III e « 0} V = v + 2. 
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Diese allgememeii Werte vou ß \xnd y setzen wir oben ein und 
erhalten: 

lO + a + 50 + 2» 44-« + 6<) + Sr 

C'-2 T"" C»/>, -2 '4" 

Hiennis sind sofort die u\ ß\ y\ d* bwtiininbiir. Sie werden im 

Faam,'-»; /f-i+.^+A", /»?*+.»^+J?'5 a'_4+«+4#. 

Die Bediuguügsigloicliungeu wertieu aber hier: 
im Fan 1: 2/3' = 2 -f «' + d', 4y' = 6 + «' + 3d' -f- 
was dem Fallf III t'ilr tj = ;] entspricht, so daß nlsr* fhircii Transfor- 
mation von /' ii' die Funktion (H) der für erstere gültige Fall 1 in den 
für letÄtere gültigen Fall III übergeführt wird: 

im JfM U: '2ß' - -f «' + d'. 4y' = 6^ «' + Hd' -r l»-3, 
was wieder dem Falle III für = 3 entspricht, so daß der obige Schluß 
anch hier gilt. TutH 1 und 11 können daher, ueil sie durdi Tranafor- 
tnatiou (kr Funktion F auf Fall III rrdnzicrhor sind, im fohjcndm außer 
JbeiradU kommen, i« rcsficri also nur noch die Ikiraddum) dra FaHea 111: 

12. Der Sonderfall =• 0 Wißt sich amtf ein von Null rerschiedeius 
IQ zurückführen. — Es ist notwendig, dieses zn tun, da der Fall i; — U 
Schwierigkeiten machen würde. Du r 2 wird für i, «>, m suchen 
wir unter Ein^etzung des letzteren Wertes in die (i\ y\ ö' der 
transfomierten Funktion zu bestimmen: Berücksichtigen wir, daß im 
FaUe lU « «= 0 ist, so folgt « 

«'-d, /J' - i(8 + « + öd), d' = (i + « + 4d. 
Ferner wird: aoi 3 . i i:wt 

r- -2 4 (q7>, /y,r,/>f). 

Hier ist die Klammer eine gera<le Zahl. Enthält sie die I*otenz 
2**, so wird y' 1(30 + 3a -!- 13d + 4g9). Aus diesen Werten er- 
geben sich aber die Bedingongsgleichungen dieses Falles für die trans 
formierte Funktion: 

2/3' - 2 + u + d', 4/ = 6 + «' + 3d' + 2(3 4- 2«), 
d. h. FaU UI l'Or » 0 führt bei Transfornation auf Fall Ul für 
^ _ 3 -|- 2», was sicher posiiiv tsi 
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13. Es bleibt nun allem noch der Fall iÜhrig: 2 ß =^ 2 -\- a 
4^/=:n-|-ef-i-3d-(-2i^ (i?>0). — Hier sind die Exponenten von 2 
iu dem zu diskutierenden AuKdnifk 1- 2 + « 4- (5 ^; « + 2y; 3^ 
oder, wie leicht aus den Bedingungsgleichuxigea berroigelit: 

3^; n/3 + i;; 3^ > 0). 

Sei hier ß ungerade, so ergibt sich duxch Anwendung des Verfahrens (Q) 
'dß~:r] 3^ + 1}; 3^-3«. Für x -> 1 wiid dies 'dß-l\ 3jS + i}; 

3^-3, also: ^ 

;i^^4-0-Umod8)=-Z.. 

Ungerade ß kmmm eiko nkM mdur m BetnM. 
Sei ß gerade, so wird auch i} gerade, wir sehretben also 3^ sfeaU 
1} und haben dann die BedingungsgleiGhnngea: 

Ans (A) erhalten wir nun, wenn wir 2q = ß annehmen, was ja, 
da ß gerade, jetzt erlaubt ist: 

Hier wird die £lammear auf der teditea Seite aber gerade, also ihr 
Qnadrat mindestens durch 4 teilbar. Bs sei: 

J3;m*-|*>-2^+*ir (wo {^ungerade und ib^O), 

dann wird: 

oder 

Die beiden letzten Gilitder sind je nach dea V\erteii von it uud k 
kon^'ruenV 4 oder 0 (mod 8). Es folgt daher eme der Kongruenzen 

^ = 1^4^4(jnod8) oder =1-4-0 oder »1 — 0-4 oder 

sl-O-O. 

In allen diesen Fallen wird ^ — Z.. 

2 ' 

Hiermit ist bewiesen, daß J durch passende Wahl von |. m imd 
% st^ts so bestimmt werden kann, dab es als Summe von 3 Quadraten 
darstellbar ist, woraus folgt, daß — 5 sein muÜ. 

Berlin, den 22. Dezember 1903. 
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Sur r^qnation dÜKraitiBlle de Monge; 

Par M. W. Kaptbtn k Utrecht 
(Suite.) 

11. Considerons, uvant de terminer, eucore le t as pailiculier oü la 
fonetion />, integrale de requation satis^t aux deux membres de 
cette eqoation separement. On a dans ce cas 



(ID'-H4"lf^-»..(lf)'-o 



(t 

Upramito dd ee« ^uaümis doone lien a deux h3rpotii^8e8 

■^-A^--0 et ^--^^-0. 

En introdaiflaat ces hypotiieses dans la eeeoade de ces ^quatione 
edlKd doniLe reepectiTement 

SJ-Cjj^-O et ^-^--Xg^_0. 
Or, noQfl TerronB Ineniöt (Ari 12) qua 

att Qoe consei^ueuce de requation diÜerentieUe 

ik qae de la möme maniere ~ .** °" ^ entraine l'^quation 

Od anxa donc lei deox eaa emTante 
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oUf «n duMiiMHiit eomme Tariablei ind^penduitee g et 

D, - DD, = 0 et Dj + DDj = 0. 

AdoptonB la preniiere hypoth^ Dans ce cas rint^grale gän^rale wfc 
repr^ntde par les formules 

9 eiant. une fonction ;irbitrairo. 

En Bolyant le möme chemin qu'auparavant, on obtient ici 

fpA d0t Tü dpde, rp dp 

L'^aÜBaftion des deux tsIsuts de B^^ et lequation D^u* donnent 
mamienant 

d'oü 

On Toit donc qne P — 1| est rini^graie g^^rale de i'^nation 

dP . . , .cP 



on 



f'{t) <i<Mnt la d^rivee d'une fonction arbitraire [{t). Posons, pour 
faire dieparaitre toui signe d'integration, 



/- 



alors on aura 



et 



£n introduissnt enoore nue fonction arbitraire de u, de la forme r''(y), 
on obtient 

De cette valeur de p se deduit 
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Eb eompanuit la Taleor de avec Is Talenr pr^e^ente on tronve 

qie la fonctiou tf(tt) doit satiei'aire a l eiiuation. differentiello 

Qn a d<iiie 
ei 

0 



l'i* Pour d^tenniiier lea ini^gnles commimei du wjt^m» 
-B(»')-K+»«|5 + (J' + M)3i-0, 



'9 



temaiqnoiis qne 

La praniim ^luikioii A(V)^0 se i^nit ici k ^ — 0; par ffuite, 
Ol nonB wenuki de« notaÜQiiB de Vart. 9, 

Sn aabstitnaat oette valear daos ]a denii^ on obtuut 

ira, €11 observant 

Of» ö'p , M d*p u dp «i dp 

dv dv* V — tp' du^v (v — tp'y d u {v — 9^ d u ' 

dF , ,cF 

0a eette ^nation ob tira 
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£n introduisont cetie v^aleur dans requation 7>( F) » 0, celle-ci devient 

|§ + b + ^*«-*^9fa|-o. 

Or, 

1> + ^(c - -1» + w|£ - (» - ^ r" + ur'", 

pir coosequent las dem integrale« eommnnefl tont repr^nt^ pur 

u coMt., js — y(p'{u^) — x{r" + ur'") — consi, 
et rini^gnle mtemddiaire coiresp^nidAiite per 

,_yg,'(«*)-^(''" + wO-3(«)- 

Dftiu le seoond ajBt^me 

ou a 

.A(P + Ag)-A-f. 

ce qui prouve que k fonctiou que nouB aTOilfi dedttite de imt^prale 
generale de requation diiferentielie 

dD .dD ^. 

ramplit bien la oondition 

lei, Ift premiäre ^oation piead Ift forme 

d'oü 

Lb denittre ^uation 

c,(r)-;[=o 

iait Toir que k fonctiou F(x, «e) e«t ind^peadeiite de 1» vari- 
able per soite 
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In mbatünant c«tta ytlenr dans r^oilioii B(F) 0, on obtioit 

«(» — h") — cooflt et y + jf/'[M(t> — h")] — oomt 
cktnneiit ainsi la seconde integrale iutermBdiaire 

13. Pour faire vnir rommriit se fait Tintegratiou d»ns im caa 
domie, confiid^oiui i equation diüerentieile 

H = pqa} -f (1 + 5«)a6, 2ir = (1 + - (1 + i)>)a», 
X ^ — (1 + t^a^ —pqlß, 
Comme dans i'art 10, on determinera facüement 

ÄT- (1 + j»^a« + 2pqah + (1 + ^6«, 
De Oes raleiirs on tire 



«II «* 



e«t bien remplie. 

Or, comme D « m', on a ^^i, d'oü 



« ' a f 2a' 



Poer d^termmer ^X**'^ * 
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par Buiie 

et 

£ii comiMaraiit maintount 

STCc ]a Taleur pr^oedonto de p, on trouve 



d'oü 

^» ■ w 



r" + i»r"-- 



En expriüiani a preseut n et v esk fonction de p et 9, on obtient lea 
intägndee interm^diaireB demaiid^eB 



et 



14. En adoptiiiit la seconde hjpoth^ I?, -jr D^, — 0, on tronre 

de la meme maniere ' ' 

^ _ + </")] + uV"-- 5?H» '+ 

ei loB uitegraleü intecm^dittites 

Utrecht, 22 ferner 1904. 
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Über einen Satz von Herrn Frobenius in der Theorie der 
linearen IMerentialgleiclinagen. 

Von Edmund Landau in Berliu. 

Man Teitteht in neueren Untersuchungen über lineare Di&rentisl- 
gleichnngen unter einem Rationalitätsbereiche ein System von Funk- 
tionen einer miftbhängigen Variabein, welches die EigenBchaft hat, daß 
Summe^ Differenz, Produkt und Quotient je zweier ihm angehörigen 
Funktionen und der Differentialquotient jeder ihm angehörigen Funktion 
gieichfaHs in dem System Torkomrnt. 

Eine homogene lineare Diöeretitialgleichung n ter Ordnung 

(1) i\y) = 1^0 W 0 + ih (^) + • • • + Pni^)!^ - 0 , 

deren Koeffizientoi dem Bereiche angehören, heißt irreduzibel (in beeng 
auf den Bereich), wenn sie mit keiner Diiff>rentia!glelchung niedrigerer 
Ordnung, deren Koeffizienten dem Bereiishe angehören, ein TOn NuU 
verschiedenes Integral gemeinaMn hat 

Herr Frobenius') hat Koent den Begriff der Irreduzibilitat eingeführt 
und grundlegende Sätze über ihn bewiesen. Er behandelte den Fall einiger 
besonders wichtiger Bereicbf^, insbesondere des Syslfm^- der eindeutigen 
analytischen Funktionen. Für diesen Bereich hat er den iSatz bewiesen*): 

I. Wmn vm zwei linpar unahhänffißm Inicrjralen einer hmnogmen 
linearen Dijferentialgleir}iun<i das eine als homngmrr hufdr»-,- J)iffermtial- 
ausdrttck des anderen darsteUhar ist, SO ist die gegHtette DifferentiaU 
gleichmiff rrduzihd. 

Mit anderen Worten^): 

TT. Besteht zwisdieti zwei ItUegraim ^^(-l- 0) wim^ der DifferentUd' 
gleichung (1) eine Beziehung 

(2) *t-go(«)s>l-« + --- + ff.-iWyt-e(yi)» 

1) „über den Begritt der Ixreductibihtüt ia der Theorie der imearuu Difiereotiai- 
gleicbungen^S Jouma] f3r die reine und angewandte BCnthenuktik, Bd. 70, 1878, 
8. 286^870. 

2) I. c, S. 26«— 270, 

3) II ist mit T g-loichbedetitt'nil. D^nn, \vcnn dii- beiden in f'2 auflretetiden 
integrale und linear abhängig aiud, wenn aläo = tu j/, ist, »o hat P(y) = 0 
mit der'I>illec«atiiä^ei«bnttg niediigeier Ordnimg — cny a>0 das Ihtei^l 
gfirneiniam Dit auch die Koeffizienten von ^(y) — «ay eindeutige amljttsohe 
Fonktionen von x sind, wftre abo P<y) aueh in diesem Fall ledusibeL 
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^ 9o(^)f " 't 9»-i(^) -^WnUimm des Bereidtes tmd, okne daß ^mdt- 
Jo(«) - • • - - 0, <r,_i(af) - ocmrtaaB 

iiit, m ist die Differmtialyhnchung (1) redmtbd. 

Einen zweiten Beweis dieses Satzes hat Hamburger') an- 
gegeben. 

Da nun alle übrigen Frobeniusschen Sätze über Kednzibilitat 
für einen beliebigen Rationalitatsbereich gelten — die Frobenins- 
schen Beweismetboden sind ohne weiterea anwendbar — , so hat man 
mitunter auch den oben angeführten Satz für einen beliebigen Bereich 
angewendet.^) Dennoch güt der Satz nicht für jeden Bereich, wie ich 
in S 1 des Folgenden an einem einfachen Beispiel zeigen weide. In 
§ 8 werde ich die Richtigkeit des Satns ftr eine nm&sscDde KksM 
Ton Bereichen nachweisen. 

1. BiS sei das System der rationalen Funktionen von x mit reeUen 
Zi]i]«iikoefliat«iitQin ragninde gelegt. Dasselbe ist offimbsr ein Bereich 
in dem oben deflnievten Sinne. In diesem Bereich ist die Difforentialr 



(3) m-'^, + y-^ 

inredusibel. Dorn wSre sie rednaibcly so hätte sie dn Ton Nnli Ter« 
sehiedenes Integral mit einer Differeniialgleiehnng erster Ordnoag 

r« + r(*)»-o 

gemeinsam, wo rix) eine rationale Funktion von x mit rt:'ellen Koeffi* 
zienten ist. Da das allgemeine Integral von (3) die i^'orm 

y «asindp + i^C08df 

hat, so bestände also eine (ileichung 

a eo8 X — 6 sin £ 



a — higx 



1) „Über die Eeduktibilitäi linearer homogener Differeutiulgleichungeu", Jour- 
nal fl> die reine und angewandte IfatiMmatik, Bd. Iii , 189S, S. Itl— m. 

S) Man hat dabei iibenalien, daft der Bationalitätsbereich nach der ge- 
gebenen Definition :iir!;t alle Konstant-:: 7n » nthalten braucht. Für einen Be- 
leicb, der alle Konstüuteu entliäli, iat die üambargerache Beweiamethode wAri- 
Uch 
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die linke Seite dieser Gleichung kiiuu aber nur dfiiin eine rationale 
Funktion Ton x sein, wenn sie konstant ist, d. b. wenn 

h" a 

ist Altdann iit 

n — b tg ;r 

dieae ZaUm + i und — als Fonktioimi Ton x betraditet, gehdieo 
jedoeh nicht snm Bereich. Die DilfeTentialgleiehong (B) ist also in 
demaelhttn irrednaibel. 

Trotid«n heatdit swiachoi den beiden Litegralen von (3) 

die DiffevenüalglMdiQOg erster Ordnung 

mit Koeffizienten im Bereiche. 

Dieae Bemerkoagen gelten nntOrlieh für die DifibrentialgleichQng 
(1) aneh dann, wenn man s. B* den Bereich der rationalen Fnnktaonen 
▼on X mit reeUen algehraiachen Zahlenkoeffizienten oder auch nur mit 
rationalen Zahlenkoeflizienten aogruade legt, oder nodi einfiusher den 
Körper der rationalen Zahlen. 

S« £b sei ein Bereich zogmnde gelagt, welcher auBer den anf & 46 
angegebenen Voranfleetanngm die weitere erfilllt: iat 

(4) ^* + aip*-' + ... + a4-0 

eine beliebige algebraische Qleicbung mit Zablenkoeffizienten a„ o,, . . a^, 

welche dem Bereiche antiehöreii, so gehören alle Wurzeln der Gleichung 
(4) dem Bereiche im. Kurz ftUHgedrückt: Die Konstantfn, welche dem 
Bereiche angehören, reproduzieren sich durch algebraische Operationen, 
nicht nur durch rationale ( »jumtionen. 

Für jeden solchen Bereich soll nun der Frobeuiussche Sati bö- 
wieaen werden, und zwar in der Formulitrung II, welche offenbar I 
enthält. Die in l yurkuiumeuden Bereiche genügen eben der an- 
gegebenen Bedingung nichi 

Gesetzt, es bestehe im Bereiche zwischen zwei Intarsien 0) 
und Ton (1) die Beziehung 
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wo nicht zugleich 

q^(x) - ... - - 0, g^^iix) - constaus 

iti, und es sei trotssdem die Differentialgleichung (1) irredudbel. Dmui 
folgt tarn 

zunächst, du der Ditferentialausdruck PQijf) mit dem irreduziblea 
d&B Integral gemeinsam hätte, daß die Düterentialgleichimg 

rQ(a) - 0 

durch jedes integral von ^1) befriedigt wird. Es sei nun 

Vvf • • • » y« 

ein Fondamentalsystem von (1), und es werde 

gesetzt. Dann sind Zxfh>'"fK pftrti^uiäre Int^prale von (1), also 
Ton der Form 



wo die a^, gewisse Konstanten aind. Bestimmt nm nmi o als eine 
Wnnel der Gleichung 



(5) 



«11 — »«1« 



»•1 »Hl ■ • • ««« - ^ 



-0, 



so läßt aioh ein System Ton n nicht .sämtlich ▼ersohwindenden Kon- 
stanten . . 00 finden, daß die Gleichungen 



e^fl^^H + 

erfüllt sind. Alsdann ist 

(1) hätte also mit der Differentialgleichung (» — l)-ter oder niediigerar 
Ordnung 
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«B von Xull verschiedenes Integral, nämlich r, f/, -|- • • + ''„y», gemeinHam. 
Es gibt also ruindentens eine Konstante lo^), für welche die Resultante 
ifer beiden Ditlerentialausdrücke P(}i) und - identiBch vcr 

sehlrindet. Nach der allgemeinen Theorie*) kann diese Resultante als 
I)«{ermiiiaDte dai^stellt werden, deren Elemente sich aus deu Ko< fti 
»nten von P(y) und Q(y) — coy durch rationale Operationen und 
Differentiation finden lassen und insbesondere in heziig auf cd von der 
Form fix) g{jc)(o sind, wo f{x) und g{x) Funktionen des Bereiches 
md. Die Resultante hat also, da üe nicht für alle m identisch ver- 
lebviiidet'), die Form 

/i(«)fi>- + + • • • + f^(x), 

TO m^l ist. ...,f„{x) Funktionen «leg Bereiches sind und 

/) nicht identisch verschwindet £s besteht also ilOr a eine alge- 
bnische Gleichung 

dem Koe£Gsieoien Funktionen ans dem Bereiche sind. Die Gleichung 
!5) Itttte Zahlrakoeffisienten, die ^och nicht dem Bereiche anzi^ehdren 
bnoditen. 

Beide Gleiehnngen (5) und (6) habe ich Töllig im AnechloB an 
& Entwicklangen H am bürgere ansgeAlhrt (der allerdings nur Tom 
Bociche der eindeutigen anaiv tischen Funktionen spricht). Fflr meinen 
Zvcek kommt ee nun darauf an, zu aeigen, daß o» einer algebraischen 

mit ZshIenkoefBaienten ans dem Bereiche genttgt; denn daraus folgt 
■aidi der am Anfimg dieses Paragraphen gemachten Annahme), daß die 
ZiU o selbst dem Beieiche angehört, mit anderen Worten, daß der 
Diflncntialausdmek (n — l)-ter. oder kleinerer Ordnung Q{y) — oy, mit 
nlchem P(y) das Integral c^ v^ -\ h ' „//^ gemeinsam hatte, KoeM- 

1) £9 braucht jedoch narh dem Hisherigen, da die Konatanteri a ^ nicht dem 
Bereiche angehören miläsen, nicht aus dem KationalitatHhereiehe 7,u sein. 

t) Vgl. V. Escherich, „übiT die (Gemeinsamkeit partikulärer integrale bei 
n«t linearen Differentialgleichungen ^ Oenkscbrifl^n der Kaiserlichen Akademie 
WusaudialleB in Wien, maÄeiiiatiBeli-nRturwisienichHflltcbe Klasse, Bd. 46, 
i'^>'2. S. 61— 8S, oder die uentte Dantellung von Herrn Heffter „Zur Theorie 
1fr Resultanten zweier linearen homofr^Tien Differentialgleichungen**, ArchiT der 
MMhematik un.i Physik, Ser. 3, Bd. 3, 1U02, S. 121 

5^ Z. B. hatte der al« irreduzibel vonni'-gp^' t/'.t»' DitfereiiUalauHdruck P{y} 
■ut ^i;^^) — Oy— Q(y) kein Integral 4^ 0 gemeiuhaui. 

4} Übrigens zeigt die genauere Betnchtung der Resultante, daß m^n iet; 
^ ist dieae Tatsache hier unerheblich. 
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zienten im Bereiche besitzt; das besagt dann die Unrichtigkeit der 
Vorauseetzung, daß P irreduzibel ist. 

Wenn alle Koeffiaieuteu der Gleicliuuf? (fV) von .r unabhängig sin<l, 
ist dif Bt'hiiu])tiing schon bewiesen j anderenfalls diflerenziere ich dit^ 
Gleichung (Hj nach .r und prhalte 

Dies ist eine Gleicliimg mit Koeffizienten im Bereiche, welche nicht 
aimtUch Tenchwinden; sie habe den genauen Grad 2; dann ist 

und (7) läßt sich nach iJivision mit dew Koeffizienten von lo' lu der Fonu 

-f h^(x)ut'- • H H hf{x) 0 

achreiben. Sind bierin h^(x)f . ,.,ht(x) nieht lamtlioh konstant, so iat 
die Differentiation an wiederholen, bis man scbliefilidh, nnd zwar nacli 
spatesteos m — 1 Schritten, zu einer Oleichung mit konstanten Koeffi- 
zienten aus dem Bereiche gelangt 

Die Annahme der Irredmslbilitit von P führt daher zu einem 
Widerspruche. 

Für die GKiltigkeit des Frohen iusschen Satzes ist also nicht die 
Zugehörigkeit aller Konstanten zum Bereiche orforderlich; denn nach dem 
soeben Bewiesenen ist der Satz beispiekweise fdr den Kdrper der 
rationalen Funktionen von x mit algebraischen Zahlenkoeffizienten richtig. 

Berlin, den 13. August 1905. 



Zar Bilduiig der symmetrischen FunktioneiL 

Von Carl Kostka in Insterburg. 

Unter dem gleichen Titel gibt Herr Saalschütz im IX. Bd. des 
Archivs S. 113 ff. eine neue hübsch ausgedachte Methode zur Lösung 
, der Aufgabe, eine symmetriBche Funktion von n Größen /,, Z^, . . . durch 
die Elementarfunktionen auszudrücken. Hier geschieht mir Unrecht 
In der Anmerkung S. 114 wird mein Name genannt mit dem aus- 
drücklichen Zusatz, meine Arbeit stehe znm Inhalt jenes Aufsatzes 
in keiner engeren Beziehuug. Die Angabe ist nur richtig hinsichtlich 
der Methode. Dagegen habe ieli im 81. Bd. d. J. f. r. u. a. Math, ein 
Verfahren zur Lösung jener Aufgabe dargelegt^), welches hinsichtlich 

1) In der Encyklopftdie I S. 466 ist da» Vafahren atwUiiit, in der An- 
merkung 88) aber vor dem Zitat J. f. Math. 81, 1876, p. 88 vertebeatUch mein 
Name fbrtgelasaen. 
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•i«r B^uemlichkeit seiner Anwendung mit keiner der flonst bekanntol 
Methoden den Vergleich zn scheuen braucht; auch fin sweites in Tieka 
Fällen recht geeignetes Lösunprerfahren ist in Bd. 93 anseinandorgeBetEL 
Idi darfle daher erwart(^n. im Text jene« Aufsatzes unter Nr. V genannt 
n werden. Im .1. Bd. 81 habe ich u. a. die beiden Aufgaben gelöst'), 
dje bei Saalschutz S. 140 fiF. behandelt sind; und zwar ist meine 
Loamg kürzer als die bei Serret und kürzer als die von Saalflchütz. 
Bier sei mir gestattet, an einigen anderen der Tun Herrn baalschfltz 
geirihlten Beispiele die Bnuohbarkeit meiner Metlioden zu zeigen. 

Im folgenden werden gewisse aus den Elementarfunktioucn gebildete 
Determinanten benutzt, die ich in meinen Arbeiten J. Bd. 81, 82, 9.^ 
adirferh Tcrwertet und nach verschiedenen Seiten hin untersucht habe. 
Sie find dort c-FunktioTipn, in der £ncjklopädie (I S. 405) nach 
Wronskis Vorgang Aleph Funktionen genannt. Man wird mir wohl 
gnUtien, wenigstens die äußere BachBtabenbe/.eichuuug für sie hier 
ff^tzuhnlten. Ich nenne die Ate Elementarfunktion, d. h. die Summe 
•der Kombinationen der t vor Aten Klasse ohne Wiederholung. Zum 
Togleicli mit den Formeln ron Saalschütz hat man: 

Daun setze ich die Determinante 



^ß ^it+f 



wobei jedes c mit einem Index, der negativ ist oder größer als n, der 
Xull ffleich und ^ 1 ist. Die Determinante ist nach deu Indices 
<icr Diagoualreihe bezeiclinet, weil dadurch klar das (iewicht der durch 
m dargestellten sjmmetnsciien Funktion hervortritt — a -|- (jS -{- 1) 
(y -j- 2) + . . . Der Index 0 wird in der Regel fortgeluösen, weil in 
d!^m F;ill die Determinante einfach um einen Grad sich verrinj^ert; 
aöcii werden gleiche Indices in Potenzform zusammengefaßt. £s ist 
also a. B. ! «4 «» C| 

«l «I <» «4 



^41*1 



r 1 Cq 



Nun soll die symmetrische Funktion 



1) Sie rtammen von Waring her. 
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(leren einzelne Glieder rlnreh die Pennutationen der Ex^xuienteu ent- 
stehen, durch die Eleuit^ntaitunktioneu c ausgedrückt werden. Kür 
derartige Funktionstormeu wühle ich auch, wie in J. Bd. 9.-^ die Ke- 
ziehung T„ . . . „ , oder z. B. T^», mit älmlicher Vereinfachung 
der Indexreihc, wie vuilifi- lioi den ('. Die allgpineinc Renfei für je»nr* 
Umformimg ist J. ßd. augegeben und Itcwiesea. Unter Vcrwei tuujj^ 
der hier gewählten Zeichen (vgl. auch Bd. 82, S. 213 f.) kann sie so 
ausgesprc» lu'ii werden: 

Zu der Zaidmreihf 0, 1 , 2, ...,«— 1 /// di r lnst 'nn>ui' i> FoJfir 
addiere man «o? «"^i» ^) • • i heliehiyer Anoidtiumf. \ »nt din 

erhaltenen Zaidenreilten in^tn nuiu jrdc nnJierücJcsiddujt , urUhe irtfetul 
zirei (fleivhe Zahlen rnfhälf: In jeder linderen zähle man die Anzahl r 
der [nversionen nml heMimute, nach d£r (iröße unfsteigetul , diejenujvn 
ZaJUen ßi, ß%f ß^, - welcite in jener Ileifte felden. Bann ist: 

Die Zahlen ß^, ß^, ß^f... sind also ftlr das beti^ende C diaiakterktiscb, 
die Indices der ersten Spalte dieser Determinaate sind n — ß^, n — ß^j 
H—ß^...,die Summe ttitiilli soTiel Qlieder, als Zahlenreihen ß^, ß»"- 
sich bilden lass^. Jede Determinante ist hödistens vom Grade des 

gröBten «. 

Sei nun z. B. vorgelegt, wie bei Herrn Saalschfitz, V =^^(ahc)^ 
oder nach unserer Bezeichnung V =■ T^k Die niedrigste Zahl, zu der 
eine 5 addiert werden darf, ist n — 15; dann muß die zweite 5 zu 
M — 10, die dritte zu n — n hinzugeftigt werden, um gleiche Zahlen 
in der Reihe zu vermeiden. Man erhält daher die Determinante = c^y 
Ebenso ergibt sich nur eine Determinante, wenn die erste 5 zu n — 14, 
oder n 13, n — \'2, n ■-■ 11 zugelegt wird. Fügt man sie zu n — 10 
hinzu, 8u muß dir zweite zu « — 5 zugesetzt werden, die dritte darf 
4 verschiedene StülJen einuelimeu. E.s gibt auch je 4 Determiuuuteii, 
wenn die Addition bei ^/ — 9, n — 8, « — 7 oder n — 6 begiimt. Stehen 

endlich aUe 5 bei den letzten 5 Zahlen, so kommt man auf = 10 Um- 

stellnngen und Determinanten C, Somit enthalt daa Ergebnis 35 Glieder 
nnd lautet: 

Das Resultat hat man fast ohne jede Rechnung. Der Aundruck für V 
in Aggregaten der c hat Indexreihen der Glieder von ähnlichem Ban, 
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inpmi man, wie in 1. HJ. 0.**. ein solchps Ag^ro^'at durch K mit (lex 
cfltspr#>^Viend*»n Reibe von liniü fs hezeiebiipt. /. B. 1^s-*\ ~ *\ ' ' ' ^'v 
Im tiäriS Eriz»^hi;is in »liej*er /^\l■)ien Form, die ja vuu Hrrni Saalschiitz 
«strebt Wim. zu Hrluüten, sind norli die Detprminuiilt'n. vnn den«'ii 
fUTr-lnt- vom r>. ' n iide sind, zu »Mitwiekeln and die 'tIuhUt /u-aitiiuen- 
£;iZiT'h»-n r)i»' t i» ' hiiini'jT wird dadand) erleichtert, daß raa» den Bau 
d** lit-r im voraus kennt: jedes muß das Gewicht l'> haben und 
äikist^L-iis .> F'<ikt<H>>n ( euthaltf^n. Ks wäre ul^io /. R. nl)/,u/.iihlen, w ir 
oü tr.r^ in jenen Jintwickltuigen sich hjuien kann. VViiuöcht man, wie 
H«T Saalschütz, ?.. B, Y^, d. h. den Teil von V zu kennen. (I^at 
höchstens c-, kein t mit höherem Index enthalt, so s»'t/t n iii 
■'. = . . . = fj. = 0« mau ^leht, daß von den 1 )eternuuanten nmli 

I> fil-ri^ bleiben: und wünscht man V. F,.. d. h. die Gesamtheit 
aller Glieder, die jedenfalls r- enthalten, nicht aber em c mit höherem 
Index, so hat man aus jenen 18 Determinanten nur gewisse l'artial- 
deteruiinauten zu berück.siohti^'en, also höchstens [)et<Tminanten vom 
4. Grade zu entwickeln. Die Hecbuung gestaltet sich liinreiriiend über 
achtlich. Überdies k<innte man — nötigenfalls nach Entwicklung der 
Torgelegten Determinante nach den Elementen der letzten Spalte - 
<Üe Tafeln benutzen, welche ich im J. f. Math. Bd. angegeben habe, 
doit der Kaumersparnis wegen allerdings nur bis zum <S. (trade, docrh 
wie ich ebenda geaseigt babe^ mit sehr geringer MObe weiter aus- 
äbrbar. 

Ana denselben Tabellen kann mau das andere Beispiel ^a^h* von 
Herrn Sanlscbütz, nach nnaerer fieaeichnimgy in beiden Formen 
lafort entnehmen: 

Bei dem Beispiel ^a^h'' oder (S. 1H2) ergeben sich nach 
vcmem Verfebren 57 Determinanten, zum Teil vom Grade, unter 
doDen allerdings einige gleiche sich finden. Zur Beantwortun'jr he 
jonderer Fragen ist der Ausdruck denno<*h geeignet, weil er leicht über 
siditlicb ist. Weit komplizierter gestaltet sich die Aufgabe 8. \^V.\ 

= ismi- Die Schwierigkeit liegt nicht in 
Tcnrickelten Rechnnn^en, sondern nur in der sorgfältigen Aufmerksam- 
keit im Abzählen von vielen gleichartigen Aundrücke«: doeh Ijemerkt 
Heer SaalscliOts S. 114 sehr richtig, daß bei manchen Aufgaben, wie 
die hnggeetreckten Reaoltate zeigen, die ihrer Natur nach etwas reichliche 
Bflfhjn^g sich nie wird Termeiden lassen. Man wird zuerst den Teil 
reu V betftinunen, bei welchem die Exponenten t, 2, 4, 5 in irgend 
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einer Folge auf die letzten Zahlen w — 5, . . n — 1 verteilt bleiben, 
bei dem also jedes C ab» Itödtsten Index ö haben muß. Dieser Teil 
sei F(*); es ist: 

Setzt num hier (^«>e, ^»...«0^ go erhSlt man nach der Entwicklung 
den Aasdiuek Ton Herrn Saalschfits. Man wird dann an F^^-^ V^^> 
abergehen, also alle C ermitteln, bei denen der höchste Index 6 iai. 
Hier sind schon mehr als 60 Zahlenreihen zu prfifen, während echUeUidi 
der Ausdruck in 13 Glieder sich zusammenzieht. Die Rechnung wird 
nachher wieder einfacher, ist aber, dies ist zuzugeben, etwas reichliofa. 
Aber, worauf ich besondem Wert legen möchte, in jedem Stadium der 
Rechnung kann man eine gewisse Kontrolle ausüben. Einmal nmß 
bei jeder Zahlenreihe ein (J vom Gewicht 15 sich ergeben; vor aUem 
aber kann jeder Zahlenfaktor eines C im schließlichen Ergebnis leicht 
geprüll Averden auf Grund des folgenden Satzes, den ich J. Bd. 93 S. 92 
erwiesen habe: 

„Der FukUii von A', ,^ ^ in der Euiwieklung eines C ist 

ideuiiäch mit dem Faktoi des konjugierten V in der Entwicklung von 
m u 
• • • «»-1* 

Daba werden zwei C konjugiert genannt, wenn ihre Indezreihen 
es pind im Sinne von Cayley.^) Zu 642-1 z. B. wird die konjugierte 
Reihe bA2^V erhalten, indem man in ö Zeilen je 6, 4, 2, 2, 1 Einheiten 
untereinander schreibt und kolonnenweise addiert. So kommt, um eiu 
Beispiel zu nennen, in der Entwicklung des oben genannten Y^^ — Fl*> 
ein Glied — 8 • C^^^^ vor, und — 8 ist auch der Zablenfaktor von c^c^c^c^Cj^ 
in der Entwicklung der Determinante Cts't'i; ^ läßt jeder der oben 
genannten Zahlenfaktoren sich leicht prüfen. 

Damit sind wir aber zu der zweiten Methode gekommen, welche 
fiir die Lösung der vorangestellten Hauptau%abe aus meinen im J. f. 
Math, veröffentlichten Arbeiten, insbesondere aus Bd. 93 zu ersehen ist. 
Sie fordert für die Bestimmung der Determinanten C sowohl wie der 
• Aggr^ate der r. v^olche den Wert von V zusammensetzen, keine andere 
Rechnung als die Entwicklung Ton Detonninanten, eine Operation also, 
die dem Mathematiker etwa so gelaufig ist wie das Auflösen von 
Klammem. Sei a der Zahlen&ktor von K.^^ • * • a»_i ^^^^ Entwicklung 
eines 0 und h deijenige TOn K^^^^^. . . in der Entwicklung des 
koi^jugierten C\ man bilde das Produkt a • 6 für jede Determinante C 
Ton der betreffonden Dimension (immer haben einige dieser Produkte 

i) Fbil. tnuMset tondott 1867, 8. 491. Vgl. Enoyklopftdie I 8. Ml. 
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den Wert O): dann ist ^a6. d. h. die Somme alier derart gebildeten 
Frodakte ab, der Faktor toh iC^^...«^ ^ tn der JBntwickliiiig tob 

- ' - .-r. ~ i> und dieselbe Zahl ist offenbar auch der Faktor von 
• • - tr« _ i ™ EntwicUung von 7,, „ Wert tob 

r^^^ . . ,r _ j darf kein C den (irad des grüßten Uy es sei ü, ühersteigen. 
Man ierU^ge also das Opwiclit der syuimetriRchen Funktion + " " ^'w- 1 

auf jedtL> Art in n ixler weniger positive Suinnnuulen uii«l setze jede 
solche Summatideureilie als Index eines C im W Crte von T. Üen 
Zahlenlaktor dieses C findet man, indem man den Faktor von 
c^c^ ... ia der Entwicklung des konjugierten (' ermittelt, 

Namentlich die succesBive Entwicklung aller Deterniinunten C von 
bestimmtem Gewicht gestaltet sich, beeonders einfach. Führt man eie 
aus and ordnet die SchluBtabelle so an, wie ich es in J. Bd. 93 getan 
habe (ntur die Zahloi rechts von der Hauptiliagonale kommen hier in 
Betra ht , 8o hat man sofort den Ausdruck in den (' für jedes T von 
dem bestimmten Gewicht: durch geeignete leichte Kombination jener 
Zahlen hat man anoh die Entwicklnng nach Potenzen von e, wie Herr 
• Saa 1 s c h ü t z sie wfinscht. 

leh will den Raum dee Archivs nicht weiter in Anspruch nehmen, 
am Dinge vorzutragen, die doch nicht neu sind. Die Behauptung, 
Bd. IX, S. 114 dieaea Archivs , daß meine Arbeiten mit der gestellten 
Angabe in keiner engeren Beciehung atftnden, glaube ieh hinreicheml 
widerlegt TO haben. 

Inaterburg, Mitte August 1905. 

1) DieMT Sata, daB der Faktor von KutiUt • • ♦ «n ^ j l** der Entwicklupi; von 
Tf^ft • • ' i% _ 1 *b«nao gto0 iit ali deQeaige von ir^,,«| • • • /«^ _ i in Entwicklunff 
fOB Tm^a^ . • i*t TOD Cayley aufgeitellt and darch Induktion fflr die ersten 

tS Dimennooen gqnUft worden. (PhiL Traut. London 1«67, S. 492 f.) Einen 
rollen Beweis hat Bett i (Tort. Ann. Jahrg. 1858, S. 3Sttf.) und einttB andern habe 
ich (J. f. Math 03. 93 .j-t^lifftTt flier zejprt er »ich nl« ^anz einfache, 
unmittell'ar ersichtliclie Folge lueincB ul'i u aus J. ütl. /itiertcii Satze«, «ine 
Folgerung, die an jener »Stelle (J. Bd. 03; nicht gezogen int. 
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Bemerkung zu dem vorstelieiiden Aufsate 
des Herrn C. Kostka. 

Von L. SaalschOtz in Königaberg i. P. 
(Ausxag eines Schreibens an die Bedaktion.) 

In dem genannten Auf'saty werden mir von Herrn Kostka zwei Vor- 
würfe jyemacht. daß ich seine Metiiode niclit im Text meiner qu. Arbeit 
neben den früheren als V erwähnt habe, und daß ich, in der Anmerkung, 
von seiner Arbeit gesagt, sie strhe zum Inhalt meines Aufsatzes in keiner 
engeren Beziehung. Was den rf^ti rpii Vorwurf betriflft, so bedauere i<*]i 
allerdings, den Aufsatz des Herrn Kostka im ><l.Bd des Cr. J. zurzeit 
niclit gekannt zu haben, anderenfalls hiitte ich zweifellos seine Methode 
den anderen bekannten angereiht und charakteriaiertj den zweiten Vor- 
wurf glaube ich aber zurückweisen zu dürfen. 

Mein Ansdiiick: die Arbeit des Herrn Kostka im 1)3. Bd. von 
Cr, J. stehe, nebst andern gleichzeitig genannten, zum Inhalt meines 
Aufsatzes in keiner engeren Beziehung, ist durchaus harmlos gemeint 
und soll nur ausdrücken, daß sich in der Kostkaschen Arbeit nichts 
findet, was bei der von mir dargelegten Methode benutzt worden wäre 
oder hätte benutzt werden können, was ja auch Herr Kostka selbst 
KDgibt. Daß Arbeiten aus demselben Gebiete miteinander überhaupt 
in Beziehung stehen, ist ja selbstverständlich. — Was aber die Sache 
selbst betrifft| so Terfolgen nnsre Methoden, die des Uejmi Kostka 
und die meinige, ganz rerschiedene Zwecke; die erstere erzielt Über- 
sichtlichkeit wie sie durch Determinanten -Darstellung gewährt wird, 
nnd (in der Abhandlung im 93. Bande) die Möglichkeit, Tabellen auf- 
Eustelleiiy was bis zum Gewicht 8 einschließlich auch wirklich geschieht; 
die meinige erstrebt praktische Dnreliführ barkeit bis zor Ge- 
winnung des Endausdrucks. 

So hat z. B. bei mir V = 22 {ahcf im ganzen 84 Summanden 
(Fj hat 1, — Fg »i, Fr, — r, 12 u.sw), der Ausdruck des Herrn 
Kostka im vorstehenden Anfsat« zur Lösung derselben Aufgabe enthalt 
B5 Determinanten, darunter 15 Tom 5. Grade, deren jede also 120 Glieder 
enthält; man kann somit ezmesseii, wieviel Glieder oder Glieder-Gmppen 
verschwinden oder sich znsamm^isieheu oder zerstören müssen, um das 
wirkliehe Endresultat zu liefern; wttmgleich nicht in Abrede gestellt 
werden soll, daß bei der Durchführung sich mancherlei AbkflrzuDgen 
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iirbiettn würden. — Andererpeits ini die K nsikiksche Autioäuiig der 
1^ «nng-Serrt't sf h»Mi Aufgabe kürzer (iie meinijx^* *^ 

Wenn also Hie Arbeiten des Herni Kostka üin-r nym metrische 
Funktiontn bielier die anerkennende Be!ielitung der Faehgeiiosfien ver- 
öieDeiif so hoüe ich, daß auch mein Aufsatz daoebeu nicht als über- 
dös^ig angesehen werden wird. 

Königsbergs den 22. Augusi 1905. 



FoneUona continueB saus cLMt^; 

par M. £lUiB8T Cesabo. 

Ao oours d*ime i/^d»*) sur nne ligtte emtmue nans iangaUea, con- 
iQiitte^; par M. Helge Ton Koch, j'ai renoontr^ d'int^reerantefl fonctioiu 
einrtmtieB «uu ddriTee, qui ne lont pas lee plus simples de leur type. 
Eb fidaant abstraction des questions geometriques qui lenr ont donne 
oBusance, j'ai ete condnit a nie proposer de coostruire d'aatree fonctions 
da meme type, mais plus simples, et en inline temps plus generales. 
Im fariable independante x etant obligee, pour fixer les idees, a rester 
lians rintervalle (0, 1), je suppose qu'on ecrive sa valeur dans le 
mteme binaire. Seit x = 0, «,«,^3 . . oü =- \ '2"x] — 2[2"~'jr] ne 
pcut avoir que les valeurs 0 et 1. .le remarquc dubord <jue toute 
Serie absoliinieiit eoiivergeute + t- -f • • • nous donue le moyeu 
de deiiuir uue fonction 

(t) y = + + + 

ifd aemble oontinne, du tnoins en g^eral, paiee que tonte Variation 
iifiaiment petita de x ne pent alterer que les ehiffirea mfiniment ^loignes 
Ten In droiie, et^ pourtant^ eile ne pent produire qn'une Tariation in- 
finiment petita de rexpreasion (1). II 7 a cependant des valetm Bxcep- 
Uoimdles de x, pour leaqnellea la fonction y n'est pas bien d^finie. 
Ge aont les Taleurs susceptibles d'une double lepresentation dans le 
wpXkme binaire; et 11 fant remorquer qn'O 7 en 1^ une infinite dans 
tont interralley si petit que ce seit. CShaque fois que x devient ^gal 

1; Ob K<'>tk;is Tabellen, die hU zum 'iewicht 8 gehen, auoli für aymmetrische 
Kucktionen hi>ht ren Gewichtes verwertbar sein kftnrif'n, wie r.s mir in »"iazelnen 
iallen bezüglich der Bruuoacheu Tabellen gelungen ist, bleibt spaterer Inter- 
»ehiixig vorbflbalteii. 

S) AUi deUa S. Äeeademia ddk tekme di NajteU (2»»> »ärie, vol. XII, n* 16). 

^ Arkiv ßr MatmaHk^ Ävkmmi od» (Stockbobn, lft04, p. 681-708). 
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Esimv Omaxo: 



au quotieut d'im nonibre entier par une puissaiice entiere de 2, la euit«^ 
Cj, Cj, ... finit par ue renfeniier qne des ^eros, apres nn ceitain 
= 1 ; mais on peut remplacer ce cliittVe par 0, et chaciin dt's zito« 
siiivants par 1. snns altörcr In valeur de :c. Si l'on convipiit (Vndopt^T 
le premier iiiode de represeutation, la fonction if est bien deiiuie, eile 
est meme continiie ü ämitr de toute valeur de x, mais eile est dis- 
continue « gauchc des valeurs excepiionnelles. Le contraite arrive si 
Ton adopte l'antre niode de ropresetitatioTj. Toiitefois il y a moyen de 
faire disparaitre la discontiiiuite ( n rlioisissant la serie 4- ii^ ^ ^^j^ . . . 
de manierc que l'expression (V) uit une valeur loiiquc pour toute valeur 
exceptiouueUe de x. Cela exige que Ton ait, quel que soit p, 

et, par suite, M„ = 1/2", a moiiiB d'un facteur coustant. On trouve ainsi 
la fonction y => a:, depourvue d'int»Tet. 

Pour trouver d'autrcs fouctions rontinues ou est donc ( Iii ige de 
rendre i expression (1) uu peu plus generale, en faisaut dej)eu(lre le 
n'*'"' tenne de tous les cliit£res qui precedeut a^, Soit, par exemple, 

La conditiou {2) devieut, dans le ca» actael, 

(3) «^-Wp+i + + ^,^-1^^,.««,+. + • • 

d*oft, a moins d'un facteur constant, ^ Ä,Vl + A,) . . . (1 + Aj, 

II eu resulte que, pour toute valeur de la fonction 

^ 1 J * * * » — 1 

est bien d^finie, et, par suite^ caatime. II faut, bien entendu, que la 
Serie Uj + + tig + • • • aoit conTeigente. Pour assnrer cette oonyei^ 
gence il sitfß de supposer tons les nombres Jl, plus gnmds qu'un 
nombre positif. Cela pose, je vais d'abord ealenler la dolTee de la 
fonction y a droite d'nne Taleur exoeptionnelle de xi soitdP^— 0, . . . a^, 
oü — l. Tont accroisaement 

III 

dar « - + ^ + ^^-v, + . . . (p<«.'«,"<...) 
prodnit un aecroissement de la fonction, endemment ä 

oü 

tf« -* «» + A««*«- + A«A,'t*," + • • 
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Poar qu»- Iii (l»-rivee esibte, il sultir de choisir le« uombres de uia- 
»■i' re «jUf». |>oiir )i infini , -">(„ t«M)dr vers ane limit*» finie k. (Via 
'^liilt' quf < es uomltres tendent vers J'unite. II est fi^aillnurs «'videiit, 
aaprt^ i>V). ^ae 0^ ne pent siirjiasser «„^1, d'ofi il suit que son produit 
par toujours compris entre doux nombres qui tcndent respectivement 
TäTs A* et 2 k, reste fini. On a douc 

iL", h = iL'" ^*(*^- - O 1L"1^ I - + 

pais 

lim 

Qa'anriTe-t-il » gsucheV Si da; — ^ \. ^ ü &ttt d'abord mettxe 

la valenr de x sous la forme == 0, . . . , Olli . . . ponr trouTOr, 
en tenant compte de Tidentite (3), la Variation de y: 

Od a po«^ 2^1^ . . . - Soit le num^ratoar de la dernike ez- 
pranioii, ot ifmari|noiiB €|iie 

- + 1" » d'oÄ - T,' - (1 - + l,tt.l»,. 

Lonqn'on sappoee qiie lee noinbras teadeat^ pour n infini^ Ten one 
limiie U est frcfle de Toir qne 2*v, rerte fini. II en r^olte 

— lim /" = lim 2"(t, — ) — lim ^-a.i*. /;a. 

Donc 

16) lim - = . , 

La derivee ä gaucbe ue comeide tlonc pas, eii geiieral, avec la derivee 
a droite. 

On peut cepeiulaiit avoir un»« dorivee unif/nf. Ku elfet, si l'ou 

<^^e eatre elies ien expre^siuiis {bj et (G), uu trouve 

i 

11 est d'aiUenra aiee de e'aasmer de TezisteDce da nombre k daiis ce cae 
pvtiealier; car ^ 

• a— 1 ' M.» " o — I 
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EtWUT ÜUABO: 



AiliKi, pour toute valeur exceptiounelle de x, la iouctioii 

ai(a» - l) + a,«''(«^ - l) -i- «,«^>(a»' - l) -f- . . . 

admet la derivee unique a'loga. On retrouTenit ce r^Bultat bi Von se 
donnait la peine de calouler la deriree pour les aiitres valeiin de d?; 
mais ce serait inatile, car il est facüe de Yoir que la fonetion coneidMe 
ne difi^ pas de — 1. II suffit de remaiquer, pour ^ea ooiiTai&ere, 
qae la aomme deB n premiere temee de la denuiro s^ie pent Ibne mise 
Boua la fonne BrnTante: 

(«s' _ i) + (a^" _ i) + _ i) + . . . + a'" - * (a«" - 1 j - a * - 1 . 

La iomme de la 96ne eBt donc bien — 1. 

Je reprenda la fonction y = sons la forme generale (4j, et je 
me propose d'en calealer la d^tie pour mie valeiir qaeleonque de sc. 
Je remarqne d*abord que, lorsque p croit indefiniineiity lea expresBions (5) 
et (6) tendent Ten 

Mainteuaiit. pour s'a.ssurer quo cctte Ibnction est ettectivement bi flerivee 
do // ii ^aiitlie de la Taleur coueideree de x, ü suMi de chercher la 
limite da rappori 

V — Vp _ *'\ *"i • • • - 1 °w 



2-» 8-' 8*' 

danfl leqnel «, n', f»", . . . marquent le rang dee ehifies 1, qai aiuTent 
le ff*^. On obtient le zapport analogae a droite en rempla^ant pttr 

+ Iv f Vp P*"" ?/p + ^1' ^'i • ■ ■ ^p''%- retrouve uinsi l'expression 

precodt'iite; seulement n, n\ n", . . . y designeut le rang des chiflres O. 
Dom, eu faisaat croitre j», et par suite aa-deUi de tonte limite^ 

Ce roBultat subsuite mdme pour lea valeura exoeptionnellea de x\ car 
lea expreaaionB (5) et (6) ne aont que lea dem Talenra de q>'{x)f qai 
coneapoiideiit ans deiut mani^rea d'ecrire dana le ayatime binaiie. 
En r^ume, loraqne la derivee de la fonction (4) cxiste, aa Taleur est 

V 2i'" 22?' 

(7) "W-.A lA iA"- 

llhuntenant il ne ticnt qu'a noiis de fiure manquer oette derive^ 
du moina pour ime infinite de yaleura de en diapoaant oonyenable- 
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ment des iKjniore.s A^. Lorscju ni suppose, pai' »'xemple, ({\ie ces udhi I r^ s 
oat ime Talenr oiiique A ^ 1, ou trouve que 9>\j^) depeud de la tbnctiou 



asit i memrer 1a fircgttmee du ebiffire 1 pmoi lee duffiw repT^ten- 
iiflifr d« X dans le flyithne binaire. C«tte fonctioii n'ert pas bian 
dcfinie par Fcigalite pfMdanto^ ioit parce qii'eUe donne srnraltanänent 
? ^ 0 ei <5 « 1 poiir ioute Tileiur exoepÜonnelle de x, aoit piroe qae 
k freqnoiee ne poumit pw tendre Ten ime limite d^tenninde, oe 
qvi aniTe pour iine infinite de valenn de x entre deox nombraa qnel- 
«npies; maia cea faita ne peuYent qae contribner k k non^^xisience 
4a On a, d'aprta (7), ^*{x) lim jl»(^-«>y oü le nombre 

deini par TSg^it 1 + A «» est compris entre 0 et ou hieu 
vtre I et 1^ suivant que l est plus petit ou plus gnmd que 1. II 
dl impossible qne (p'(x) ait nne yaleur fiiiie, autre que zero. En effet 
t(&, — a) ne peut pas tendre vers nne limite finie, parce que la diÖi^ 
rence entre deui valeurs consecutives de cette expiession est — a, 
qui ne tend pas vers zero. Supposons, pour fixer les idees, l < l. 11 
est evident que (p'{x) = () ou (p'(x) = c%:> suivant qun w(.< )>f/ ou 
< ti, respectivcnient En particulier, pour toute valeur exceptiou- 
nelle de j:, (f''(.r) est nulle comme derivee d gauche ( ^ ^ L i, nitinie 
oomme derivee ä droitc (oi = 0). Entin pour toute valeur de ./ , trlle 
(jue oj(x) = a, qp'fi^) ne peut exister tunt que n(c5^ — u) ne tend ]»aii 
Ters i oc. Si l'on rempiace X par un autre nombre, par exemple 
fi>lj on doit changer «<, en ^ > ^, et l'on obtient une autre 
foDction, doiit la derivee est nulle ou infinie suivant que o){x) < /i ou 
Cur) > ßj respectivement. En particulier cette derivee est nulle comme 
derivee ä droite, infinie comnie derivee a gauche, pour toute valeur 
eiceptionnelle de x. II en result« qne la sorome des deux fonctions 
cesse d'avoir une derivee hnie pour ces valeurs de aussi bien que 
pour toute untre valeur qui ferait sortir ^(.r) de Tintervalle (a, ß). 
Comme cet Intervalle est d'autant plus petit que X et fi sont plus pres 
^ l'nnite, on ])eut faire cu sort«' que les valeur)* finies (nuUes) de la 
dr-'rivf-e deviemient de plu^< en |)lus rares; niais il en restera toujours 
üüe infinit«:' dans tout Intervalle, nrhitraireiuent petit, parce (jue oj(^x) 
reprenri une inünite do fois la meue valeur entre deox ?alearB quel- 
«mques de x. 

Les fonction-s con8id«*r»'es >m) d»'niier lien ont quelques pro- 
phetes^ qui expliquent commeut U se fait que leurs derivees miui- 

1) B^iO^n de» «etdten maOlimaiiqtm et nkmorniqueB ^Pari«, 1897, p. 267). 
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Embht CmXito: 



quent si ürequemment. Si l'on ekauge a^, , . , 0, cc^, . . . 



Oll trouTe ip(x) =- (1 + l)fp(^^j. öoit 1 -f A = 2**. Ii est ärideut que 

]a proprio piMdente appaitieiit 1b fotustioiL af*, d'oft ü suit qne la 
€Ourbe y 9(0;) rencoiitTe 1a paiafaole y a;" en nne infinite de points 
dont les abfldMee sont x^l, \, |y *it ^'^^^ atbribne k x nne 

T«leiir n'appartouaiii pas ik cette succession, an trouTe nne auir^* 
paiftbole;, qui pasee egalement par nne infinite de poinia de la courb^ 
dont les abBeisees sont x^i -^x^f ^x^, . . . Ainsi, par exemple, pour 
X^9, on obtient nne premiifte parabole y — d;', pniB nne infinite 
d'auiree 9y ~ 7«*, 13y »- Ods', etc., qni correspondent anx Taleara 
h jf h ^ ^ M eompte aaeea bien^ par Ik, de FaUure 
ginuense de la conrbe dam la legion occnpee par une gerbe de para^ 
bolee, iwuee de Torigine tangentlellement h Tnn des axee. Soit ^(or) 
ce que derient tp(x) lorsqn'on 7 cbange il< 1 en > 1. Lee parabolea 
dont il Tient d*&tra queetion se^ redniseut a antant de SroUes si Von 
consid^re la fonetion pour (1 -f + f*) 4» on bien 

^(a;)^"(rc), pour = 1; etc. 

Je laisBe de cote la question de savoir s'il est posgible de choiair 
les nombires rids Jl^ de mani^re que la fonetion (4) soit abeolnment 
depourrae de d6rvr^f et je vaie me procnrer une pareiUe fonetion par 
l'emploi des imaginaixes. Pour X^^er***» Texpreseion (4) prend la 
forme 9 + et il eet Evident que les fonetione 



dana 






Ainsi, par exemple, si Ton prend ^a**^;^» on trouve 




«si 11—1 



c'est-lrdire ^(x) ain'^- Or on a bien 
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Jiftif si Ton prond de soiie qoe 9^^ — oü lepräaente 

Taeea da nombn des ehiSras 1 mir le nombre des ehifl^ 0, panni 
In fi premien ehtffirw representatift de d?, il ort eTident qae (f '{x) 

nViiste pas; car, pour w intiui, (/2)''«*08 ue peut pas tendre vers une 
linute. h en resultf que la foiicHon continue 

«Vi pos (lerime. En d aatres ternies, si l t»n faii correspoaure ä 
cüAque valeur Je l ab^cuiiie 

«"» •!"• t*« ' 

pour touie öucceösiou de nombres eiitierö w, telö que 0 < Mj <«,<.. 
kvaieur ^^^^ 

^ "~ (vIF* (^'^/' (v^i)"* ~ (M)"* (j^«)"* 

de rordonn^, le lieu des pointe {x^ y) eet iine eomhe caiiHnue 9an8 



Teile ert somI toate coarbe repreaent^ p«r les ^qnationi x ^^(l), 
9 — ^(0^ le« foDckioDe 9 et etant d^finiee au moyen des ^galit^ (8), 
qoels qne aotent d'aülean les nombTee ß^, pomru qn*ilB ne tendoit 
jnt reis sero. £11 effe^ d'apr^ (9), la tangente ne peat exisier taut 
qw ne tend pas rers ime limite finie, oe qui ezige qne l'cm ait 
hmO^^O. D est d'aillenis £MsOe de oonstruire la oonrbe qni eorre- 

— r 

-.'viiu ä ime Buccession donnee de valears de 0^. Les point» definis pur 
les valeurs 0, 1 de / formcnt un triangle isoscöie, dont leH angles a 
k baae ^out egaux a öj. Si Ton construit sur les cotes deux autreu 
triAngles isoscele«, ayant les angles ä la base egaux ä 0^, los deux 
nouveaax gommets iijtpartierment ä la courbe, sur laquelle üb sont 
d^efini!? par Ifs valeurs | et ^ de t. Si Ton coiiNtniit de meme sur les 
y:atre iit>iiveaax röt»''8 (|uatre triaiigles isosci'b's, avant les anglt s ü la 
rmt egaux ä 011 truuve quatre nouveaux points de la coiirbe, 

it&ai» par les valeurs ^, |, |, |^ de <; etc. Ka particulier, äi l ou prend 

OD obtient guc^^psslvement une ciyconfi'rmcc, la cöj<rii»e tfc von Kochf 
nt eonrbe coatinue remplimtni tout un triangle^ etc. 
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F. Kleiu und A. Sommerfeld, über die Theorie des Kreiseis. Heft III. 
Die störeuden Einflüsse. Astrouomische und geophyijikaUachf Auv\ euduBgen. 
Leipzig 1 903, B. Q. Teubner. 247 Seiten. 

Die Bezidiiiiigen der Kreiaelbewegung und der Bewegung der £rde 
sind in den ersten Heften des Torliegenden Werkes bereits öfter erv^bnt 
worden. Das dritte Heft wendet sich speziell der Anwendung der Torher 
entwickelten Theorie auf astronomische und phjsikali.sehe Fragen m. Der 
Inhalt des Heftes, der ausführlicher in der demselben vorgedruckten Anzeige 
angegeben ist, besclu'ftnkt sich aber nicht auf diese Anwendungen, sondern 
omfaAt aufitr dtom auf der Honnmttlebeiie q^ielenden Krebwl: die surrenden 
Einflösse, insbesondere die Reibung and die Elastisitftt des Materials, und 
am Schlüsse die Gyroskope. Da der bphandelt^ Stoff mohr noch als bei den 
vorangehenden Heften über eine von Herrn Klein j^ehalf tiic Fnivi'rsitnis- 
vorlesuno;, der da«? Werk stiiifii Trspruii^' und «seine Grundlaj^e verdankt, 
hinausgebt, wird oiau im allgemeiuen Herrn 8orainerteld, der ihn be- 
arbeitet bat, als den eigentlichen Verfasser beceichnen dürfen. 

Mit Rftcksicht auf den reichen Inhalt wird im folgenden anf eine Auf* 
Bfthlung der «inidnen Ergebnisse um so eher vendchtet werden können, als 
diese, \vie sich nicht anders erwarten ließ, zum größten Teile bereits be- 
kannt waren, vielmehr wird ein kurzer Hinweis besonders auf flie Methoden 
gerecht fertigt erscheinen, da auf ihnen der Erfolg des Werkes in erster 
Linie beruhen dürfte. 

Während der firtther behanddte Kreisel mit festem Unterstfltzungspunkt 
nur drei Freiheit^grade besitsst, wird in einem Anhang cnm TL Kapitel der 
auf der Horixontalebene spielende Kreisel nnter^neht, dem fünf Freiheits- 
grade zukommen, indem niu* die senkroehto Koordinate des Stützpunktes 
konstant ist Die Oleichung, welche den Winkel ^ zwischen der Fitruren- 
achse und der zur Hori/.ontalebene senkrechten ^- Achse (Achse der Präzession) 
als ISinktioii d«r darstellt, enthAlt hyperelliptisdio Fonktioneiif wibrend 
im früheren Falle eUiptischa auftraten. Bei sehr großer Botationsgesdiwindig- 
keit, die durch eine Annahme über die Gr<")Be des Eigenimpulses im Ver- 
hältnis 7MT Schwerewirkung präzisiert wird, kann indessen — cos i> als 
elliptische Funktion einer angenHhertea Zeit dargestellt werden, deren Ab- 
weichung von der wahren Zeit weniger als 0,01 "/q beträgt. Geht man in 
den Yemaohl&ssigungen noch weiter, so erhftlt man u als explizite Fnnkticii 
der Zeit, bei der Fehler von 1% noch zugehusen werden. Im § 9 des 
IV. Kapitel» ist bereits ausführlicher diese Methode angenRherter Berechnung 
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■it Fdtleneldttsaiig begründet wordan. BMondtm Intoreeaa «nreokt die 
BelmkarTe des 8tlitq»iiiiktee, deren Ableitung bei den gemachten Ver- 
«BdAmigea Terhiltnismlfiig laieht ist 

Diese Untemtchonges sind deshalb nicbt mit giOBerer Gennnigkeit 

iarchr- fnhrt , weil die störenden Einflüsse bisher vernachlässigt wurden. 
An er-'^r Srplle kommt die Reibung in Betracht, die in drei Formen als 
gleitenü«;, rollende und buhrende Keibung aultritt. Der Widerstand W bei 
dgr gleitenden Heibung wird dem Druck in der Richtung der Normalen der 
Berthnugsfliche (dar Veif. sagt sehr knrt: dem Normaldmek) proportional 
gieetzt: W « fiiT, wo der BeibnngskoefBxient |i, dessen Abnahme mit der 
<i«^^h windigkeit wenig bekannt ist, bei der geringen Geschwindigkeit des 
Stütipunktes konstant goseM werden kann. Bei iler Kotation des Kreisels 
kommt dn' rolleudi' K*-ilmii>r zur (reltung, dw als i-in lieibungsmitiiuMit auf- 
geutit werdeu muß, daü von dem Drehmoment m jedem Augenblick über- 
«nsden wiid: M^vN. Die bohrende Beibang endlicdi wiikt, wenn sich 
«in KOfper auf einem andern um die Nonnale im Berflhmngspnnkte dreht, 
infolge der Deforauttion der Unterlage entsteht aber eine Berührungsfliiche 
statt des Beriihrungspunkte«?, «50 daß wieder von KrSften i-m'-r gleit«'ri<len 
Reibung ge^prorben werden kann, die sich hier zu einem Drehniojnent 
zusammensetzen, wo = fta und a der Radius der Berührungs- 

fttahe ist. 

Seiir dorchsachtig and die Wirkuiigm der Terscbiedenen Arten der 
Ralmsg dargestellt, indem in erster Linie die geometrisehen Yerhlltnisse 

der Bewegung zum Verständnis der me<diam8(dien Voi^&nge klar gemacht 
»erden. Wir lassen die Ergebnisse Ictirz ^nsainmen: Dureh die gleitende 
Reibung wird der Impuls N geschwächt, d. h. d'w Hoiation vorlanggamt und 
die Figurenachse aufgerichtet. Ist dies nahezu erreicht, so wirkt besonders 
<iie bohrende Beibung, die den Impuls weiter herabsetat nnd die anfrechte 
Bewegung instabil macht, fiklls der Sohwerpnnkt Uber dem 8tfltspnnlcte liegt. 
Bei der Schätzung des quantitativen Reibungseinflusses gibt der Verf. eine 
graphische Integration einer Differentialgleichnng, die über den spesiellen 

Fall hinaiiis Anwendung finden kann. Wenn aUgemein f(^y ^) ^ 

wird ^(t4, i ) =»0 als Leitlinie beseichnei Hat /'(u, r) in der NShe der 
T<ittlinie ein starkes GeOUe, so pendelt die Integralkanre fortgesetstt um die 

Leitlhue benun nnd , (oder f v) selbst) gibt emen Nfthemngswert der 

aürüiuiiiuiig der IntegraLkurve, der bei Kinzeichnung der Niveaulinien 
f \^u, v) ^ coosi abgelesen werden kann; denn auf der Leitlinie ist die 
&ft&imung null, beim Vwlassen derselben wird ne sofort bedeutend, die 
Integralkurve kehrt zur Leitlinie zurück, überschreitet sie usf. Ein anderer 
«irrender Einfluß ist df.'r Luftwiderstand, der einer der ani^enhlicklicben 
Rotationsgeschwindigkeit proporüoaalen uud eutgegen^'t riciitt'teri Drekkraft 
gleich gesetzt wird. Beim abgeplatteten Kreisel ist dann die Rotation um 
die Figurennchse stabil, beim TerlSngerten labil, woran sich eine Anwendung 
aaf die Erde knttpft (Die Beseichnungen abgeplattet und ▼erlftogert be- 
liehMi flieh auf das TrtgheitselUpsdd.) 

Die Betrachtung des kräftefreien Kreisels wird durch Berücksichtigung 
der Schwere ergänzt Hierbei wird die Methode der langsamen Bewegnngm 
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Hcze&fionen. 



angewendet, äi» eine soldio als Aaeuaiid«nreihuiig von Gleidigewiefatelagen 
betmohtot. 

Die Elastizität des Kreiselmaterials ist Ton besonderer Bcdeutnn^ 
im Falle der Erde, deron Oestalt sich ändert, wenn die Droliaclise eine 
andere Lage im Erdkörper anuinunt. Diese direkt nicht meübaro Form- 
äuderuug wird durch ihre Bückwirkung auf den Wechsel der Drehachse im 
ErdkOrper merkW. Di« Ptiiauionsdauer ist, wie gezeigt wird und fttr die 
Erklärung der Chandlerschen P«node widitig ist, von der elMÜscheni 
Nachgiebigkeit nnabhttngig, also gleich derjenigen eioes starren Kreisels mit 
seiner ursprünglichen Ellipfizifiit oder amh derjenigen, die er beim Auf- 
hören der Rotation haben würde. Bei der Erde wird jedoch die Präzession 
des kräftefreien Kreisels als Nutation bezeichnet, während für die durch 
Sonne und Mond erzwungene Bewegung der Ausdruck (astronomiache) 
FrllsesBion gebraueht wird. 

Die astronomischen Anwendungen im VTTI. Kapitel beginnen mit einer 
TluMjrie der astronomischen Präzession, welche Herr Klein der Gaußschen 
Methode -zur Bestimimint^ der Säkularstönmg-en nachgebildet und die Herr 
SoramerlV-id dann auch auf die Niitationeii aiis^j^edtdmt hat. Zur Ver- 
einfauhuiig werden die Sotmen- und Mondbahn um die fest gedachte Erde 
als kreisförmig vorausgesetit und dementsprechend die Massen gteidißrmiff 
«oS die Bahnen verteilt gedadit. Femer wird bei dies» genSherten Methode 
die Erde nicht als Rotationselliiisoid eingeführt, sondern als kugelförmig 
mit einem wulstartigen Oürt< 1 längs dos Äquators T>ie Masse dieses Ringes 
und das Trilpbeitsmoment der Kugel werden dabei so bestimmt, daÜ die 
Kombination von Kugel und Ring dieselben üaiiptträgheitsmomente C und A 
besitat, wie die Erde. (8. 641 fehlt die Angabe, da0 Jf die Erdmaase be- 
detttei) Eine interessante Erweiterung des Gauß sehen Verfahrens besteht 
darin, daß auch bei der Betrachtung des Mondes als gesiörfni Körpers unter 
der Einwirkung «les Sonnen- und des Erdringes /nm Nachweis der Kaoten-* 
bewegung die Mundmasse auf seine Bahn gleichmäßig verteilt wird. 

Eine Modifikation der Gaußschen Methode gestattet ihre Anwendung 
auf periodische statt auf sftkniare StSrungen und besteht in einer andern 
Verteilung der Masse des st&renden Kflrpers in seiner Bahn Hierdurch 
wird die harmonische Schwankung der Rotationsachse der Erde und der 
Knotenlinie nachgewiesen, deren Periode mit der der Mondknoten snsammen- 
fallt fBradlßjsche Ellipse). 

Die Hetraehtung wendet sich nun den physikalischen Anwendungen 
und zwar deu IVeieu Nutationen zu, welche dorn Umstände entspringen, daß 
die Drehachse und die eine Uauptträgbeits- (Figuren)achse nidit xusammen- 
fallen. Hierbei wird die Lagenttnderung der Drehachse im Baume nnd im 
ErdkSrper unters( hiedcn. Im Räume kann sie als stillstehend betrachtet 
werden, bn Erdkörper beschreibt sie ein^n Kreiskegel um die Figiirenacbse 
in rund zehn Monaten (Eulerscher Zyklus* Selir instruktiv sind die 
Figuren (S. 670), welche die von der Figuren- und der Drehachse be- 
schriebenen Kegelflftchen darstellen. 

Die Beobachtungen zeigen bekanntlieh nicht die sehnmonatliehe^ sondern 
die Chan dl ersehe Periode von 14 Monaten und eine jährliche. Der Verf. 
gelangt, durch ein Verfahren, das oft geeignet sein dürfte, verstcikte 
Perioden herauszufinden, Überraschend schnell mm Nachweis der auf viel 
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aafikamerem Wege tinideckten Perioden. Es werden dabei elliptische 
SAmiagiiDgen Tomugvsetst lud dieselben nacheinander eliminiert , indem 
& «B e«ae Periode sttMioanderliegendeD Polorte durch Oerade Terlrandeii 
«vidoi, die man nach €hröfie und Richtong als Badienvektoreu einer neuen 
Karre betrachtet, deren Abmessungen im Falle des Vorhandenseins der 
^iinaaierten Periode im Vergleich zur alten Kurve sich Terringert haben 

Zar Erkifirung der Chan dl ersehen reriütle werden verschiedene An- 
Mknen Aber die Slastiritftt der Erde in Betracht gezogen. Vier Pro- 
i'ame werden bdiandelt, bei denen die vier mk ergebenden EUiptintftten 



die bei homogener MaseenTertolung nahezu identisch mit den Ab- 



zitierten ?at/.p- über das Verhältnis der Umdrehungsdauer und der 

rijandlp'rscht-n Periode wird dieses Verhältnis durch oiru-, Iv/w. zw*»i dieser 
ZUiptizitäteD dargestellt and dadurch ein Ureiuwert lür den £la£tizitätfi- 
so>iiiI erhalteiu 

FGr die ErUSmng der Polsdiwanlningen von jährlicher Periode werden 
vitdtf Terschiedene Einielprobleme behandelt Es kommen insbesondere 

p^noditsche Massenumlagerungen in Betracht, z. B. solche von meteorologischer 
Art. Weil nämlich die jährliche Periode derselben nicht sehr von der 
''bandl' r'^chen abwpicht. entsteht pine Art Besonauzwirkungi welche den 
Ejiänß s^>icher Uml;i-:fnn]i:reu verstärkt. 

För den Schlußparugraphen waren die Grundlinien bereits von Herrn 
dein Torgeseiohnet Es handelte sidi insbesondere darum, den Fonoanlt- 
Kreiselversuch nach der quantitativen Seite auf alle Fehlorquellen xa 
prfii>D Ein gewisser Parallelisraus zwischen den Bichtungen der Schwung- 
riaga'h-. und »^ines frei?cliwt]>eiiiien Magnetes wird hervorgehoben und auf 
iie lut-oieiiachy Mr.glii.hkt'Jt eiiii r \ t rwprtnn»; zur Polhöheu- und Azimut- 
s^stimmung in Bergw^rkuu autmerkaaui gemacht. 

Wenn die Gdttingor Schule, ihrer Tnidition eingedenk, in diesem Werke 
■dl den aetronomischen Fhigen zugewandt hat, so gesdiah ee nicht in 
abstrakten Theorien, sondern in dem Bestreben, die reidien Mittel modemer 
FoK&cbung in den Dienst der praktischen Zwecke zu stellen. 



IbiTfo Haaeock, Ii«otiixea <m th« ealoulna of Taxiations (Weiers 
Mknmtatt thaorj). Bul letin of mathematics of the universitj of Cin- 
cnmttti. No. 1, 1904. ZVI u. 292 8. 4^. 
Bei der Bespreohnng der Liduvs on the thvory of maxima und miniMa 
f/f l'Hmiions of s*^'n-rj! rnrmhle.< ( W'i i • ratruss' ihrory)^ die Herr Hancock 
m Jahre 1903 heraus<re|jr*>lt('n hat, hatte ich in diesem Arrhiv, TTT Reihe, 
Bd. 8, S. 258 — 261, daraut lüngew-iescu, Uaö W'eierstraii vor mehr als 
iii'anzig Jahren die Veröflfentlichung seiner Vorlesungen über Variations- 
ndmung eniBtlidi ins Ange gefaßt hat, und angedeutet, warum sein dringender 
WiiBSch noeh immer nicht in Erfüllung gegangen ist. Da wir leider nicht 
Man dfirfen, in absehbarer Zeit eine authentische Ausgabe dieser Vorlesungen 




Belationen stehen. Mit Benutzung des 
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hl erhalten, so ist es erklärlich, daß von anderer Seite versucht wird, derh 
Mangel absuhelfen. Wer einen solchen Vemich wagt, hat frolieh mit der 
grOBten Schwierigkeiten zu kämpfen, denn wenn festgestellt werden aoil. 

was Weieratraß für die Tiuintionärechoung geleistet hat, müssen alle seine 
stark von einanclHr abweicheiulpn Vorlesungen über diesen Gegenstand be- 
rücksichtigt wurden.') Auch müüte das sonst noch vorhandene handschrift- 
liche Material herangezogen werden. Daß ein solches Material existiere, ja 
noch mehr, daß Weierstraß im Besitie neuer Sstie aus der YanatiotiS' 
rechnung gewesen sei, ohne sie öffentlich bekannt zu geben, das ist eine 
weitrerbreitets Ansicht. Da diese Annahme die Entwicklung der Variations- 
rechnunp gehnmml hat uml lit'mait, sclieiiif es geboten, festzust^lU-n , daß 
nach Aufklüruiigeii, die mir kür/iich zu Teil geworden sind, Aui:t icJinuf>f/f n 
von oder nach Weierstrap^ die inhalÜicJi über die Vorlesungen hinausgtJn , 
^ler Währsdteiiükhkeii nadt vorhamte» HHä, 

In der Yotrede spricht sich Herr Hancock Ober die Grundsfttse aus, 
die fr l)t>i der Bearbeitung dui 1 • 'urt s befolgt habe. Er habe sich an dia 
Behandlung von Weierstraß gehalten, ja stellenweise, besonders in dem 
letzten Teile seines Buches, crebe er kanm etwas anderes, als eine Wieder- 
holung der Ausführungen von Weierstraß, die er aus Naohschriften des 
Mathematischen Vereins der Universität Berlin und aus Vorlesungen von 
H. A. Schwarz kennen gelernt habe. Yom Weiers tra fischen Standpunkte 
aus habe er auch seine eigenen Gedanken entviokslt und die TOn anderen 
Autoren übernommenen dargestellt. 

Schon hieran*! geht hen'or. daß jr-mand, der erfahren will, was Weierstr a ß 
für die Variationsrei huung geleistet liat, die Lecturca nicht als Quelle benut/.eu 
darf, und das um so mehr, als darin leider nirgends deutlich angegeben 
ist, was von Weierstraß borrOhrt und was Zutat des VerfasMrs ist Aller 
die Lectures geben audi keineswegs ein voUstftndiges Bild Ton dem gegen- 
wärtigen Stande der Entwicklung der Variationsrechnung, die wohl nicht, 
wie Herr Hancock behauptet, durch Weierstraü zur j.pei-fection" gebrarbi 
wordon ist: denn die neueren Untersuchungen sind mit Stillschweigen über- 
gangen: Kneser und Osgood werden nur einmal beiläufig in einer An- 
merkung (S. 143) erwühnt) und Hilberts Namen habe ich üherhaupt nicht 
finden kennen. Allerdings gibt der Ver£user am Schlüsse der Vorrede dem 
Bedauern Ausdruck, daß er „aus Mangel an Banm*^ einige neuerdings ver- 
öflentliehte Forscbimgen nirht habe berücksichtigen können; er hoffe jedoch 
von Zeit zu Zeit bei seinen Vorlesungen Znsütze und Änderungen zu machon, 
und Wenk* gern Anregungen daüu entgegennehmen. Es sei nur ilie Anregung 
gestattet, daß Herr Hancock den Ari;ikel U, A. 8a der Enzyklopädie der 
mathematischen Wissenschaften: Weitereniwieklunff der V€triatiensredmmff 
in dm letzten Jakren von E. Zermelo und H. Hahn durcharbeite. Aller* 
dings wäre noch wichtiger, wenn er sich bei der Neubearbeitung darüber 
entschiede, wns er eigentlich geben will: eine Darstellung dor Weier- 
straßschen Theorie (historischer Staudpunkt) oder eine Darstellung des 
gegenwärtigen Standes der Variatiousreclinuug ^enzyklopädischer Standpunkt) 



i, Weierstraß hat zuerst im SommersemeHter lö6ö über Variation »rechnung 
gelesen, dann S. 8. 1867, W. S. 1869/70, 8. S. 1872, S. S. 1876, 8. S 1877, S. 8. t«7», 
S. S. 1882, a S. 1884, und, als »eine letzte Vorlesung flberhanpt^ W. S. 1869/1890. 
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«ds viftlleidit ftnch nur eine Einffthmng in die Variatioiitrechiinng) zu der 
ika snae Darst^llungsgabc sehr wohl befähigte (pftdago^isi^her Standpunkt). 

Zum Schloß darf iih oine BeriditijTuntr und ErgRnzunf» meiner 
Besprechung der Z.ertu»ts on th^ fheory of mu.iima and wiiiami bringou. 
Ith war dort auf die Behandlung der Maxima und Minima einge^augen, 
3ie Hot Hancock als WeierstraBsche beseielmet, und hatte nnchgi wiegen, 
kB £eae mutureichend igt Wie nur Herr 0. Bolsa in Chicago mitsnteilen 
& fWnndlichkeit hatte, findet sich diese mangelhafte Behandlung in der Tat 
31 Atr Vorlesung, die Weierstraß im S. S. 1877 jjehalten hat, dageprn /.itgt 
n* Na' b«' Itrift der Vorlesung vom S. 8. 1879, die Herr Bolza geluti T und 
»Sä der er mir die betreffendüU Stellen wortgetreu mitgeteilt hat, tlaü 
Wätntrafi m der Zwischmetit den Fehler gi fmden haiit\, also bereits vor 
Peano und Seheeffer tn der Erkenntnis des semidefiniten Falles gelangt 
w. Ich Vin daher zu meiner groBen Fireude in der Lage, den SchluBsati 
m-er Besprechung dahin ahrindem zu Icdnoen, daß der krUisehe Scharfaitm 
em Weierfirafi sidt auch hier schUffilieh bewährt hat 

HaaDorer. Paul Stackbl. 



INs Ziele der Leachtteolmik von Professor Dr. Otto Llimmer, Do/ent 

an il'T ünirersritat zn Bfrliii. MittrH«»d der Physikalisch-Technischen 
Beich^anstnlr. Mflnr}ien und Berlin X903, B. Oldenburg. 112 S. in 

kl 8". Prüis 2,50 JC. 

Der Verfasser hat sich der dankenswerten Aufgabe unterzogen, einen 
in Elektroteduuschen Verein zn Berlin gehaltenen und viel beachteten 
T<B(fag in erweiteter Bearbeitung in Buchform heranssngeben. Die Schrift 
windet sidi in erster Linie an technische Kreise, um „das im Schwinden 

^HTCTiffene Intfresso an den Arlxiten d<r idtalrn und uneigennützigen 
Forsch unL" r.n erhöhen'*. Wir glaiit>fn. «laß der Verfasser, (\ct ^ich <?o viel 
smt der ^M^h Warzen StruhluDg" beschüftigt hat, hier doch etwas zu schwarz 
iiskt Man kann im Gegenteil hiufig genug wahrnehmen, daß technische, 
nnal el«ktroteclmiflohe Kreise ein großes Interesse an der physikalischen 
Fvsehnng nehmen und manche Arbeiten dordlifllbren, welche ttber das rein 
;aimi«che Bedürfnis hinausgehen. 

Der Verfasser hat sein Werk in drei Teile gegliedert: 
L Lichtmeäsung, 

n. Das Wesen der verschiedenen Licht<|UäUen, 
m Die physikalischen Grundlagen der Lenchttechuik. 

Der erste Teil gibt nach einer allgemeinen Einleitung über die luatorische 
fafefricklTing der Lenchttechnik eine kurze Abhandlung ül)er Photometrie 
sa^ «peziel! über Tf>m Yfrrfts=;er tr^^meinsam mit E. Brodliun konstruierte 
Photomf>tpr mit 'lem iflpMlen Fetttlerlc. ffitran sehließen sich knrze Dar- 
k^nngen über die Hefnerlampe und die Anwendung des Photometers zur 
ökonomischen Be wer t un g der gebrftuchlichen Lichtquellen. 

Im xwezten Teil werden sunSchst die beiden Arten des Lenchteos, 
Bimlich Tc-mperaturleuchten und Lumineszenz behandelt. Hieran schließt 
nrh eine sehr eingehende Darstellung des Leuchtvorganges in den einzelnen 
praktischen Lichtquellen wie K<^r7e. On<;f!anune, Auerlampe, Azetjlenflammei 
Otöhlicht, Bogenlicht, NemstUcht etc. etc. 
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Dio Dvstellttng wendet sich nuonielur im dritten Tri! «ler UanptQufg«.be 
zu, nKTTilirh zu den Ergibnigsen der neuttn Strahlangsiorsobungeii and den 
Zielen der Leuohttecbuik. 

Um dem Nichtphysiker dieses schwierige Gebiet rerstAndlich zu machen, 
hat der Verfasser eine Einleitung vorausgeschickt, welche in musterhaft 
populärer WeiM das Wesen der Licht- and WUmeBtrahlong und ihre 
TrennilDg behandelt. Die Darstellung wendet sich dann dem physiologiflchon 
Gebiet zu, nftmlicli der Grauglut und Hotglut, den Beobachtungen von 
Draper und dem II. F. Wi-berschon j.Gpspfnstersrbi^-n", welchos seine Kr- 
klärung durch den Verfasser ilarin gel'unden hat, ilttß bei sehr schwach«-!- 
Beleuchtung nicht mehr die in der Netzhuutgrube befindlichen Züpt'clieji, 
flondem die dieselben umgebenden Stäbchen eine Liebtwahmehmmig er- 
möglichen, welche aber Farbenuntersobiede nioht kennt. 

Nach dieser interessanten Einleitung geht der Verfasser /.u dem 
Kircbhoffsehen Gesetz von '1er Absorption und Emission des T.icht<-s flber, 
welclies sich niebt nur für die Spektralanalyse, sondern uernii*' amli tiir dii* 
Strahlungstheorie von größter Bedeutung erwiesen hat, nachdem es gelungeu 
war, die Konstanten su definieren und die ganze Kdrperwelt mit dem „absolut 
sehwanen Ktfipef'* in Bezidiung zu setzen. Die Bealisierang des letEieren 
ist nun dem Yer&sser in sehr eleganter Weise gelungen. Mehrere Kon- 
struktionen dieser „schwarzen Körper" für Temperaturen von ~ 180*' hin 
-j- 2300** ab'^. sind besehrieben. Mit ihnf-n wuttle die Eiiergieverteilnng im 
Spektrum des schwarzen Körpers enuittoit. Die in Kurveubcharen dargestellten 
Resultate lassen erkennen, daß der schwarze Eürper von allen Strahlern der 
ttnökonomisdiste ist, und so geIrjDgte der Verfasser zu dem eisten Zfiel der 
Lenchttechnik, welches folgendermaßen formuliert werden kann: JDie leuchtende 
Substanz soll nur Lichtstrahlen und gar keine Warmestrahlen aussenden'^ 
Lt'ider liegen alle V)ekannt( n lieucbtsubstitir/en dem pebwarzen Körper und 
seinen Strahlung'Seigeusoliatt^m näher als dem idealtu. Alle in den letzten 
20 Jahren gemachten Fortschritte sind lediglich auf Steigerung der Temperatur 
zurückzuführen. Nur die Verwendung glühender Dftmpfe, wie sie s. B. bei 
den Flammenbogenlampen in Frage kommt, stellt einen Schritt in der 
Biebtung des: idealen Strahlers dar. 

Den StrahlunjCfspesetzen des scbwnr/en K<»rpers st'dlt der Verfasser dann 
die Struhlunffsgesctze d( s blanken l'iatinä gegr*iiülier. Alsdann behandelt er 
das Stefan -Boitzmaunsche Gesetz der Gesamtstrahlung, welches nach 
Stefan ursprünglich fEür die verschiedenartigsten Körper Geltung haben 
sollte, welches aber tat^hlioh, wie zuerst von Boltz mann auf theoretist^m 
Wege, dann aber durch den Verfasser und Pringsh ei m durch Beobachtungen 
des schwarzen Körpers nachgewiesen wnrde^ nur fttr den letztere GGltigkeit 
besitzt. 

Nach einer Abschweifung über Folgerungen aus dem Stefan scheu 
Gesetz auf die Existenz des Steahhmgsdruckes und die Theorie der Kometen 
wendet sich der Verfasser den auf das Energiemaximum bezflglichen Oesetzen 

zu. An dieser Stelle werden die 3 Fundaincutalgesetze der schwarzen 
Strablunrf anfgefiihrt, und es wird au ciiit iu Heispiel gezeigt, wie sich das 
Energiemaxlmum mit wachsender Teiiii»crahir nach kurzen Wellenlängen 
verschiebt. Ftlr die Wellenlänge, füi* welche das menschliche Auge am 
empfindlichsten ist, folgt so die Tcmperatui- 5880*' abs. 



Digitized by Google 



R<Maiiait6ii. 



71 



Es folgt dann eine kurze B'-trarhtung fllier die Euergieverteiltmg und 
$p«neU «üe nns <}pn y«rsaoh«iii des TerfiuserB von M. Planck entwickelte 

^ktral g leic b UQ g . 

Die Temperatur der gebräuchlichen Lichtquellen, der Öouue mid einiger 
Roteni« wird dum unter Benutuing der schwanen Strahltug und der 
StraUimg des Platins eing^irenzt und dadurch annfthemd festgestellt 

Nunmehr gelangt der Vorfassti /.um /weiten Ziel der Leuchttechnik, 

welches sich ans der Bezinhiin)^' /wisdicn der H('lli>^'k<Mt und dor Teraperntnr 
»tctH?. für die Zuualiiiie der Heiligkeit «iuer eiiizelneu F:irl»f mit der 
Temperatur ergibt sich eine sehr einfache Beziehung, welche umgekehrt auch 
n einer spektralphotomeMechen Temperaturbestininiung benütst werden 
kann. Für die Abhängigkeit der Gesamthelligkeit Ton der Temperatur 
liejj'en ebenfalb Beobachtungen vor, welche ergeben, daB die Oesanithclligkeit 
L:* abs. i'R^ tglut) mit der 30., bei abs. (Weißglut) mit der 

14. Potenz fortsi hreitet. 

Im nächsten Abschnitt beschreibt der V erfasser sein Int<»rfereiiü-I'hol<>- 
flM>ter und dessen Anwendung zur Messung von Lichtstärken, zur Vergleichiuig 
der Helli^keitaTerteilung auf einer leuehtenden Flilche and zur Temperatur* 
WsUmmong. Den Schlufi der physikalischen DaisteUnngen bildet ein Ab« 
schtritt über die strahlungstheoretische Temperaturskala und ihre Verwirk- 
ücbung bis 23(V<^» abs. durch die Untersuchungen des Vt'rfiissers. Im vor- 
]t?tefon Abs. hnitt wenlt ti die Lichtquellen nach ihrem physikalischen Wert 
gpordneL Im ischluüwort empfiehlt der Verfasser zur Verbessening unserer 
liditqaelleD systematiich nach Substanien su forschen, welche die Temperatur 
der Sonne (6000*) auaarohaltan yermOgen, weil hierbei die eneugte Liohi- 
nenge am grdflten ist. 

Df-r Referent hat den Gan^' der I\iist< Ihmpr /iemlich detnilliert bo- 
yiinebeo, damit der Leser erkennen möge, welch ein enormer Htoff der 
Arbeit zugrunde gelegen bat Die Lektüre ist infolge der gewandten Dar> 
MSnag eine sehr genuBreiehe, und jedecmaan wird auB derselben den 
Eindruck gewinnen, dafl die Arbeit eine hodibedeutsame ist. Professor 
Lammer wird denmlchst die langjllhrige 8täff*' seiner flberaus erfolgreichen 
Tri!i.rk»-if vprlassen, um .s»muc lYofessur in Brt'>l;u: nüziifrftfn, Pfir dif 
Pürsikaii8ch-TfH;hüisciiH Rt^iclisanstalt bedeutet sein Fortgaiij.' « iiut; sdn emp- 
tindlichen Verlust, während seine demnächstigen Schüler in Breslau sich 
nur gratulieren können. 

München. ^ ^ F. üppenborn. 

X» \ Simon. Analytische Goomotrie des Baumes. Zweite verbesserte 

Auiiu^jr l.öipzi;^ r.»0:5, (iösclHMi. IK" t>()5 S. 

Dieser Auflage ist t iti Ztttt^l Usigegeheii, der dio Angabe enthält, liaß 
der InhaJt derselbe geblieben sei, nur hatten die Strahlenkoordinaten und 
die Bejeadien Adisen eine größere Beachtung gefunden. Femer spricht 
der 21ettel aus, daB Sats und Stil verbessert worden sind. Daraus schließe 
ich, daß riellei« lit einer meiner Herren Vorgänger, der über die erstr^ Auf- 
lauf Hori'^htet hat. besonders an dem Stil r-fwa« aunzusr't/rn trfhalit li:it. 
Ich muB dazu sagou, daß ihr Stil aiidi j'-t/t ikm Ii (liichtig und sciiwerfUilig 
ist, z. B. kommt in den ei-sten 11 Zeilen dreimal das Wort bezw. und 
daauJ das Wort in besug auf vor, während die einfachen WOrter und, 
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oder, fftr genügt liHttt^n. Ferner werden manrlio Sntzp wp«.»en der vielen 
Bei- und Untersätze endlos. Ich wiirde dafür dem V^rf. »Ins! trcinicho Buch 
von Wustmann empfehlen. Das ist aber noch nicht das schiimmste. Bei der 
Interpunktioa geht alles konterbiuit durch eiimnda:. Der Verf. verwendet 
dae Semikoloii meistens da, wo man sonst ein Komma w&hlt Aher «a 
kommen auch ttberhaupt keine Zeichen vor, und der Ver^user setzt sogar 
statt des Kommas Malpnnkte! S. 25 „statt uvw kann man futrfir setzen"; 

8. 41 „Seiftn ?7, CTjj; J\ - X.,: -f A fr, : S. 70 „8f>ieii 7v', • K, • A3 

drei Kugeln". Eine so lässige und ungewöhnliche Interpunktion muB 
namentlich die Anfanger, für die das Buch geschrieben ist, irreführen. Sonst 
ist die Anordnmiig des Stoffes gut, tmd man wird elementar und ohne viel 
Bechnimg in die Lehre von den Flftchen zweiten Grades eingefthrt, aber 
die gerflgten Mingel mUBsen bei der n&chstea Auflage beseitigt werden. 

Dortmimd. H. Kürnns. 



F, Kldiiy Dber eine aettgemlUle Vmgestaltinis mathematiadlifln 
ÜiiteiTicli.tB an den höheren Boihnlen. Hit einem Abdruck ver* 
schiedener einRchlilq^t^er Aufsätze Yon B. Otttting and F. KleiD. 

Leipzig 1904, B. G Teubner. 82 S. 

Die vorliegenden Vorträge wurden Ost^jrn 1904 bei (Jolegenheit eines 
Ferienkurses für Oberlehrer der Mathematik und Physik iu Göttingen ge- 
halten und bilden ein Fraeladium zu den bekannten Verhandlungen der 
Breslauer Naturforsdierrenammlung über die Gesamtfragen des mathematisdh- 

naturwissonschnftlichen Unterrichts an den hQheren Sdiulen. Sie sollen in 
eingehend«'!- Woi - flie These Itpgründct) , daß von Fntersekniidu ah „</<?r 
'Fnnktionshffjri/}' in zwirlnniipmcr'" ( niiiiilieh analyti.sc h-j^eometrisclifi ) ,..4"'>'- 
in .sUütutKj in dm MittdpHnkl (U s nuiiltematisclirtt Unit n ichts £u lin kt u ist." 
Als notwendige Folge davon ergibt sich die Forderung, die Elemente der 
Differential' und InteffnUrechmmff in das Pensam der höheren Lehranstalten 
anfeunehmen. 

Man kann ohne weiteres zugeben, daB die von Herrn Klein vertretene 
Rache nicht l)predter nnd überzeugender mm Aiisfimck gelangen konnte, 
und es ist dringt-nd /.u wünschen, daü seinr- Austiihrungen nicht nur bei 
den Oberlehrern, füi- die sie iu erstr^r Linie bestimmt sind, sondern bei 
Gebildeten aller Kreise die gebflhrende Beachtung finden. Handelt es sich 
docdi, wie Herr Klein mit Beeht henrorhebt, vor allem darum, den mathe- 
matisdiea Unterricht denen, die später nicht Mathematik studieren, wertvoll 
zu raachen, also den spateren Mcdizinera, Juristen, Chemikern schon anf 
der Schule die mathematischen Einsichten m vermitteln, die sie erfalinmgs- 
gemäß auf der Universität nicht nachholen können und ohne die ihnen 
wichtige Seiten ihres Faches (Iberhaupt Teischlosaen bleiben. 

Man muB lebhaft bedauern, da0 diese Schrift noeh nicht rorlag, als 
in der Versammlung zn Halle die „herufenen" Vertreter die Einftthrung 
der Infinitesimnlrechnung atieh nur auf (\pn real ist ischcrt VoUanstalten mit 
Stimuiengleiehheit ablehnten. K< darf offen ausgf'^prochfn werden, daß der 
Verlauf der Diskussion nicht gan/. dtr Wichtigkeit des tjt.'geu.stundes entfeprncli ; 
unzweifelhaft hätten die Ausführungen von Herrn Klein neue und bedeutende 
Gesichtspunkte in die Debatte hineingebracht und vor allem die irrtllmlidie 
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inflteang beseitigt, die offenbar die Abstimmung enttcbeideiid beeinflußt 
fiat. al? eine große Vermebrung des Unterricbtspensuras beabsicbtigt. 
ri*iui .jiicht sowohl die EinfÖgiing eines neuen TiPhrstoffps. als vielmehr di*» 
Durcbdriogung der üblichen Lehrgebiete mit einer neuen AuliVis^nntj" wird 
fdbrdert^ and sie Iftßt sich nach Herrn Kleins Ansicht ohuti Umäuiierung 
dar Lelirpllne dimshftliren. 

Nach meiner Avffassimg wixd die AusgeHtaltimg des Matheinfttik< 
iDtfrrichts in der von Herrn Klein geforderten Riol * n ' von gmndlegender 
Bedeutung fftr die St^^lltinq* drr Math».«mntik im Gesamtorganismus d^r 
Sciale sein. Nur wenn et* gelingt, die verschiedenen bis jetzt isoliiTteu 
Gebiete in einer höheren Einheit zusammenzufassen und zu vertiefen, darf 
«tt hoßm, daß die Mathematik selbst ana ihrer isolierten Stellwig an der 
Sdude bennstritt und mit den fibrigen Zweigen der iiigemeinen Bildung 
i» lebesidige Beäehnng gesetzt wird. 

StnSbnrg i E. Paüi Bpstun. 

neue Klasse von reellen algebraisohem 
Hamniurven konstanter Torsion. Bei1a«:o zum 13. Jahresbericht der 
Kgl. Luitpold-Kreisrealschule in München, 1 22 S. mit 1 Figurentafel. 

Di*» Frafr»^. ob p«; n 1 rrrbraische KimTii kcnsiiintcr Torsion pbt, wurde 
iner<t vou Darboux gestellt und in zwei Arbeilen von Fabry und Lyon 
m verschiedener Weise bohaudek. Während Fabry unter recht speziellen 
AnnahnMn vier Terscbiedene Klassen reeller Eorven der bsseichneten Art 
ufstellte, gelangte Lyon dorch einen allgemeineren Ansata zn einem Ter- 
fthimi, bei dem aber die zu lösenden Bedingungsgleicbnngen 8o komplizierter 
^atur sind, daß sie rlio AtifTindung reeller Ktirvpn nicbf jjc'^tattptpn. Ks 
i<t daher von Interes.se, dati es Herrn Herberieh durrh eine Mttho<l(', «iie 
la gewisser Weise als eine Verschmelzung der Methoden von Fabry und 
LfOB beaSKcbnet werden kann, gelungen ist, derartige Korven in beliebiger 
Aasabi wirUidi dannistellen. Er gibt in seiner sebr fleiftigen Arbeit ein 
voUstftndig dnrcbgereebnetes Beispiel einer Karre, bei der die Koordinaten 

gsnse rationale Fnnktionsii von t und ^ sind. 

Strajlbiurg i B. Paol Epstbdt, 



L A» Solinekes Sommlimg tob Avtgßtom vom der DÜftesntialreohmnig. 

Herausgegeben von Prof. Pi, Hermann Arnstein. Sechste verbessert'' 
Auflage bearbeitet von Dr. ^rartiit Lindow. Mit \2l in den Text 
gedruckten Figuren. Halle a. S. 19ü3, Verlag von H. W. iSchmidt. XI u* 
304 S. gr. 

Ein altes lu.hfs liuch iu neuem O^wande li«^tH mir vor. l'üutund- 
nerrig Jahre sind her, seit ich die zweite vun H. .1. r>ch nitzler besorgte 
Auflage aar Einfibong der Lehren der l>iffeiientialrechnung benutzte. Damals 
wir disfee Aofgabensammlnng die einzige in ihrer Art, und jeder, der das 
Stndiom der Katbematik begann, wurde auf das nützliche Werk vrrwHesen. 
Wenn ich «jpntpr al'^ Tif^brer sollist notie Aufgaben bildet»^, nalmi ich gern 
das vertraute Kxoinplar zur Hand, um mich der rJeHnnkon zu t-rinnorn, die 
sich für mich an die einzelnen Seiton knüpften. Auch die inzwischen er- 
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schieueueu neuen Sammlungen von Aufgaben /.eigen oft gsnug Sparen, dio 
auf So Ii 110 Ichs hrwahrtf» Pührprband znrtlrkwpjseTi. 

Aber die ( Josirhtspunkte. unter doiien der Anfän</er die mathematiäcbeii 
Gesetze betrachten muß, sind luunnigtaltiger gttwordeu als vor einem halben 
Jahrbondert Die ersten Kapitel über äe rein reidmemahen Teile waren 
TOD Sobneke so yortreflflieb ausgestattet worden, dafi in den folgenden 
Ausgaben fast nichts geUndert zu werden brauchte. Dagegen mußten die An- 
wendnngen — haviptslh hlich die geometrisrbeTi — - erbeblich vermehrt werden, 
und da war es besonders Arnstein, der in der vierten und fünften Auflag*» 
das Werk so erheblich bereicherte, daß es sich nun den Sammlmigen von 
Freuet, Scblömilcfa und anderen an die Seite stellea konnte. Jetst ist 
die sedttte Auflage der Aufgaben zur Differentialrechnung nStig geworden 
und hat in Hm. Lindow einen Bearbeiter gefunden, der in der Sufteren 
Anordnung der geometrischen Anwendungen einige willkommene Be<?semnp:f»n 
bewirkt hat. Gegenüber der zweiten Auflage von 20t> Seiten, die icli al.s 
Student benutzt habe, ist das Buch um die Hälft«? dicker geworden, und 
trotzdem sähe ich nach meinen Erfahrungen als Lehrer noch manche Dinge 
gern aufgenommen, wflrde freilich anderes als nicht so sehr nötig entbehren 
können. Bei einem alten und bewfthrten Werke, das in der gegebenen 
Gestalt vielen genützt hat, sind derartige Andt rimgen vielleicht bedenklich. 
Beifiilliu' ist die Aufnahme der Figuren in den 'IV \t /n begrüßen; die Ältesten 
Auflagen besaßen überhaupt keine Figuren, und die von Arnstein bearbeiteten 
gaben FigurentHfeln geti'ennt vom Texte. 

Wenn ich nun im folgenden Berichtigungen zu einzelnen Stdlen gebe, 
so will ich damit den Werfe der Sammlung nidit herabsetien; ich möchte 
damit nur einen Bnirag zu der öfter zu machenden Bemerkung liefern, 
daB IrriÜTiinr s-irh ,,^rie oine ewiue Krunklu-it torti-ibeii". Tifider kann ich 
dies Tiiilit in d''i an sich sehr wünsehenHweri«u Kürze tun. Ich be.schräuke 
mich ohnehin schon auf die geometrischen Anwendungen der Lehre von 
den extremen Werten der Funktionen. 

Aufgabe 84 (S. 144): einen gegebenen geraden Kegel denjenigen 
Zjlinder einzusdireiben, dessen gesamte BegrenzungsflSchen ein ]Sia.x. bilden. 
LSsung: Unter der Voraussetzung, daß h > r, werden Radius der Orund' 



Es entsteht sofort die Frage: Warum muß h nur grfißer als r sein, 
nidit auch grOBer als 3r, wie doch die Lifsung in dem Ausdruck ffer die 
Höhe % SU Twlangen scheint? Was findet denn in dem Falle h --^ r tatt? 

Wir haben hier den in den Anwendungen der Kriterien für Maxima 
und Minima auf die Geometrie häutig vorkonimf^ridon Fall, daß die ana- 
lytischen Bedingungen geometrisch passend gedeutet werden müssen. Wir 
unterscheiden: 

1) A > 2r (also auch h > r). In diesem Falle sind der geiundene 
Radius o und die gefundene Höhe % beide positiv. Die SmmM der beiden 

TT V 

Gruudiliicheii imd des Mantels des Zylinders 2 ;r (p' ^t) = 2(ä — ^rö ^ 
ein Maximum. 

2) •>'»•> /<>■»•. Jetzt ist nur (> positiv, dagegen % negativ. Die JJiffere/a 
zwischen der Summe der beiden Grenzkreise weniger dem Zylindennantel 




h(h — 2 r ) 
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«in Kairiminn. Geometrisch ist if>f, % negativ, d. h. der eingeechriebene 

ZvIiiHier bat seinen D^ cikkrcis außerhalb dKs begrenzten KegeU in dem Teile 
<]*r KepelflSche, der über Basis des Kogels hinausgeht. — Will man 
^rad** die Sunun*' aus Zylindermantel und den beid<«ii rjrcrr/krf^ispn zum 
Xaxinium machen, so hat mau den Fall des Zylinders vun der Höhe Null 
n nehmen, also Maximum der OberflAche gleich 2»r'. 

S) A < r. In dienern Falle ist q negativ, » positiv und Uoger als 
•i h. der Deckkrois des gefundenen Zylinders liegt in dem Teile der Kegel- 
£ä< be über die Spitze des bogrenzten Kegels hinaus. Die Summe aus den 
l-r-iden Grenzkreisen und Arm Mantd «.'fht wieder in die Diflirenz derselben 
Gn'ißen über und hat eiueu nxjuiti vit gröjÜttn Wert, d. h. ist ein Minimum. 
För das Maximam der Zylinderobcrflächc hat man, wie im vorigen Falle, 
des Weit S^sr*, wenn die Zylinderhöhe Null ist 

Aufgabe H7 (S. 145): „In eine gegebene Kugel einen Zylinder ein« 
me ehre i faan, dessen gesamte BegrensongsflOche ein Mazimnm wird.*' Hier 
gibt n^tif^ Auflage zwei Li5«üngen. wührend di' zweitf von IST»!» ri' htig 
aar emt }>e/<n Ijiift. Der Fehler ist otlenbar dudurcii entstanden, daß bmlc 
Wurteln einer quadratischen <ileichung ohne uühere Untersuchung genommen 
and. Ntur die eine entspricht aber dem Maximum der Stmme aus den 
böden Greocfcreisen nnd dem Mantel, die andere der IHffrrenx, 

Aafgabe 102 (S. In der Periph«'ri<- «-iner Kllips«- sind zwei 

Punkte (P, und l\) ^v^eh\ n\ man soll in ihr «'iuen dritten ( /* i s<' Ix 
«timmen. daß der Flächeninhalt des Dreiecks /'j^/*, i*, oin Maximuni mltr 
Minimum wird. — Eine einfache geometrische I herlegung z«^igt, daß es 
nrri Punkte gibt, die Berührungspunkte der beiden zu P^l^ parallelen 
Tangenten. Versieht man die FUcheninhalte mit Voraeichen, so ist das 
ene der beiden so bestimmten Dreiecke positiv, da» andere negativ, daher 
iii.«4 eine ein Maximum, da.s andere ein Minimum. Sieht man von den 
Vorzeichen ab, so ist jedes der beiden Dreiecke al> Maximum f?ir das bt^- 
tr»rff»*nde Ellipseosegment zu betrachten. — Währeiul ilie alte Aulhigt- richtig 
svH Lösungen angibt, zählt die neue, durch eine irrige Deutung des er- 
«chneten Wertes für die Abssisse von verleitet, vier Ijösungen. Weder 
in der alten Auflage, noch in der neuen iftt entschieden, ob ein Maximum 
od«r ('in Minimnm erhalten ist. 

Kinfnrhp geometri*!.<-hf I !)r'rlf>rruiigen, wie <1i*' ♦ Imh ang^führtf, i:»-!i"»r<^n 
i*iitr ui<-ht zum Plane des J{ucli< s, das ja li^r-ispiele tili' die Kt-chmines- 
Torscbrifttü aus der Diflferentiah^thuung geben soll, müßten jedoch zur 
Beleuchtung der Resultate herangezogen werden. So kannten manche Auf- 
gaben Uber Haxima nnd Minima bei Figuren, die der Ellipse (dorn Ellipsoide) 
nn- o<leT umbeschriebeu sind, durch Hinweis auf die Entstehung der Ellipse 
durch P:irnilelpn)jpktion (h < Kreises, oder genauer auf die zwischen der 
tllip«e ((iftti Eliipsoidel nrnl dem Kreise tf!<r Kn;„'ol} ho-tohprulp affine 
Verwandtschaft ohne nennenswerte Kechnung kurz crUdigt werden. Dadurch 
Heße sieb Ar viele andere interessante Aufgaben Raum gewinnen. 

Aufgabe III (8. 160). „Bs ist die größte Ellipse zu bestimmen, 
die erhalfen werden kann, indem man < Ineii gegebenen geraden Kreiskegel 
durch eine Ebene schneidet, welche durch einen gegebenen Punkt des Kegels 
geht.'' Ist q> der Neigungswinkel der Ebene gegen \h.<.\<. so muÜ -in2(;p^ 
län 2« sein, wemi « der \S inkei der Achse des Kegels gegen die Seite ist. 
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Zu (lieser Lösung, die obcnso bei Frenet „TUicueil dVTercic«8 Sur le Cftlcul 
ipfioitesimal", Nr. 216, steht, ist folgendes zu bemerken: 

1) Ist 8m2«< j, d. h. a<15", so folgen ans der Gleichung 
sin 2^ » drin iatwH Bpitw Winkel und (p^für q>, so das 2(p, +29,«=180^, 
<Pä == 90® — q>^. Ist der kleinere^ ip^ der grßßere, so gibt der f/rößcre 
Winkt'I das MaximuTn , <lt r kleinere das Minimum der Ellip^sc. Olu bliese 
Heracrkuntr kann h icht dt r kleinere allein in ßetracht gezogen uud irrtümlich 
als zum Maximunj gehörig genommen werden. 

3) sin 2 o ^ \, Hit q> «* 90^ « beginnend nnd q> bis Nnll abnehmen, 
dann negativ werden lassend, erh&lt man waohsende Werte der SchnittellipM. 
Beschränkt man sich auf soldie Ellipsr-n. die innerhalb des begrenztem 
Kegels liegen, so ist der Basiskreis die größte Ellipse. 

Autgabe 109 (S. 157). „Für welche EUipsenpunkte ist der Abstand 
derselben von dem Punkte » 0, y — — ß der kleinen Achse ein Ifoximnm 
oder Minimum?^ Bei dem Torgeschrieböien Gange der liösung ist eine 
Schwierigkeit bespitiL,d, die nline den dort ancjerrebenPn Kunstgriff für den 
Anfänger fiutsteht. Hezeicbuet niau den Al)st;md des l'unktr^s (0, — vom 
EUipsenpunkte (a, y) mit m, so ist es natürlich, so /.u rccbueu: 

^ + (, + (»)•- ^- (»»- ^ + + 

^:=2(i-^:-) 

Da a > ( angenommen ist, wird denmaeh für 

»-i^rp Ma^(»')-«'[l+ir^^]- 
Ss muB aber y < 6 sein, d. h. /)< (a* — t^/b. AuBerdem ist ni beachten, 

1) ß < (ri* -b*)/b. Man hat Min. u - 6 + /J, Max. u 
1 + , Hinimnm u^±{b —ß)— je nachdem 6 > ^ oder 

b<ß, 

^) (o* — ^/b. £8 ist Max. u^b-i-ß. Mm. u'-±(h — ß). 

Zur vollstAndigen Erledigung der Aufgabe auf diesem "Wege ist also 
die Beiiiek!;ichtigung der Orenzen n5tig, innerhalb deren y nach der Stetig- 
keit sich ändert. 

Aufgabe 108 (8. 157). „Die grSftte Ellipse sn bestimmen, welche 
die vier Seiten eines gegebenen Vierecks bertthrt.** — ^Mao sehe die be- 
treffende Abhandlung von (Jauß, Monatl. Korrespondenz von Zach, Bd. XXlI, 
Seite 112.'' Es ff'blt also an dieser Stelle jede Angabe über den Weg, 
der zur Lösung führt, und über das Resultat der üntersuchong. Die Auf- 
gabe ist eben am sdiwer für einen Anfanger, hätte daher höchstens in einer 
Anmerkung zu einer anderen erwähnt werden sollen. Außerdem wftre es 
besser gewesen, auf d* ii Irirliter sugäugUcben Band IV der Oesammolteo 
Werke von Gauß zu verweisen. 

Wie iu dem eben besprochenen Beispiele hätte Ich auch bei der 
Aufg. 95 (S. 148) Ober das Minimum der Bntfemungssumme von dr«i 
g^benen Punkten statt Bertrand, Jonm. de Lionv. Vlfi, lieber B. Sturm 
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xitiart gweliMi: Jonni. ftr Math. 97 mid ArduT Math. (8) 5, 16, weil 

die ÜberlegimgcQ an diesen Stellen einfacher, die Zeitschritten leichter er- 
hältlich sind. Ebenso ist es nicht «nnzusphen, weshalb (S. 139) für die 
Xon&iruktion eines Kreisvierecks aus duu vier leiten das Lehrbuch der 
Geometrie von Heis nnd E schwell er gerade nachgeeehen werden ma&. 
Das Minimum des Inhalte eines Viereoks mü vier gegebenen Seltoi ist nicht 
bestimmt worden. 

Hiprmit breche ich ab; ich glaube gezeigt zu babf»ii, daß auf den 
wenigen hier berücksichtigten Seiten maxiche Verbesserungen angebracht 
werden können. Im Interesse der studierenden Jugend liegt es, die Auf- 
merksamkeit von Anfang zu schärfen, damit der junge Mathematiker gewohnt 
werde, schon bei der Behandlung solcher llbuugsbeispiele selbständig zu 
denken, niL-bi bloß sich an überlieferte Vorschriften zu klammern. Im 
übrigen sei das Buch zur ferneren Benutzung mit dem Wunsche empohleo, 
daß ea zu telbstSudigen Unfeersuohungen anregen möge. 

fierliii. E. Laufs. 



Johaanes Tropf ke. Gemdiiidkte der ■tomeBtW'MrtlMimaHlr in «yate- 
matiaehwf DanteUimg. Erster Band: Beehneu und Algebra. Vm 

u. 332 S., 1902. Zweiter Band: Geometrie. Logarithmen. Ebene. 
Trigonometrie. SphSrik und sphärische Trigonometrie. Reihen. Zinses- 
zinsrechnung. Kombinatorik und Wahrscheinlichkeitsrechnung. Ketten- 
brflehe. Stereometrie. Analytische Gemnefarie. Kegelschnitte. Haiima 
und Minima. Vm u. 496 S., 1903. Leipzig, Veit n. Comp. 
Das umfassendste Werk über Geschichte der Mathematik, die Vor- 
lesungen des Hrn. M Cantor, ist nach Zeitab-s* hnitten eingeteilt und reicht 
bis 17Ö8. iunt-rhallj jedes Zeitahschntttrs bchündcll es dir- oinzi'luen Gebiete 
der Mathematik nach den Autoren dieser i^eriode uud gibt bei dieser Ge- 
legenheit auch die nötigen biographisoben und bibliograpldsehen Nachrichten. 
Wer sich über eine bestiumite Einzelheit unterrichten will, muß daher die 
drei starken Bände dfr Heihe nach vornehmen, nnd bcisonders in dem 
letzten Band»', wo die Zeitabschnitte verhfiltnisniiiÜig kurz btiaessen sind, 
bedarf es uumer einiger Mühe, um alle» zu>>ammäuzuLrugon, was auf diu in 
Bede stehende Frage Bezug hat. Es fehlte eine systematische Darstsülung, 
in der ein Lehrer einer höheren Schule, der über einen (tegenstand rasch 
eine historische Aufklärung zu erhalten wünscht , nach den be.sten (Quellen 
alle über den Gegenstand bekannten Tatsaclien knapp — der Verf. sagt: 
in lexikalischer Kürze — ^usaiumeugestelit bndet. 

Das ist in dem vorlisgendMi Werke ittr die Elementannathematik ge- 
sehehen. Damit der Lessor bei der Durchsicht eines einzelnen Paragraphen 
inhezug auf die genannten Autoren immer sofoil das Notwendigste vor 
Augen habe, werden stets hinter dem Namen Geburtsjahr, Todesjahr. Hanpt- 
aufenthaltsorte während des Lebens, Steliunguu augeiüiirt. Daduich ist das 
Suchen nach solchen Angaben erspart; die hKufige Wiederholnng derselben 
Notisen wirkt allerdings etwas monoton, und es wftre su überlegen, ob nicht 
eine alphabetische Zusammenstellung der im Werke genannten Mathematiker, 
wie in Finks Geschichte der Elementar -Mathematik, vorzuziehen wäre. 
Eine überreiche Anzahl fortlaufend bezifferter Fußnoten — 1233 im ersten, 
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1836 im zweiten Bande — verweist auf das Quellenmaterial. Im 
Anhange des ersten Bandes ist auf drei Seiten eine Zeittafel zur 
sohichto der algebraischen Zeicliensclirii't gegeben. Danach sind Orginal' 
beispiele aas mathematischen Schriften der verschiedenen Perioden susammen- 
geetellt. 

Das reclit vollHti5ii<li</t' iVrsimüu uinl Ha^-lirt^^n-tHr, d;is am Hchlusso 
des /.weiten Bandes tür das gunzc W^erk gegeben ist, und mit dessen HUte 
jidtr gesuchte Gegenstand leicht gefunden werden kann, hat sieh bei zahl- 
reichen Stichproben als recht zweckmftBig, durchaus zuT«rl88sig und schnell 
snm Ziele f&hrend erwiesen. Dadurcli war es möglich •j^eworden, die Grenzen 
prkenneu, bis zu dmon di*' Darsfellunf reicht. Bfi oiner solrlicn Prü- 
fung wird wohl jeder, wi»* Kef., einige Knttiinsfhnri^'eti frt'alircn , indem 
mauebe der gesuchten Dinge gar nicht aut'geuommen sind oder nur in 
ganz kurzen Notizen, die nicht befriedigende Auskunft geben, erwähnt werden. 
Das liegt natdriich an der nicht hinreichend begrenzten Bedeutung des 
BegrÜfes „Elementartnutheinatik^\ Manches wird jetzt in den Scholen gelehrt, 
was vor hundert Jahren in Uuiv» ibitätsvorlesungen vorg« tragen und damals 
als Bestjindteil der „höheren Mathi inaiik'* an<jr>st'hen wurde. 

Die Zwe«kraäüigkeit des gan/.en riHJies ist einleuchtend, und die 
Durchführung ist eine so gute, daß das Werk viel Anerkennung gefanden 
hat. Wenn ein Historiker der Mathematik von peinlichster Genauigkeit, 
wie Hr. Eneström, in der Bihliotheca Mathenuitica (3, L'13 — ^216 U. 
404 — 413) den hohen Grad der Zuverliissigkeit dieser Schrift rühmt, wenn 
er hervorhebt, daß das Werk, w* il zum Teil auf t^uellenstudien beruhend, 
auch dem Faehniaau hier und tia etwas Neues hrinirt , so ist damit aus- 
gesprochen, daß die (Jeschichte der Klementarmatheiual k des Hin. Tropfko 
als eine nützliche and notwendige Ergänzung zu allen L^rhQohem der 
Elementarmathematik jeder Lehrerbibliothek nicht nnr der hiüieren Schulen, 
sondern auch der Volksschulen einverleibt zu werden verdient. Wie vor 
vierzig Jalnt^ti Raltzers Kleniente der Mathematik iti hcsc lieid» iit r Wniso 
die nötigsten historischen Notizen neben dem Lehrt::inge boten, so hat i1<t 
jetzige Oberlehrer neben der neu entstehenden Enzyklopädie der Elementar- 
mathematik von Weber und Wellstein die Ge8cfai<^te der von ihm zu 
lehrenden Gebiete in dem Torliegenden Werke ansfOhrlich und recht voU^ 
stftndig zusammen. 

Wenn zu Cantors Vorlesungen über Geschichte* der Mathematik 
immerfort Beriehtii^ungen und Ergänzungen durch die Untersuchungen neueicr 
Forscher nötig werden, so wird auch Hr. Tropfke fortwiihreud die bessernde 
Hand an seine Gesciiidite der Elmnentarmathematik legen müssen. Er bat 
ja auch sehen im zweiten Bande eine Reihe von Nachträgen zum ersten 
bringen müssen. Ref. hat in seinen Ixiiden ausfGLhrlicbereu Anzeigen in der 
Naturwissenschaftlichen Hundschau 18, 179 u. 19, eine Anzahl von 

Punkten bezeichnet, wo Verbesserungen anzubringen sind, und Hr. Ene- 
strom hat in den erwäluiten Besprechungen mit gewohnter (iründiit hkeil 
ein großes Verzeichnis von ßerichtigungeu gebracht. Das ist kein Vorwarf 
fOr ein SO umfassenden Werk, sondern solche Änderungen sind duroh die 
Fortschritte in der Forschung bedingt. Wir verzichten darauf, derartige 
Einzelheiten hier zur Spradie zu bringf i. si hlieüen vielmehr mit dem 
Wnnseb«. diß diese verdieastvolie Arbeit die Freude an der historischen 
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fsachuitg Hilter den Mathematikern weckcu und sie zu inatheuiatiscii-hiä' 
•Qiiwhoii Untflnaohmigen anreg«« mOge. 

BetüiL £. Lampb. 

fl. CeU^rier, Ootucs de mtoiiiqn». Pm 1892 Gauthittr-Villu«. 
617 S. 8«. 

ObwoU das vorliegende VV^crk erst drei Jahre nach (iein Tode des 
'•«fküsers v<»röffentli< lit wurde, so ist e« «iocli in vnll'-ni Uinfimfr «ein 
X2^ntum, indem das fertige Manuskript uhne Änderungen zum Abdruck 
Rommen ist. 

AuBwabl, Einteilung und DaFBtellnng des behandelteo Stoffes aind 
M in dem Sinne durchgeflüirt, wie wir es in den Lehrbflchem ron 

PGdK>a. Ihihamel und Broch gewöhnt sind. 

Das Wf-rk steht durchaus in dem Bannkreis der alten 8< hu)e, auf die 
'■'Titf jüiiLTt r. n Vertreter der >!eehön'k etwas gerin gschät7>'nd zurück- 
uiiekec. die aber dessen ungeucblet eine bleibende historische Bedeutung für 
€e rntmichtsentwickluDg unserer Wissenschaft besitzt, indem sie in be- 
vvfita BeaktiOD gegen dns starre Sjrstem der M^ieanique snalytiqne^ 
Lignngeft einen naiven Aufbau versuchte, der den verschiedeniit tiir um« 
^eiLzten Interessen des Mathematikers , dee Physikers und des Technikers 
jsrecht werden enllte. 

i>emt*nti*prö« hend bringt der Verfasser die ^iluiik siigleicb in Verbindung 
dut den Anwendungen auf eintaciie Baukonstruktionen. An die daruuf- 
(^tgande Danteilung der Kinematik schließt er die Elementare Theorie 
4er Yenahnnng und behandelt in den Absebnitten über Dynamik namentlich 
FTigen der Stabilität und der Lehre vom Stofi. Wir treffen eine An- 
wendung der Tiajjr5vn?e«iehMn Gleiehungen auf die Wirkuiitr der Krdbelicu, 
lir durch ihre eigenartige Thirchfübrung Beacbtung verdient und einen 
Abriß der Mechanik fester ela^nscher und flüssiger Systeme, dem mancherlei 
leUae Anwendnngen eingefiigt sind. 

Kttlardhe. K. Heiik. 

I. Lsrnni« Ldurbndi der tedinischen Physik, zweiter Band: Twibai/tC^ 
Wlmalrtire» Manchen nnd Berlin 1904, Oldenbourg. 54i S. 8^ 

UrqntbBglich war vom Verfasser die ^lechanik des defonnierbaren 
Körpers »1« unmittelbare Fortsetzung der Mechanik starrer Systeme > Bd. I) 
vorgesehen. Die üm.stellung iler Reihenfolgn ist jedoeh für das Werk als 
ijsoxes belanglos, da hierdurch die Elast i/.ittitstheorie und die Hydraulik 
ut EiBscHuB der betreffenden Partien aus der vorliegenden Wärmelehre 
bdbsaadelt werden könntti. 

Der reichhaltige und umfangreiche Stoff des sweiten Bandes ist in 
neW'D Abschnitten bebandelt. 

in den beiden « rstt n Teilen werden die albjeirieiueu (inindlafren der 
methanischen Wärmelehre entwickelt und die nächstliegenden Folgerungen 
tos dem ersten Hauptsatze gezogeiL Der dritte Abschnitt bringt das Ku- 
tropiepiinzip und dünit den sweitan fianptaata, an welohen die Theorie 
oidit umkehrbaren Zustundsänderungen und insbesondere die thermischen 
Terginge bei den Nnfidampfinaschinen angeschlossen sind. 
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Da« y«rlialteii der fiberliitsten Dämpfe bat im Tierten AJigohnitt eine 

sehr eingehende Bearbeitung erfikhren. Hier tritt der spezifisch technische 
Charakter der Darstellung am stärksten herv n. Die KUlt^raasehinen, die 
Kompressions -Kaltdampfinaschinpn und die llciüdimipt'inasehinen werden in 
leichtverständlicher Form und mit iieranaiebung der zahlreichen physikalisfh- 
techuischeu Experimoutalforschuugeu eingehend behandelt. Auch fiir deu 
Nidhi'Faefamaim, welchem die Wärmetheorie ak solche bekannt ist, bietet 
dieses Kapitel und das f'olgiende eine anregende Einftihrung in die tech- 
nischen Anwendungen derselben. 

Die Grundzügp der thormoohemisehen Pro/.e.sse, welche den Inhalt des 
fünften Kapitels bilden, sind auf das tür die Technik \\'ichti;^fstp best hränkt. 
Eine weitere Berücksichtigung des lunfangreichen StoUes würde auch wieder 
die Heranziehung von Hilfsmitteln verlangt haben, die den elementaren 
Charakter des ganzen Buches notwendigerweise beeinträchtigt hätten. Aher 
selbst innerhalb dieser Beschränkung ist es dem Verfasser gelungen, eizie 
befriedigende Theorie der Ocnerator- imd Dowsougasprozesse und der Ver- 
brennungsgasniütoreu (^Dieselmotor) zu geben. 

Über Wärmeleitung, Konvektion und Stmhlung gibt der vorletzte 
Absebnitt des Baches einen Abrifi, in dem audi die neoesten physikalisehen 
Resultate herang« /(»gen sind. 

Eine kurze Übersicht der historischen Entwickluni: der Wärmelehre 
und ihrer techniscbrn Ainvrndnnrrpn beschließt «len inhaltreichcn Band. 
Hier skizziert auch der Verlasser die spezifisch kinetische Behandlung der 
W&melehre, welche für den Physiker von hervorragendem Inteiesso ist, 
aber zur Zeit doch noch nicht soweit durchgebildet ist, daß ein technischer 
Leserkreis, wie er für das vorliegende Lehrbuch vorausgesetsEt werden kann, 
jetzt schon Neigung für das Stadium derartiger mechanisch-phjsikalisoher 
Methoden zeigen wird. 

Karlsruhe. K. Hkun. 

H. Sieurd, Traite de ciaematique thtäcrique mit Zusätzen von A. La- 
brousse. Paris 19U2 Gauthier-Villars. 8». 185 S. 

Das vorliegende Werk muß als eine ganz vortreüiiche Emtührung in 
das Studium der BÜnematik angesehen worden. Die Einteilung des Stoffes 

schließt sich an die umfasHt ade Darstellung der Kinematik von KQnigs 

(Paris 1897) au. Das Buch behandelt also nach einer Einleitung in die 
Vektorrrehrinnp die Hfw»'i,'ung dt»s oinzolnrn Punkte s und entwickelt dauri dio 
kinematischen GrundbegriÜe am starren System in geometrifcht r uiul anah tisi lior 
Form. In Anbetracht des geringen Umfanges (185 S.) ist der luhaii ein sehr 
reicher, indem überall die Beschränkung auf das für den Anhänger Wesentliche 
scharf im Auge behalten ist. Je nach den Bedürfiiissen der Studierenden 
wird dabei das (iebotene überhaupt ausreichen, um mit Erfolg das Studium 
der Dynamik zu ermöglichen, oder es wir l tu W t itcistit lM iiden eine 
gründliche Vorbei eilung für eine eingehende Beschäftigung mit dem 
Königsschen Werke gewähren. 

Karlsruhe. K. Heun. 
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.AimiMln poar 1*mi 1004, puldid pav !• burMu dM loagitadM. 
Ptois 1904, Gftuihifir-Vmais. fr. 1«&0. 

Soeben ist, wie jedes Jahr, das Atinuaire des Bureau des Lungitudes 
für das Jahr 1901 erschienen Der kleitu- Band enthält auf 732 Seiten 
wieder eine Fülle von Tabellen und Nutixen, welche der Techniker, Physiker 
wie 3iatbetuatiker stets zur Hand hahen muB. Unter den beigegebenen 
Abhandlungen ist basondeis hervonuhebea: P. Hatt, Explication ^l&noitaire 
dm Mancfl. 

Borlm, Ende 1903. E. Jabnu. 

Gauß, C. F. Werke. Neunter Band. Her. v. d. Kgl. Ges. d. W. jsu 
Göttingen. 528 S. Leipzig 1903, B. G. Teubner. 26 J(. 

Der neunte Band der Gaußschen Werke bildet die Fortsetzung zum 
▼ieiten Bnode und onthältf Ton der ersten Abksndlvng (Beatünmong des 
Breitcuutiterschiedes swisdien den Sternwarten von Göttingen und Altona 
durch Beobachtungen am Ramsdenschen Zenits» kt ir l abgesehen, nur 
nachgelassene .Arbeiten, Notizen und Rechnungen aus dem Gehißt der CJeo- 
däsie. Für den Mathematiker von Interesse sind die aus dem Nachlaß 

sasammengeBteHten Notizm Aber das Erdellipsoid und die geodltisdie Lüne 

auf dem Sphäroid, über die konforme Doppelprojektion des SpbHioids auf 
die Kugel und die Ebene, über die konforme Übertragunsr des Sphäroids 
auf den Kegelmantel, äber die konl'orme Abbildung des Sphäroids in der 
£b«ue u. a. m. 

Was aber die Bewunderung aller erzwingt, ist die ans dem TorUegenden 
Bande mit besonderar Deullichkeit herrortretende Tatsache, daß GauB, der 
princeps matbemflticonim, Gelegenheit gesucht und Zeit gefunden hat zur 
Losung rein technischer Aufgaben. So erfand Oauß für die Zwecke der 
Hannoverseben Triangulation, die eine recht mühsame und zeitraubende 
Arbeit war, den unter dem Namm Heliotrop bebannten Apparat, der 
den Zweck hatte, in dem von einem sehr kleinen Planspiegel reflektierten 
Sonnenlicht einen zweckmäßigen Zielpunkt abzugeben, und /wnr nocb in 
den gröBten Entfernungen, die bei Triangulationeu auftreten kuuuen. 

Berlin. E. Jahkke. 



Alexandroff, l. Aafgaben aus der niederen Qeometrie. N;> 'h Lö^ungs- 
methoden geordnet and zu einem Übungsbuche zusammengeätellt. Mit 
einem Vorwort von M. Schuster. Leipzig 1903, B. O. Teubner. 123 S. 

Der TOT vier Jabrsn ersehienenen fransOsiscben Übersetzung der aos- 
geseiohneten Aufgabensammlung ist nunmehr auch eine deutsche Übertiaguag 

gefolgt. Das Hauptinteresse bietet der zweite Abschnitt: Eonstruktions- 
aufgaben und Lösungsmethoden. Er enthält (il8 Aufgaben und Lehrs&tze, 
die mit großem Gesehick nach den Methoden der geometrischen Ürter, der 
Äbnliohkeit, der Umkehrung, der Symmetrie, der Yersdiiebung, der Drdiung 
um eine Achse, der Drehung um einen Punkt und der Inversion geordnet 
sind. Ein dritter Abschnitt enthUlt noch 138 Aufgaben zur Anwendung 
der Algebra auf Geometrie und ein letzter Abschnitt 160 vermisehte Auf- 
gaben, die allerdings in der Mehrzahl zu rein geometrischen Lösungen führen. 
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Das Werk kaun deu Fachkollegen aufs angelegentlichste empt'obleu 
werden. Aueh wSre es ein dnrdiaiis paeeendee Geachenk Hbr SchfUer der 
oberen Pageea. 

BerUn. — - - E. Jabmki. 

Snyder, T. and Hutchinson, I. DiflineiBtial and intafial oaJUralus. 

New York 1903, Amencan Book Company 320 S. 
Das Buch liiet«^t eine recht geeignete Kinfühning in die DjJferential- 
und Intf'gralrechnuüg. Eine Ffllle von Beispielen dient zur Krl&utenmg 
des Textes und zur Einübung der Methoden. Die Anwendungen sind der 
Kurven- nnd Flfichentheorie entnommen. Bemerkenswert sind die sahlreichen 
Karrendisknasionea (nebst Vignren}, wo das Wesen sEngulBzer Ponkte an 
ebenen Knirm dargelegt wird. 

Berlin. E. Jimn. 

Aataronomlaoher Kalender. Fflr 1905 herausgegeben von der k. k. Stern- 
warte an Wien Wien 1905, Karl Gerolds Sohn. geb. 2,4(> M. 

Neben einer Reihe andersartiger -Aiii^Hben bietet der Kalender folgendes 
Astronomische: Kalendarium mit fortlaufenden Ancubeu über Sonne, Moud 
uud die Planeten, vorher als Einleitung eine populäre Erläuterung der be- 
xtlgliohen Begriffe, weitere astronomi^e Tabellen auoh Uber Fixsterne, 
eine tabeUarisehe Obersidit fib«r das Sonnensystem , ein Veneiehnis geo- 
grapliischer Positionen für eine groBe Zahl wichtiger Orte. Angefügt tliid 
dann noch Anfsät/.e Über die Theorie der Plauetenfiguren, über die Sonnen- 
finsternis am 3U. An/ust HfO.') und über neue Planeten und Kometen. 

Die Ausstattung i6t tiine seht gute. Die Benutzung des Kalenders 
eiibrdert weniger wissenschaftliche Kenntnisse als etwa die des nantisehen 
Jahrbnohes. 

Berlin. — - - E. Eüujoob. 

Bork-Nnth. Hathematlsohe Hauptsätae. Ausgab« fdr Realgymnasien 

und Oberrealschulon. Zweiter Teil. Pensum der Oberstufe (bis zur 
Reifeprüfung). Erst'' Abteilung^: Planimetrie, Arithmetik, Trigonometrie, 
Stereometrie, Kegelschuittu. Nach der zweiten, vom Verfasser besorgten 
Auflage durchgesehene, teilweise nmgearbeitete nnd den P^renBisdien 
Lehrplftnen Yon 1901 angepaßte Ausgabe. Leipcig 1905, Dllir. Ji 3,60. 

Nath hat die Ausgabe von Borks Matliematttdini Hanptailien f&r 

Bealgymnasien und Oberrealschulen mit dem vorliegenden Booh vollendet. 

Der erste Teil wurde im Art hiv III. R. VlII. Bd. S 247 besprochen. Wie 
dieser kann auch der zweit*^ Teil als recht bran(^hbar empfohlen werden. 

Die Stoffauswahi zeigt im Vergleich mit der Ausgabe von 1896 für 
fiymnasien melbesn xahlrei^en kleineren Einsdialtiingen und Erweiterungen 
solche Verlnderungen, wie sie sich Ar Bealanstalten den neuen LdnplinM 
zufolge als notwendig ergaben. So sind hinzugefügt: § 13 (Rückblick auf 
das ßv'^t-m der Arithmetik), § 19 ( Wahrsoheinlichkeitslehr<'\ §§33 — 35 
( OleieiiunL t Ii vierteil (irades. diophanthichc Gb'ichungen, angenäherte Lösung 
numerischer tileichuugeuj, 65 — 68 (Anwendung der 8t<»reometrip auf 
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.5< inatliAnjatische Erd- und Himmelskunde), §§ 84 — 86 (die wichtigsten 
Siöe üh»>r Kegeischmitte iu elementar -synthetisch<*r Behandlung). Die 
JvbietuQg Ues Stoffes ist sachgemäß uud iiiar, dabei i^uut Teil gegen froher 
wwmfadit 80 itt in dem AhMlniitt Uber TrusTenaleii mit Beeht die 
Hofe GUederaig in YomieaetiiijB^ und Bewete feilen gelassen. Das fllr 
äe cleq^entar- synthetische Behandlong der wichtigsten Sätze über Kegel- 
«dmitte Gebotene dürfte nicht ausreichen. Diese Unzulänglichkeit hängt 
rohl mit der 8toffanordiiung zusammon. Nath überschreibt seinen fünften 
Idschnitt „Die Kegelschnitte* uud teüt ihn ein iu eiueu t^tereuuietrischen, 
mta e&aljtiaehen nnd einen eUttnentar^synthetisclien Unterabschnitt, wobei 
4r sweiie dieaer ünterabsduiitte die „analytische Geometrie der Ebene** 
hn&t. Al^<esehen von Bedenken bexllglidi der Art des Di^ponlereiis er- 
äcci-bt die g-ewUhlte Reihenfolge weniger empfehlenswert als die der amt- 
j lea Lekrpliine, wo S. 56 die analytische Geometrie der Ebene zuletzt 
gcoämit wird. Lasse man doch die Schüler der Bealanst&ltc-u iu die 
SABabeiten der Lebre von den Kegebohnitten sonftcbst synthetisi^ binein' 
kG^enl Dann ent folge die an^jÜsobe Geometrie! Bei solchem Ver- 
Unn dürfte die elementar-synthettsebe Bebandlnng der Kegelschnitte zu 
finz anderer Bedeutung gelangen, als wenn man sie gleichsam als Zugabe 
ia »Baljtiscben <l< ometrie folgen läßt. 

An Einzel wünschen seien die folgenden geäußert: Bt^i den sehiet- 
raddsgeii Kooidinatos wflrde 8. 368 besser binzugefügt, daß ParaUelea su 
dm Adwen ca sieben sind, CsUs nicht die Angabe 8. 267 fOr rechtwinklige 
Koordinaten entsprecbpnd abgeändert wird. Bei den 8. SOO nnd 8. 319 
abgeleiteten SStztn, daß die Haupt- und Nebenachsen von Ellipsen und 
HJp^■bt^ln konjugiert bind, ist der Hinweis hinzuzufügen, daß dies der 
&eiehung»torm nach aus öymuietriegründen evident ist. Bei Lehrsatz I. 
& 347 tmd I 8. 366 ist der erweiterte Gdtnngsbereieli lu erwKhnen. Die 
EbfBfaninir ^ nneadlich fernen Ponkte der Kegeisohnitte, die 8. 320 bei 
dcB Asjrmptoten benut/.t wird, geschieht besser ausführlicher und früher. 
Dm S. A5'2 bf-nutzte räumliche Projizieren hätte mehr benutzt werfb-n 
ioUen In der Ahthmetik dürfte sich in Lehrsatz ♦? § 1 1 aui Scbluii eui- 
j^ehien genauer zu sagen, daß die lieibe der Näherungswerte eiueu kou- 
slmteB Grenxwefft bat, wid daß dies der Wert der Wnndl sein soll. Einige 
flkdkn in der Beibenlebre sind wuäi sehivfer sn gestalten. Bei dem 8. 142 
Uhanddten Hewt(mschen Verfahren für die angenäherte LOsung numerischer 
Gleifhungen ist hervorzuheben, daß sich in störender Weise anfienliegende 
Psokte statt der Zwischenpunktt^ ergaben könnten. 

Druck, Papier und äußere Ausstattung siud vortrefflich bis auf eine 
Bäke mangelbafter Figuren. Hier tut Abhilfe not. Die Figuren m^en 
docb snm mindesten so geniebnet sein, daß nicht üngenanigkeiten durch 
<^jLfacbste MeAsangoi nnd Eonstraktionen leicht nadiweisbar sind. Diese 
Mindest ff-irdf^rung ist leider vielfach, besonders m-vrcn <b!s Ende des Buches 
flicht ertüüt. Referent will auf diesen in den Uern liti a für das Archiv 
bei den Lehrbtlcbem immer wieder zu rügenden Mangel im Zusammeuhauge 
a andsrar BteOe antflUirlicber xnrflckkommen. 

Berlin. E> KutLmoB. 
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C. Rohrbaeli. Vioratellige logarithmiBCh -trigonometrische Tafeln 
für den Qebrauch an höheren Schulen. IV. Auflage. Gotlia 1904, 
E. F. Thienemann. 8*'. 36. S. M. 0.80 geb. — 

D&B von den sehr empiehienswerten liohrbachschen Tafeln nun schon 
die Tiefte Auflage endieiiuHi konnte, tsa^ davon, daß erftevlidiairweise 
immer weitere Kreise, Mweit dies angftngig ist, Tierstellige Logiiithmen 
besatsen. 

Schönebeig. E. Ku&luch. 

Scheiuer, 1. Der Bau des WeltaUs. 2. Aufl. Leipzig 190^, ß. Ü. Teubner. 
Preis geb. 1,25 JC. 

Weiter, wind und Wetter, ebenda 1904. Ms geb. 1,25 JC. 
(Ans Natur und Oeisteswelt Bd. 24 n. $5.) 

Diese gesdimaolcyell ausgestatteten Werkchen enthalten bei wstaonlieh 

billigem Preise eine FflUe von zuverlässigem wissecscbaftlichem Material in 
einer auch weiU-n Kreisen :^i!fTiinglichen Darstellung. Das erste zeichnet sich 
vor allem durch eine vom Kirchhoffschen Satze ausgehende Besprechung 
der wohlgesicherten Ergebnisse der Spektralanalyse aus, bei denen die 
HimmelskCrper als „reine TenqjieiatttfstraihleK'* angeislieii werden, und der 
^rorlAnfig nicht trennbare Anteil, den die Flnoresteus aa der Strahlung bat, 
beiseite gelassen wird. Die mathematische Grundlage der Spektralanalyse 
ist, ausgehend von der Planckschen Gleichung und dem Kirc)ib nffsclipi' 
Satze, in einem Anhange zweckentsprechend gegeben. l>»^r äußere Bau des 
sichtbaren Weltalls, wie ihn neben den Eichungen und den Ergebnissen der 
Spektralanalyse AnalogiesdüHsse lehren, wird als der eines Spiralnebeb 
wahrwdieinUdi gemacht. 

Das »weite Werkchen leiebnet „die Grundlagen und wichtigeren Auf* 
gaben der Meteorülogie" in gemeinverständlicher Sprache. Ausführlicher als 
in anderen Büchern sind die Drachen- und Ballonbeobachtungeu behandelt. 
Insbesondere erfährt die Mechanik des Drachenüuges eine interessante 
graphisdw Darstellnng, und diese sowie die ManianftteUnng Aber die atmo- 
sphiriache Energie im 4. Vortrag seien hiermit besondeis d«t PhysiUehreni 
rar Verwertung im Unterrichte bestens empfohlen. Die Zeitschrift des Vereins 
zur FflrderMng der Luftsdiiffahrt erscheint seit 1882 die angegebene Jahres- 
zahl ist zu ändern. 

Charlottenburg. H. Samter. 

Perry. Prehlmeiaal. Volkstttmlicher Vortrag, gehalten in einer Versamm- 
lung der British Association in Leeds, ttbersetzt von Prof. Aug. Walsel 
in Brttnn. Leipng 190 1, R. G. Tenbner. Preis 2,50 X 

Der durcli hervorragende Publikationen auf dem Gebiete der Ingenieur- 
mechanik uud Mathematik wohlbekannte Verfasser hat in seinem bereits 
1890 verftfTentl lebten Vortrage „Spinning tops'' ein Muster populilrer Dar- 
stellung geliefert, das sich bekannten andern vorzüglichen Büchern seiner 
Landsleute Tyndall, Airj usw. würdig anreibt Insbesondere muBtea wir 
bei der Lektüre des Buches an des letsteren „Gravitation" denken, ein Buch, 
in dem ein an sich schwer zugänglicher Stoff ohne die Zuhilfenahme der 
Mathematik bis zu einer erstauDÜchen Tiefe durchdrungen wird. Auch das 
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Kreiselproblom. dem so viele grcjße Mathematiker ihre Kraft gewidmet haben, 
läüt diü^e, weun nicht in allen Punkten auf den ürund gehende, doch den 
HauptersehemuQgen gereolit werdende Dantellimg m. Mit ihm im Ziufttnmen- 
hange aber stehen die «rtranomisolien Erscheinungen der PMaeMioo und' 
Ntitatiün sowif^ die BewepiiD<T 'Irr Mondknoten, auf die eingegangen wird. 
Auch aui die Frage, ob das Krdinnere fest sein müsse, um die vergleichs- 
weise geringe PrUxesäiou zu erkiareu, wird diskutiert. Wir finden hier eine 
AbmJiI Bodi wenig bokannter sehr einlkeher Experimente, die im ÜBtemcbte 
BeaelitnDg verdienen. Den Schluß bildet ein Exkurs ins Gebiet des Magne- 
tismus — ist doch der Magnet einer ITonig\val)e gleich, in deren Zellen 
Gyroskope spielen • — und in die elr-ktrnniat'netische Theune des Lichtes. 
I>ie Abbildungen sind gut, die Übersetzung iast vullig korrekt. Wir sagen: 
ein Sddff sdilingert (engl.: rolls). Wamm der lftngaiT«r«tDrbene Green 
„Herr G." genannt wird, und warum man zu elektrischen Messungen eines 
gerade 65 cm langen Lineals bedarf, ist nas nioht Uar. 

Gharlott«kbaxg. ____ ^ Samtwi. 



Classen, Fr. J. XathematiMbe Optik. Leifaig 1901, Gdaohensche 

Buchhandlung. 

Das kurzgefaßte Lehrbuch kann als ein brauchbares Hilfsmittel den- 
jenigen tiiQpfohlen werden, die sich über die mathematisehe Begrflndung 
des sogen. HujgensBchen FriiKi|is und die daraus ftrilgende BeugungstlMorie 
einen Überblick verschaffen wollen. Gerade dieses Kapitel der Optik bietet 
dem Aufänger besondere Schwierigkeiten. Die Darstellung von Classen 
kann sehr wohl als Einleitung zu den Entwicklungen von Kirchhotf und 
T. Helmboltz über denselben Gegenstand dienen. Dafi der Yerfosaer die 
Folaiisation und Doppelbrelchtiiig in eincnni „mafhematisdie Optik" genannten 
Lehrbucbe gnmicbt berührt, kann der Referent nicht billigen. Wenn aus 
den im ersten Kapitel aufgestellten fünf Erfahrnngssützen sich keine Doppol- 
breohung folgern läßt, so hatte der Autor entweder die Prämissen vermebren 
oder ittr das Buch einen anderen Titel wfthlen mtlssen. Die wdlentfaeorettsehea 
EntwieUungeii sind dnrdi einige Kapitel geometrisofaer Optik unterbrochen, 
die einen au^esprochenen Jenenser Einfloß bekunden. Bei der Kürze der 
Darstellung wird allerdings der Leser kaum eine rechte Vorstellung von 
der Bedeutung der dort entwickelten Lehren erhalten. Die sphärische 
AbenraMoii nnd die Bildfeldkrilmmimg ist gamidit bebandelt, Verxeidmiing 
umA Ariigmatiamus nur Bahr kurz dargesteUi. Zwisdien den verschiedenen 
Graden der Strahlenvereinigung im Meridional- und Sagittalschnitt ist nicht 
genügend imterschieden , was sich auch heim Beweise der Sinusbedingung 
bemerkbar macht. Die allgemeinen Eigenschaften des Sturmschen Bündels 
sind zwar angegeben, aber ihr GtÜtigkeitsbereich ist nicht umgrenzt; bekannt- 
lieh tritt Bobaxi bei der Brechung eines unendlich dttnnen Btbtdels an einer 
Ebene oder einer Kugelflache eine unendlich kleine Brennstrecke auf, die 
mit der allgemeinen Darstellung von Sturm in Widersprach steht. 

Der letzte Teil des Buches, der die speziellen Beugungserscheinungen 
abbandfllt, lakhnet sidi vor anderen Darrtellungen durdi große Klaxbait 
der BeweirfUirang aus. 

Berlin. — ^ A. Gi;.iionnN 
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Hnsil, A. Bau der Dampfturbinen. Liipzig 1*'04, B. G, Tenbner, 
Dm rühmlichst bekauoteu Bttchern des Verfassers über die Tprschietienen 
Arten von Wärmekraftmaschinen schließt sich das vorliegende Bnch über 
*DaiDpftiir1iui6ti in wttrdigar Weise u. Bei der gerade Uber dieaeii Gegen- 
stand Torliftndenen bereits sebr nmfangreicben Literatur war es natftrlich 
nidit gut möglich, viel gnmdsfttzlich Neues zu bringen. Trotzdem kamt 
man dem Verfasser dankbar sein, daß er es verstanden hat. aus den umfan^?- 
reichen Veröffentlichungen imd Versuchen von Stodola, Lewicki, Guterrauth 
und anderen das Wesentliche herauszuschälen und in seiner bekanntezL, 
ftbenidiflidken und leidit&fißdien Fom v o r m tr a gen. Auf wne kwie, das 
HauptsBoUiehe hervorliebende Besdireibung des Wesens der Dampfturbine und 
der Tarachiedenen Dampfturbinenarten folgt eine knappe, fibersichtlicbe Be- 
qprechnng der Theorie des ausstrf^menden Dampfes, insbesondere die Theorie 
der Laval-Dttse, worauf diion die sechs wichtigsten Arten vou Dampfturbm^u 
(Laval, Parsons, Zoelly, Kiedler-Stumpf, Ourtis, Bateau) anhand vorzüglicher 
beldirender Sldaaen und Uitteilnng von Versndisergebnissen eingebend ge- 
s^bildeii werden. — Jedem, der sieb Uber den Bau und die Wirkungsireise 
dieser bauptsächlichsien Dampfturbinenarten schnell imd eingehend niiter- 
riehten will, sei das vorKOgliche Bach angelagentliebst empfohlen. 

Berlin. _ B. Vatib. 

WalUierj K. und Bottinger, M. Teohnisohe Wftimelelire (Thexino- 

dsmamik). Leipsig 1905, Sammlung Göschen. 

"Fs erscheint auf den ersten Blick etwas «rf^wafjt, eine te' hnicehc Wärme- 
lehre in einem Bäudcheu von dem Umfange der kleinen Bucher aus der 
Sammlung Göschen mit einiger Aussicht auf Erfolg ^u behandeln. Es muß 
jedodi den Verfeesem zugestanden werden, daß sie es verstanden ba1>en, 
aus dem umfangreichen Gebiete das für den Ingenieur Wichtige hemns- 
mgreifen und in knapper, dabei aber doch im allgemeinen klarer Form 
zur Darstellung zu bringen "Ha«; Vleinp Bnch wird sirh'^rli'^h vielen 
lugömeurea um so willkommener Mt-in, als es meines Wis-^ens bisher in der 
Literatur an einer solch knappen Darstellung der wichtigsten Sätze aus 
der technischen Wlnnelehre fehlte. Einige Kenntnisse der höheren Hafhe« 
matik werden swar vorausgesetzt, sie beschränken sich aber fast dnrchglngig 
auf die Anfangsgründe der Differential- und Integralrechnung, die heuteutage 
wohl jedem wissenschaftlich gebildeten Ingenieur geläufic sind. Die vi^^len 
zeichneriscben Darstellungen und mehrfach eingeschalteten Zahlenbeispiele 
tragen wesentlich zur Erleichterung des Verständnisses bei. 

Berlin. E. Vater. 



Bcbuberty H. Die Oanssahligkeit in der algebraieohen Qaometrie. 
48. Versaaunlang deatsoher FfaUologMi ond Behuiailnner su Hamburg 
1906 (Festgabe). Iietpdg 1905, Spamer. 

Die sahlentheoretisehen Probleme, in welchen gefordert wird, daß 
gewisse Elemente einer geometrisdien FSgur in rationalen Zahlen ausge* 

drückt werden, haben neben ihrem nicht geringen wissenschaftlichen InterosiA 
auch hohen päde^ogischen Wert; mit ihren Lösungen lassen sich geometrische 
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und trigoiio&driselie S&tze an Zahlenbei^pielen in absoluter Genauigkeit 

vpraTi«»cb an liehen und Aufgaben mit ganzzahligf'n Daten und ganz/alilif^en 
Ergebnissen bilden; beides erhöht das Verstäudnis und das Inttresso brim 
Unt«UTicht. Verfasser bat nun eine Reihe eigener Untersuchungen aus 
diesem Gebiete tOBttnineDge&Bt und in seiner bekannten usprechendm 
Weise dargestellt; leider ist die Literatanngabe recht dürftig, weshalb im 
folgenden einige bibliograp}ii>iclie Ergänzungen gegeben werden sollen. Der 
erste Teil (§ ist Fi g^uron gew^idmet, die aus heronischen Dreiecken 

xusanunengesetzt sind; dabei zeigt sicli die Fruchtbarkeit eines einfachen 
Verfahrens, das tL a. schon von F. Besse 11 angegeben worden ist nnd in 
»einem Kern auf Vieta, ja auf Diophant ziirfickgeht. Da beruht darauf, 
daß in einem heronischen Dreieclc die Tangenten der halben Dreieckswinlvel 
(die „Konstituenten" dieser Winkel) rational sind und dali zwischen ihnen 
eine einfache Beziehung besteht F. Bessell sagt: „Am einfachsten erledigt 
sich die Aufgabe, rationale ebene Dreiecke hemistellen, dnrch die Bemerkung, 
daß es genügt, swei Winkel il, B eines ebenen Dreiecks rutional zu machen, 
damit der dntte es anch sei, nändich T' = (l — AB):{A ^ 7?1."'') Dieses 
•Verfahren wird nun vom Verfasser aut verschiedene Figuren ange\va)idt. 
Für die Elemente von Dreiecken mit drei rationalen Winkelhalbierenden 
(§ 3), die man mit dieser Methode rasch erbSlt, würden sich ihm dieselben 
Ausdrücke ergeben haben, welche E. Kummer am Schlüsse seiner Vorlesung 
über Zahlentheiirie I z. B. Winter 80 81) auf etwas anderein Wege abzuleiten 
pflegte; auch die Aufgabe, heronische Sehnenvierecke zu bilden, für deren 
Elemente Verfasser elegante Ausdrücke ableitet 7), iät vun K. ivummer 
in seiner berOhmten Abbaadlnng') umfassend gelOst Beferent hat vor einer 
Reihe von Jahren an rationalen Figuren üntersueluingen angestellt, die für 
heronische Dreiecke, Dreiecke mit rationalen Wiukelbalbierenden, sowie für 
heronische Sehnenvierecke im Gedankengang und in den Ergebnissen mit denen 
des Verfassers übereinstimmen. Für heronische Dreiecke mit einer rationalen 
ICtteUinie (§ 4. 5), an deren Auffindung Verfasser früher*) einen Weg 
angab, der zum Schlüsse auf in Probieren hinausläuft, ergab sich dem 
Referenten damals auf jenem Wege ein rationelles Verfahren.*) Dnrcb 
daMelbe gewinnt man nicht biuß den vom Verfasser jetzt ebenfalls methudisLh 
abgeleiteten Typus (bezeichnet man die Kotangenten der Hälften der mcht 
dnreb die Mittellinie geteilten Dreieokswinkel mit « und |3, so ist dieser 

Typus charakterisiert durch ß = ^^^^j i bezw, ß — —^y^ , sondern un- 
zählige andere; es mögen hiervon (abgesehen vun den Dreiecken, welche man 
dnndi Zerlegung des nrsprüngliobea I^aiecks, sowie durch deren anderweitige 
Zusammenlegung erhilt) die Fllle heraasgegriffen werden, in denen fi ^ 
Werte bat; 

jnri» 8«« _ 7 «• _ iÄ«t — 8a — a 



1) Aich. (1), es, 871, 1880. Ä, B, Q bedeuten dabd die „Konstituenten'« der 
,4ieroniBehen'* („lationaleD*' bei Bessell) Dreie^winkel, oder anch diese Winkel 
•etbst. 

«) Journ. f. Math. 87, itf.. 184« 

8) Ünt-Bl. f. Math. u. Nat «, Nr. 4. 70. 71, 19ü0. 

4) Näheres hierüber in einem rleniuachst erscheinenden Aufsats. 
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Du Draeck: a-145, 6-240, e««309, 3^«-i387 pafit s. B. nicht 

in den Tora Verfasser bezeichDeten Tvpiis. Seine Annahme, daß der von 
ihm angegebene Typus flpn einzig mogliclien darstellt, beruht wohl auf 
einem Versehen. Da sieb auf diese Annahme die These stützt, dali es 
keine heronischen Dreiecke mit mehr als einer rationalen Mittellinie gebe, 
80 steht auch der Beweis dieser These noch aus. Durch Einachrftnktingen, 
wdcbe VerfiitBser für die Konstituenten macht, erschwert er sieh suweüen 
die Untersuchung; es wäre ihm sonst, als er heronische Dreiecke mit einer 
rationalen ^litfollinie und einer rationaleo Winkelhalbierenden (§ 6) aufsuchte, 
wohl auch das merkwürdige Beispiel a = 250, 6 = 91, r = JHl) nicht ent- 
gangen, welches kleinere Zahlen hat als die von ihm angetiihrteu, und sogar 
ein herooisches Dreieck mit einer ratkmalen Mittellinie und dm ratioiialeti 
Winkelhalbierenden darsteUi Naehdem Verfasser noch (§ 8) dem VerfiUtren 
eine interessante Ausdehnung auf heronische Sehnenpolygone gegeben hat, 
wendet er sich dwr Bildung von Dreiecken mit zwei li? 0) und drei l'§ lO) 
rationalen Mittellinien zu; für die letzteren stellt er durch eine sinnreiches 
Analyse drei Typen auf. Diese Aufgabe ist bekanntlich schon von Euler^j 
gelOst. — Zum Schluß (§ 11 — 13) werden Pyramiden mit rationalen Kanten 
und fationaleni Banminhalt anfgesucht, von denen die Tetraeder weitere 
Beispiele m den bekannteo. Schwe ring sehen bilden. Vor längerer Zeit 
bat Referent das eingangs erwähnte Yerfahrnn auf die Darstellung von 
Tetraedern ausgedehnt, in welchen die K.toten, die Inhalte der Begrenzunga- 
dreiecke und der Rauminhalt rational sind.') 

Das reiche Tabellenmaterial des Büchleins wird gewiß von vielen will- 
kommen geheiBen W4>rden und bei dem Unterricht gute Dienste leisten, auch 
ist 7.U wünschen, daß die Schrift (welche nach Angabe des Verfkssera einen 
Teil eines sj)äter erscheinenden Werkes bilden s dl) in weiteren Kreisen zu 
Untersuehangen auf diesem Gebiete anregt, das in so merkwürdiger Weise 
die abstrakte Zahlentheohe mit der Geometrie verkettet 

Berlin. B. Gümtschü. 



Stodola, A. Professor am Eidgenössischen Polytechnikum in Zürich. Die 
Dampfturbinen mit einem Anhange über die W?innekraftmaschinon 
und üb^r die Gasturbine. Zweite Auflage, Berlin 1904, Julius 
Spnuger. 

Das Studium dieses Werks kann den Hathematikeni auf das ange- 
legentlichste empfohlen werden; behandelt dodi der Veriksser das aktuellste 

Thema der modernen Maschinentechnik mit mathematischen Hilfsmitteln, die 

sich keineswegs bloß auf die ersten Elemente der Differential nr 1 Tntfjrral- 
rechnung beschränken. Herr Sttidola liefert durch die Tat emen ebenso 
dankenswerten wie iut«ressanten Beitiag /.ur Klärung des Verhältnisses von 



1^ Op. min. II.Comm.ar.87y p. 488^01 : „J'ai däjä donnä, 4 diWnatee reprises, 

den Solutions de c« probleme (vide Comm. «0, T II, p. 2;i4; 71, ibid , p. S62), 
sans qu'aucune m'ait entierement satisfaii. Celle que je pre«ente ici, r^unit a 
beancoup d*^l^gance , la plus grande gte^lit^.** 

2) Ein Beispiel dieser Art hat Bx'ferent Arcb. (3), 7, 179, 1904 verflfFentlicht, 
allgemeinere Typen finden »ich in einer demnächst erscheinenden Abhandlung 
desselben. 
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Vrikcuialik und Teoimik und erSffnet der Mathematik «ine reioke Quell« 
w mvgmden Angaben, die hoffentlich nicht angenutzt bkilit. 

In erster Linie fesselt den MafliPinatiker die Theorie der kritischtn 
'"'TflaTif-i.'.^^oliwiiiditrkfiten scbnell!f\Ti(Vui<ier, l)i«^gsanii'r Wollen Diese v*>n 
drmk Stodola nach veräckiedeueu Kichtuugeu aufigebaut« Theorie zeigt uach 
dar inatiieiii«tiaeke& Seite bin die engste Verwandtsckeft mit der Tbeoiie 
im Sdiwingungeii «lasiischer St&be; es treten hier wie dort lineare Diffe- 
nvtialgieichungen vierter Ordnung auf, dio eiuen Parameter linear enthalten. 
r^> d?n kritiscluMi (ifsch windigkeiten entsprci lipndr'n Werte des Parameters 
s ni-n als Wurze ln eint^r transzendenten ( llei< Imiif; in derselben Weise be- 
«aiiüuL wie die Scbwinguugszahlen einei» Stabes uacb l'oisson. Bei Wellen, 
& mit S^eibemUdeni von verlnderUcliein Dnidimesser belastet sind, kommt 
Ben waf ähnliche analytische Firagen wie bei den Schwingnagen hetsFogener 
Sähe. Noch andere E^eotfimlichkeiten bietet die Theorie der kritiscbpa 
lkschirindigkeiten zweiter Art dar, die von der Durchbiftning horizontaler 
Wt-npE herrühren. Die Stabilität des BewepTin^/tistandes b^'i Hmlaufszahlen 
iwisciieu kritischen Geschwindigkeiten wird mit den von Kouth ausgebildeten 
liftodcn der modsmen analytischen Hecbanik nntersnchl 

Sodaiin sind Tersduedene theoretisch interessante Fragen aas der 
Droamik flflaaiger und gasf5nniger KOtper zu erwibnen. Der llicmannsche 
VrrdichtungsstoB wird bei der Bewegung des strömenden Dampfes cliskntit rt. 
7m ein*»rn interessant«"n Iiit»'trrationsproblem. I)ei dem Herr Hirsch den Ver- 
fisser unurrätützt hat, fuhrt die Frage nach der Druck Verteilung in einem 
^xpondieraidan Wasser^ oder DampfttraU. 

Ans der ElastisititstluKHie snen die Üntersaehungea Aber die Defor- 
mation und Festigkeit schnellluufendf r BldsT unter der Wirkung ihrer 
Zrotrifugalkräft»- «sowif n\»'T dio (iröße ond den Einfluß der Dorchbiegong 
|ro6er horizontaler B ht ib n erwähot. 

Sehr wichtig iXir die technischen und ökonomischen Fragen sind uulür- 
fidi difB Erörterungen ans der Thennodynamik. BSn Anhang unseres Werks 
cothilt eine klare Anseinandefsetsang flb«r die Grundlagen dieser Dissi« 
insbesondere Aber den zweiten Hauptsatz; daran schließt sich eine 
^^r<i<:!it übfr die verscbiodtMien Wfürmekraftiiiaschincii und ihre Aijssirhtrn. 
iLTere-^aut ist dabei, mit wie >jrnjßeni Nacbdniik der \'orfas,ser die Krtindor 
(bvor warnt, die theoretischen Grundlagen der Thermodynamik zu ignorieren. 

Über den eigentlich tec^ischen Inhalt des Werks xu nrteUen oder 
«ich nur au beriditsn, lisgt anfierfaalb der Eompetenx des Referenten; es 
MD nur bemerkt, daß auch der nicht technisch gebildete Leser in den 
tedansehen Teilen des Werks eine Falle von anregendem Stoff findet 

A. KinSBB. 



Weber, Eduard Ton. VorlMimgen übor das PfaffMdie Froblffni 

und die Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung. Leipzig 19()(). B. G Teubner. XI u. 622 S. gr. 8«, 
(B. G. Teubners Sammlung, Hand IT.) 

Der Fachgelehrte, dem das vorliegende Buch zur Anzeige übergebeu 
«ordoi war, hat nach mehrj&brigt-m Aufschttbe seinen Anfing unerledigt 
tdssscn niid das Werk der Redaktion snrfickgegeben. Um den Lesern des 
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AreliiTS die Kenntnis des Inhaltes nicht l&nger Tonuentibalten, bat tich 

der Unterseiclinete veranlaßt gt^s<>hen, mit Herrn T. Weber selbst in Ver- 
hindunp zu tretfii, und hat mit Benutzung der von diesem gelieferten A.1I" 
gaben die folgende referierend gehaltene Besprechung geschrieben. 

Vermöge seiner langjährigen erfolgreichen Fon>chuiigen auf dem Gebiete 
der partiellen Differentialgleichungen war Herr t. Weber der gegebene 
Mathematiker zur Bearbeitimg des Themas. Zom Bearbeiter des Abschnittes 
„Partielle Diffeventialgleichungen" in Bd. II, S. 294—399, der Enzyklopädie 
war er wegen seiner umfassenden literarischen Kenntnisse und seiner schöp- 
ferischen eigenen Gedanken von den Leitern dieses großen Unternehmens 
gewählt worden, und somit kann die vorliegende Schrift als die eingehende 
und genaue Durchführung desjenigen Teiles des Artikels in der Enzyklopädie 
beseichnet werdeUf der sich auf das Pfaffsche ProUem beiieht. Das Buch 
entspricht also dem Plaue, den die Teubnersdie Verlagsbnehhandlung mit 
der Sammlung von Lehrbüchern auf dem Gebiete der mathematischen Wisten' 
Schäften mit Einschuß ihrer Anwendungen verfolgt. 

Die historische Entwicklung des Pfa fischen Problems nimmt ihren 
Ausgangspunkt von Pfaffs grundlegender Idee, die Integrale einer partieUen 
Diffarentialgleichimg erster Ordnimg als IntegralftqTiiyalente einer gewissen 
totalen („Pfaffschen") Gleichung m deut«n und dadurch die ToUständige 
Integration der ersteren Gleichung, sowie die Herstellung einer „reduzierten 
Form" für die letztere als äquivalente Probleme zu erweisen. Wäbreml 
Graßmann die zweite dieser Aufgaben und damit die Theorie der Plaft- 
schen Gleichung zu einem vorlüuhgen Abschluß brachte, gaben Jacobi und 
nach ihm Donkin und Bour eine Lösung des ersten Problems, weldie auf 
der Bestimmung je eines Integrals sukzessiver vollständiger Systeme beruht. 
Aber obwohl es Natani und Glebsch gelang, diese Methode auf das 
Pfaffsehe Problem 7,u fibertragen, und Frobenius durch Anfdeekung der 
algebraiscben Grundlage dieses Verfahrens dns Problem, einen Pfaffschen 
Ausdruck auf seine kanonische Form ui reduzieren, vollständig erledigte, 
blieb es doch erst Lie Torbehalten, durch ZurQcIqpreifen auf Pfaffs ur- 
sprünglichen Ansatz und die damit verbundene Schaffung der Begrüfe 
Flftchenelement, Elementvwein , Berähnmgstransformation jene beiden Pro- 
bleme wieder zu vereinigeB und ihrer gemeinsamen endgOltigen Lösung 
zuzuführen. 

Das vorliegende Buch macht eä sieb nun zur Aufgabe, diesen verschiedenen 
EntwicVlungsphasen der Theorie in gleicher Weise geredit zu werden und 
dieselben nicht nur nach ihrsr historischen Entwicklung, sondern vor allem 
in ihrem inneren Zusammenhange ersdij^fend darzustellen. Der erste, dem 

Pfaffschen Problem im engeren Sinne gewidmete Teil des Burhs beginnt 
mit der Definition der „Klasse" eines Pfaffschen Ausdrucks und der 
Formulierung des Aquivalenzproblems i^Kup. III). Die älteren Methoden von 
Pfaff und GraBmann fahren sodann znr Herstellung einer Noimalform 
des Pfaffschen Ausdrucks und damit zu einem ersten Beweis des „Fun- 
damentaltheorems'^, welches den Zusammenhang zwischen der Klasse und 
der Nornnlfonn ausspricht (Kap. IV). An die üntorsnehung der mit dem 
Pfaffschen Ausdnick invariant verknüpften vollständigen Sj'steme (Kap. V) 
schließt sich dann sofort eine zweite Herleituug des Fundamen taltheorems 
auf Grand de« von Natani, Clebsob und Lie ausgestalteten Jaeobiaohen 
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Rednktionsschemas (Kap. VI). Aus der Betrachtung der IutegralH<mivr\)ente 
einer Pf äff sehen Gieiühuug fließen die Begrili'e „Elemeutvereiu' i^Kap. VII) 
and ,,Berührung8far«aflfoniuitioii**, welche dann rilekwSrts wiederam fBr das 
Pfaffsche Problem verwertet werden, insbesonilere zur allgemeinen Er» 
ledigung des Aquivalen7i>] i llem.s dienen fKap. VIII). Dio Wiederaufnahme 
der Entwickelungen von Kap. VI führt den Verf. zur Methode von Frobeuius 
und ihrer Verallgeuieioerung (Kap. IX j, ferner zu dem Lieschen BegriiT der 
mit dem Pfaffschen Atndraok inyariant verknttpften infinitenmalen Trans- 
focmationen tind damit zu einer dritten, invariantnitl i uretischen Grund- 
legung der Pfaffschen Theorie, weiterhin zu dem Begriff der infinitesimalen 
Berührungstransformation (Kap. XY Die Definitionsgleichimgen der endlichen 
Berührungstransformaliuueu (Kap. XI) liefern noch eine vierte ikiethode, die 
FaudamentalMtsa der Theorie zu begrOnden, und bilden zugleich den Über- 
gang zu dem zweiten Hanpttnl des Werks, der Theorie der partiellMi 
Differentialgleichungen erster Ordnung. 

Die Voranstellung des Lieschen Integi-albegrifls ermöglicht es, alle 
Haaptsätze dieser Theorie durch einfache begriffliche Umdeutung der bis- 
herigen ürgebnüse abzaleiten, w<Nranf die liieren Methoden, insbesondere 
die Ganchjsche CharakteristilEentheoric und ihre Übertragung auf In\ - 
lutionssysteme, sowie die sogenannte Hamilton- Ja eol) i sehe Theorie der 
dynRmischen Differentialgleichungen durch geeignete Spezialisierung dem 
äiigemeineu Schema eingeordnet werden (Kap. XII u. XIII). Auch Lies 
V^ktionengruppe, sowie B&cklnads Erweiteniag der Lieseheo lategntions* 
iheorie erweisen s'n-h als Speziiliime der allgemeinen Theorie des Ff äff sehen 

Pioblerns iKap. XIV'). 

Außer zahlreichen neuen Einzelheiten in der Darstelluni' ff^r verschiedenen 
Theorien und ihres Zusammenhanges, sowie in der Durchführung der Beweise 
■ind von eigenen üntersuohnngen des Verf. herrorsnheben: die Sitae flbor 
die analytische Beschaffenheit der Normalform (Kap. VI, § 3), die Verall- 
gemeineruTifT d^r Frobeniusschen Methode (Kap. IX, § -1) und ihre Ver- 
wertung für die Bäcklundsche Theorie (Kap. XIV, § 5), endlich ein Teil 
der S&tze über iuömtesimale Transformationen eines Pfaffschen Ausdrucks 
(Kap. X). 

Die beiden einleitenden Kapitel des Werks enthalten die Ableitung der 
irr. folgenden benutzten Detenninantensittzo , insbesondere die Theorie der 
Matrizen, der linean^n Gleichungen und der schiofsymnietrischen Determi- 
nanten (Kap. I), ferner eiuu ausföhrliche Darstellung der Theorie der linearen 
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung nnd der Systeme solcher 
GleichnogeB, sowie dw Systeme nnbesehiftnkt integrabler totaler Differential- 
gleiohungen. 

Am Ende des Bandes findet man eine historische Übersicht, ein Wort- 
und Sachregister, endlich ein Literaturverzeichnis. 

Berlin. £. Lampe. 



MarcoIongOy B. Teoria matematioa dello eqiuübrio dei oorpi elaetioi. 
HY TL 866 8. Milaoo 1904, ÜMco Hoepli. 
Ali fuiea der iMÜslitan Mannali Hoepli TerttfRantiidit, behandelt das 
Bodi in möglichst elementarer Weise die mathemaüsohe Theorie der 
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"Flasf izitSt. Um die nötigen Hilfsmittel dem Leser bereitzustellen, schiebt 
der auf df>m Gobiott; der matbematlBchen Physik rühmlich bekannte Verf. 
einige einleitende Kapitel voraus, welche die Lehre von den harmonischen 
und poljhannoiiiscb«!! Fooklioneiif die Hauptsätce Uber die KewtonBoben 
Potentialfunktionen und die Prinzipien der Mechanik kontinuierlicher 
Körper in knappen Umrissen vorfähren. Wegen der Grenzen, die in dem 
Manuale inne7:ulia1tfn sind, werden dann nur die Fragen erörtert, welche 
sich auf das Gleichgewicht der elüstlsehen Körper von drei Dimensionen 
beziehen, natürlich auch hier nur solche, die keine höheren Hilfsmittel der 
AsalytoB %a ütiet Bewältigung verlangen. Ah ein klar geschriebenes Lebr- 
buch wird das Werkdien fttr Stu^erende rar ersten Emlttbrong ledit 
nfltzlich sein. 

Berlin. £. Lamfb. 

PMCftly Ernst Bepevtoxhun der Mheamk MMheauitik. II. Teil. Die 
Gtoometzle. Ansorisierte dentsdie Au^be nach einer neuen Beaibeitniuf 
des Originals. Von A Srhepp. Leipzig 1902, B. O. Teubner. 8^ 

9 u. 712 S. Preis geb. 12. 

Als ich kurz nach Empfang dieses Buches einige Kapitel genauer durch- 
gesehen hatte, beabsichtigte ich, ihm eine eingehendere Hesjjrechung zn 
widmen, wurde aber durch das unvorher^^ebbare Zusammentreffen ver- 
sduedener ümsttade geswungen, die Ansfllfaning mmner Absiebt immer 
weiter hinaunraaefaieben. Non befindet sieh du Buch schon in Tieler HSnden; 
es genügt daher wohl, eine Irane Kennzeichnung von ihm zu geben. 

Wie in der Vorrede zum ersten Bande erwähnt wird, soll das Buch 
eint; Art „Taschenbuch" für Studierende der Mathematik bilden, worin sie, 
kurz zusammeugefaüt, aiic jene Begriffe und llesultate wiederünden, die sie 
sidi wfthfend ihrer Stndienseit naeb tmd nadi aattgnen BoSkn. Jedenfalls 
bat damit der Vecftaser ans Beeeheidmlieit seinem Bndie dne m «ige 
Bestimmung TOi^eschrieben. Solche Idealstudenten, die auch nur den größeren 
Teil der in dem vorliegen d'^n Bande enthaltenen Kapitel »»iTiigermaBen be- 
herrschen, dürfte es wenige geben. Das Buch wird sicherlich einem viel 
weiteren Leserkreise mit großem Nutzen dienen. Es sind in ihm wohl 
aiemlieh alle Teale d«r Geometrie berllehsichtigt; nur der Idnematisdieii 
Geometrie^ einer beutsutage viel behandelten IHniplin, ist kaum ErwUraung 
getan. Anwendungsgebiete wie darstellende Geometrie, Ghraphostatik etc. 
wurden grundsätzlich nicht berücksichtigt. Jeder Kenner eines Spezial- 
gebietes wird natürlich in dem entsprechenden Kapitel dieses Repertoriums 
vieles vermissen; auch Ungcnauigkeitcn in der Formulierung von Sätzen, 
in den Idteraturrerweisungen u. dgl. sind nnscfawer heranssnfinden. Trota* 
dem wird jeder Qeometer sicherlich mit Nation das Bach tm Baad 
nehmen, sobald er in einem ihm nicht durch Spezialforsohong bekannten 
Gebiete einen Überblick über die wichtigsten Sätze und die Haupt- 
werke der Literatur gewinnen will. Ja selbst, wenn der III. Band der 
Kn/jklopädie der mathematischen Wissenschaften abgeschlossen sein wird, 
durfte dieses BepertMiom diesbexüglicb seine Bdle noch nicht ausgespielt 
haben. Wie eine Vergleichung mit dm bis jetst erschienenen Heften des 
Bandes in zeigt, finden sich eben in dem Repertorium elementarere Dinge 
nodi erwfthnti die in der Enajklop&die keine Stelle mehr fanden. 
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Anf Ai^ Anffihninp von Ungeoaatgkeiteii. Ii*» mir aufgefallen, v«mchte 
ich: denn e-^ ist ja selbst verstJIndlich, daß oinp solrh gewaltige Arbeit^ wie 
ae> Lier eiu einzelner geleist«t bat, mit Fehlern behaftet ist. 

Möge dsB Baeb nur Verbraitang d«r Kenntnis des GtMmUgMdti der 
GNOietaria damit sur BeUbnpfiuig des su weit gebenden Spesinlistentiuns 
bntngenl 

Wieiif im Febnur 1905. E. MOllbk. 



Ibnluw, M* mnori« te Bliklfinlll^ L Bend: E in f Abrang in die 

Maxwellaebe Tbeorie der Elektrisitftt von A. Foiipl. Zweite, 
vollständig umgertrluMtete Anf läge. hf>ransgegeben Ton M. Abrahem. 

XniT u. 443 S. Leipzig 1904, B. (i. Tfuhncr. 

Mit vorliegendem Werke wird dem Physiker eine von M. Abraham 
besorgte zweite Auflage der bekannten Fupp lachen Kialührung iu die Max- 
velladie Theorie geboten. 

Wenn des FOppIsehe Werk nebr als ein anderes Bnch lor Verbrntimg 
dir Kenntnisse der Elektrizitätslebre beigetragen Imtte, so verdankte es dies 
in erster Linie der unfienöhnlichen pädagogisclien Begabung des Verfassers, 
seiner Gabe, die wesentlichen Züge der M ax wel Ischen Theurie bestimmt 
kerrortreten za lassen und die Details in so uatürlicber Weise anzugliedern, 
dsA der Stodiciwide ein vonQglidiee GetemtbOd «riudi üm ein denutiges 
Resnltit m enielen, bediente sieb Fflppl einer nngemein klaren, an kon- 
krete Bilder anknüpfenden, zuweilen ins Breite gehenden Sprache. Aus einem 
solchen Werke, welches im übrigen durchaus den Stenii>el selbständigen 
Denkens au sich trug, konnte der Leser fast mühelos tiefgehende Keontoisse 
Too der Maxwellscheu Theorie sich uneignen. 

Nehmen wir die Abrahamscbe Bearbeitung des Föpplsdien Werkes 
snr Hand, so empfinden wir anfbngs eine Enttansebnng. Ziel nnd Zweck 
des Föpp Ischen Werkes sebeinen Terschoben. An Stelle der gekennseichneten 
Föpplschen Darstellungsweise ist eine knappe, abstraktere analyti^ he petreten, 
und es ist bald ersichtlich, dali das Abrabamsche Werk sich an tiiun ganz 
anderen Leserkreis wendet, nämlich an einen Leserkreis, dem die (irundzüge 
der Maxwellschen Tbeorie bereits bekannt sind. 

Habeo wir uns aber einmal mit dieser Tatsache abgefunden, dann dflrfen 
wir auch der Abrahamseben Bearbeitung unsere Anerkennung nicht ver- 
ngen- Gründlichkeit und Präzision sind seine Haupt Vorzüge. 

Dtr Inhalt des Werkes zerfüllt in folgende Hauptabschnitte: 1) Eine 
Einleitaug iu die Vektoranalysis, 2) Das elektrische Feld, 3) Das elektro- 
raagDetiaehe Feld, 4) Weiterar Ausbau der Theorie. Diese Hauptabschnitte 
«1^ wieder in Kipitel dngeteili Bei dieser Einteilang fUlt auf, daB der 
clektnache Sfo-om als Unterabteilung des Abschnitts elektrisches Feld erörtert 
^rd. führend der Magnetismus später unter dem Uauptabsobnitt elektro- 
magnetisches Feld bebandelt wii"d. 

Wenden wir uns zunächst zu der Abrahamschen Einführung in die 
Tektovanalysis. Im groBm und gansen hat der Verfasser die BeieichnungS' 
weise der mathemaMsdien SnsyUopIdie adoptiert DaB die skalaren Produkte 
im allgemeinen nicht durch Einschließung in runde Klammem gekennzeichnet 
wvden, daft diese Eioschlieflung vielmehr nur da angewandt wird, wo eine 
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Auseinajiderhaltung der Faktoren eines kompli/icrtorpn Produkts wAnsch^ns- 
wert erscheint, ist ein bestimmter Voraug. Kine weitere Abweichung von der 
BeMic1munggw«iBe der Enzjklopftdio wSre aber noob m empfebleD, nSmlicb 
dne konaequent durchgeflUirte Kennzeichnmig der Abeolatwerte eines Vektors 
durch die entsprechenden lateinieoheii Buchstaben. Abraham schreibt die 
Absolutwerte der Komponenten finos Vektors mit gotischen Buchstaben, 
trotzdem letztere nur für Vektoren bestimmt sind. — Auf S« ite 10 ist nicht 
unterschieden zwischen Komponenten eines Vektors und dcu Absolutwerten 
dieser Komponenten. Auf 8. 11 Fig. 4 stimmen die Beseiehnimgen nicht 
mit dem Text fl1)tt«in. — Bei der Ableitung der TektonnalytiBdien Fotmelo 
verfährt Abraham oft so, daß er die vmkommenden Vektorm zuerst in 
ihre Komponenten nacli drn Rirhtnnp^pn df»r zunehmenden r, f pines 
Koordinatensystems zt-rlogt. den gtsu« htt-n Ausdruck für eine einzelne Kom- 
ponente ableitet und dann veraligemeinert Kin solches Vedahren begibt 
sidi des bedeutsamen, cbaralcteiiBtiBebeB Vorteils der Vektoralgebra, nftmHch 
ibrer ünabbftngigkeit TOn einem Kowdinatensjstem, ihrer IbiTwrianz. Bend- 
kartesisdie Beweise sind Notbehelfe und sollten ganz aus der Yektoranaljsis 
ausgemerzt werden — Einen nnverliiUtnismilßicr großen Raum nimmt bei 
Abraham die Belumdlung der Vektorfilder ein. Obwohl dieser Gegenstand 
wichtig ist und muht ohne Geschick behandelt wird, so gehört doch eine 
80 aniÜRdirliebe Behandlung nicht in das vorliegende Werk. Werfen wir 
Bimmehr einen Blick auf die Behandlung der Elektrostatik, so bemerken 
irir znnilebst, daß die gewählten Maßeinheiten abweichend von den in der 
nmthemnt!f5ch*»n Enzyklopiidie zur Anwendung kommenden sich an die Cou- 
lomb sehen Messungen ansc hließen. Und zwar mit Recht! Na» hdcm nämlich 
durch die neuere bedeutsame Entwicklung der £iektronentheorie die elek- 
trischen Quanten wieder in den Votdergnmd getreten sind, und Aidurdi die 
Kotwradigkeit gegeben ist, für die swischen ihnen wirkenden Krftfte die 
einfachsten mathematischen Ausdrücke zu wählen, mußten die in aus den 
Gleifhun^on für dio Elektronen verschwinden imd dafiir in den FeldL»^] cv-hiificfen 
auftreten. Im übrigen ist die Behandlung der Elektrostatik elegant und 
instruktiv. 

Entsprechend seiner Wichtigkeit nimmt der Absehnitt Uber das ^ekbro« 
mi^etische Feld den gr&Bten Raum ein. Man findet hier aufier der all- 
gemeineren Theorie des Feldes, welche exakt und eingehend erörtert wird, 
wichtige Ka})it(d über Schwingungen gekupjicltcr ^Systeme und über elektrisrbe 
R*»sonanz, welche iu der drahtlosen Telegraphie eine so eminente praktische 
Bedeutung gewonnen haben. Ferner hat Abraham in diesem Abschnitt 
die Theorie der Reflexion der Wtanestrshlen durch Metalle behandelt, one 
Theorie, welche Drude bekanntlich zuent aus den Max wellsehen Gleiehnngen 
gewonnen hatte und welche durch die Versn<^e von Hagen und Rubens 
?o sdinn bestätigt worden sind. Erwähnung verdient auch die Behandlung 
der rortptiauzimg elektromagnetischer Wellen längs Drähten und Kabeln. 

Im letzten Abschnitt, betitelt: weiterer Ausbau der Theorie, treten die 
eignen the<»etis<^«i Ansichten dee Verfassers mehr als anderswo in den 
Vordergrund und twar besonders bei der Erörterung der Eigenschaften feno- 
magnetischer Körper, speziell des remanenten Magnetismus und femer bei 
der Behandlung der unipolaren Induktion und der Frage der Relativbewegung 
und der absoluten Bewegung. Was letztere Frage betrifft, so scheint Befe- 
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reoten eine Lö6iiDg dieses schwierigen, viele Rätsel bietenden Probleuis noch 
in w«it0r Fern«. Sa fehlt Bogar «inslnreilen noch m eiaer Uftran eindeutigMi 
Fkagestellung. 

Nur dlf weitere Aw-mwilimg wertTollAn BftQhni^htiin g^m ftt ^ f^lt^ Iniiii 
hier Licht verbreiten. 

Zum Sehlusse wflnsolian wir dem Abrahamscheu Werke eine recht 
weite VerbmtDng. Wenn es raeh, maadieai Leser etwas Woke meehen 

wird, sich in das Werk hineinzuarlmten, 80 wird er Air diese Mühe dodi 
reichlich Lolohnt (Inrch ilip O^winnung neuer, int pressanter Gesichtspunkte, 
duroh die Vertiefung seiner Keantnisse vom fitektromaguetismus und nicht 
nun mindesten durch den ästhetischen Genuß, welchen eine in gewandter 
Sprache abgefaßte^ knappe und exakte DarateUnng der Elektridtfttslehxe be- 
rexten moB. 

Bonn, Physikal. Institut im August 1905. A. H. Buohbbjbk. 



Thoniae. Sammlung von i-ormoln und Sätzen aus dem Qebiete 
der elliptischen Funktionen nebst Anwendungen. Leipzig 1905, 
B. G. Teubner. 

Die Gründe, die den Herrn Verfasser bewogen haben, das in der 
Übenebrift genannte Werk herauszugeben, sind in der Einl^tung genannt. 
Eine Sammlung Ton Formeln und Lehnriltien com Oebrauidia der 

ellipti-scbeii Funktionen ist von Herrn Schwarz herausgegeben worden. 
Dieselbe baut üicb im wesentlichen auf die Weierstraßiscben Grundfunktionen 
tf(«) und p{u) auf und hat eine weitgehende Verbreitung gefunden. Nun 
hat es ntk geseigt^ daB für nne Reihe von Problemen die Weiers traflischen 
FonktionMl weniger geeignet sind als die Jacobiscben. Der Herr Verfasser 
nennt mit Recht die Probleme, die zu wirklieben Rechnungen führen, und 
hat sich infolgedessen entschlossen, eine ähnliche Foimelsanuulung auf 
Grund der JaeobisdieD Funktionen herauszugeben. 

Der Hexr Vorfiuser kann tidier sein, daft sein Voi^gehen ^on soldien, 
die sich mit Anwendnngou beschäftigen, dankbar begrflfit werden wird. 

T)if> Sammlung bietet auf dem kurzen Räume von 26 Seiten eine über- 
grotie Anzahl wichtiger Formeln aus den verschiedenen Teilen der elliptischen 
Foaktionen dar. Es werden die Thetaftinktionen, die gewöhnlichen eUip- 
tisdieo Funktionen — und awar nebot der Sinus-, Koeinus-, Deltaamplitade 
insbesondere die Tangensamplitude und der Quotient der Sinua> und Delta- 
amplitude — die Zeta-, die Omogafunktinnen iirvl endlich die Terschiedenen 
Arten der elliptiscben Integrale in Betracht genügen. 

Freüifih will es Refimaitett encheuien, als wenn die Darstellung bis- 
weilen eine zu gedringte wire und eine etwas breitere Ansfllhrang an 
einigen Stellen die praktische Brauchbarkeit des Bodies wesentlich erhöhen 
würde. So fehlt z. B. die für die Anwendungen so ungemein wichtige 
Tabelle fOr die Substitution halber Perioden bei den Tbetafunktionen. 
Die aUgemsine Snbatitationsfonnel, die der Herr Verftsser pag. 2 unter III 
gibt, bietet denn dooh m wenig, und aneh die Formeln 4 unter III dflrftem 
nicht allen Lesern genügen. Die trigonometrischen Reihen der elliptisdieil 
drei fundamentalen Funktionen finden sich nicht vor. Am Schlosse sind 
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zwar die entsprecbenden Reihen ittr die Logarithmen der Funktionen ge- 
geben, indfliMni haben doch auch die DantettttageB der Fmiktionett aelbat 

ihre Bedeutung. 

Die lineare Transformation (l<»r Thetafunktionen ist nur Kfanz \\irz 
skizziert, die lineare Transformation der elliptischen Funktiouen im wesent- 
lichen nur fllr die Quadrate derselben durchgeführt, ebeoeo ist nur ein Teil 
der Formeln der qnadratiaehen Tranefixtittation angegeben. 

Da in der Vorrede die Aufgabe der Berechnung der elliptischen Tram- 
zondenten in den VoidtT^^ruTnl gerückt wird, so würde eine Hiuzufügung 
von Tabellen, wie sie sich in emigen neueren Lehrbüchern hnden, sicherlich 
von einer Anzahl von Lesern dankbar begrüßt werden. 

Die Beniehnongen, die der Herr YerfiMser braucht, nod som Teil 
eigenartig. So definiert er die Funktion 4^(3) dnvoh die Reihe: 

gtmvi-i-imM 

oder auch; 

1 + 2g eo»«t + cos 2#i + . . . 

Es entspricht hiemach dnem reellen Argiunente der Thetafnnktionen ein 
rein imaginlreo der Kosmnsfanktion , was im allgemeinen nidit flblich ist; 
daneben wird 9(2) gesetzt, wo Jacob i ^|(ir) setzt. 

Femer werden die drei Jaoobiächen Gnmdiunktionen durch 

an«, eaM» da» 

hesndmet. Die Grttnde faierfllr sind Seite 24 angedentet und in dem 
Werke des H«m Verfassers „Elementare Theorie der analytischen Fonktuinoa'* 
pag. 124 etwas rHher ansgeföhrt. 

Rei'ereut hat nicht die Absicht, die Zweckmäßigkeit der T ho m aeschen 
Bezeichnungen sur Diskosnon zu ziehen, rnSehte abw bei dieser Crelegenheit 
den Wnnseh aussprechen, daß es, wie auf anderen Gebieten, so andi anf dem 
der elliptischen und böheren Transzendenten gelingen möchte, allgemein 
geltrndc einheitliche Bezeichuuugsweiscn einzuführen und damit dem heutigen 
Zustand der Vieldeutigkeit der Bezeichnungen ein Ende zu machen. 

üm die Brandibarkeit der Formeln und SUso darzntun, ist «me 
gr&ßere Reihe interessanter Anwendungen hinzogefOgt, die sidi auf T«r* 
schiedene, teils genniotrische, teils mechanische Aufgaben beziehen und um 
so freudiger zu begrüßen sind, als die deutschen Lehrbücher nach dieser 
Richtung hin nicht gerade reich ausgestattet sind. Freilich sind die Pro- 
bleme, wie auch der Herr Verfasser herrorhebt, zum Teil in sehr knapper 
Form dargestellt, aber auch in der TorliegSttden Form sind sie geeig;net, «n 
erhöhtes Interesse fOr Aufgaben zu erwecken, die an Zahl und Bedeatnng 
ständig zunehmen. 

Dresden. M. Kbacsb^ 
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1S5. Liegen ▼i«r Punkte J^, A^^ auf einem Kreise^ so be- 
stfibt iwiaeheD ibnen folgende Betnebung: 

«38 "U «34 - «Sl «84 "U + «18 «14 '^84 " «W «31 «1« " <> 

und a■J^ f\pn Abstaud Ä^Ä^ bedeutet. 

Berlin. E. Jahmkk. 

Maa BttdiA di« Formeln 



welche aus irgend einer Kurve (r) eine andere Kurve (q) ableiten, so daB 
die Tangenten in zwei entsprechenden Punkten iff(x,y), iif}(X|, auf der 
OrdiDatenaefaee zwei gegebene prajeküre Beiben xeiiÄnen; d. h. wenn die 
Ordinaten der Treffpunkte der Tangenten mit der Acbse Off mit t und /| 
beseiobnet werden, toll man baben 



Äbniiche Aufgabe flbr die eatspnwbendeu Nrnmalen oder IBr die 
Nomale in M und die Tangente in Jfj. 



137. Jeder Kreis einer Schar berühre eine feste Kurve S, tmd ^'ehe 
durch den dem Berührungspunkt zugeordneten Krümm ungsmittelpunkt von 
ft,. Alle diese Kreise berühren noch eine zweite Kurve S^. 

Reduziert mcb ft| auf einen Punkt, so moA tt^ ein Kreis oder eine 
Uigarithmisebe Spirale sein. 

Wählt man als Kurve fi'« eine Oerade, so ist die Hostalt von fi'j mit 
Hilfe rechtwinkeliger Koordinaten durch folgende Gleichungen bestimmt: 



+ + <r(i + d — 0. 



Lftttteb. 



J. Nminiao. 



— a |# -I- sin d (2 cos , 
y — a [1 + 008^ (2 + cos^)J — 4aeos* v • 



Breslan. 



M. Pbcbb. 



Andiiv 4ar Mstbaaiatik udiI Phjiik. UI. lUlhs. X. 
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138. Das größte der Kardioide 
Rechteck hat die Eigenschaft, daß die 
mit den Endpunkten einer der beiden 

|a (Vio + YlOO + l/lOÖo) haben. 

Breslau. 



r => 2a(l + cos <p) einbeschriebene 
Verbindungslinien der Kurvenspitze 
kflnern Bechteckseiten die Summe 

0. OUTSOHB. 



139. AtiT «in horizontal liegendes, ebenes, aus rechteckigen Maschen 
mit den Seitcnlängen a und h bestehendes Oitt^rwerk wird eine Nadel von 
der Länge c geworfen. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß sie auf 
de& Gittoiwerk liegun bleibt? 

Zur Ytrmsh/isbxakg aoUeo die Stftbe dei CKtterwerbi als unendlich 
dünn, die Nadel ale ein unendlich dünner homogen mit Masse belegter 
Streifen angenommen werden; auch soll die Nadel in dem Auf^priblirV, in 
dem sie losgelassen wird, eine genaue horizontale Lage haben. Ein Fort- 
gleiten auf dem Netzwerk soll ausgeschlossen sein. 

Jede belisibige Lage der Nadel im TerklltDis sum Gittwwerfc soll ala 
gleidunOglieh angesehen werden; diss wire in der Ftrans etwa realisiert, 
wenn der Person, welcbe die Nadel fidlen Ufit, der Anblick des Gitlmrwerks 
entiogen wäre. 

Potsdam, 34. Augast li»05. Otto MussinB. 



140. Die durch die beiden Eigenschaften 

deünierte Fnnktäen der beiden Variabein i und n wird eine Fakulttt genannt, 

t ist die Basis und n der Exponent (Sc hl Omilcbs Kompendium d. bfib. Analysia, 
II. Bd. 3. Aufl. p. 12, 23 sqq.). Ist mm v eine gaaae poutive Zabl, so 

hat man 

^(<, v)-(< + y-l)^(<,v~l) 

- (< + V - 1) (« + 1» ^ 2) 1(1 V - 2) 

-(« + v-l)(*-f v-2)(e + »'-3)...(/ + l).«^(/, 0), 

oder weil der letzte Faktor = 1 ist, 

Ci; ^ (/, v) = / (/ + 1) 0 -f 2) . . . + V - 1). 

Ähnlidk ist für negative gasuB Exponenten 

(2) t/, (/, ^ v) « . 

Entwickelt man sowohl ^ v) als auch ip (<, — y) nach fillknden Potenzen 
yon wobei im letzteren Palle < > v sein muB, so eilillt man folgende Reihe: 

(8) ^ n) - c;*" + + . . 

welehe für « = + v endlich ist, für » =» — v aber ins Uaeudliche fortgeht 
Die bierdurob definierten Zahlen C,, Cj, C^, . . . beifien FakuUBUn- 
koefBiittnten, und es ist eine evidente Folge dieser Definition, dafi C! « 1, 
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= 1 . r-^ = 1, C; - 0, C; - 0 ist Au« (l), (2) ttad (3) folgt leicht 
•iie Kigenschaft 

Pftr » — -* y findet sich bü Sohltf milch die endliehe Reih«: 



(») 



-. (;;>'*'-G)('-')^^'+(;)(>-y^*- 



eine Darstellung, die für n = -\- v völlig versagt. ¥üt n = -\- v hat 
BeklOmileh eine recht ▼erwiokelte Pmnnel angegeben (a. a. 0. p. 28, Nr. 50). 
Es soll non eine DarsteUnug der SUknltStrakoeffirienteii gegeben 

werden, welche gleichzeitig für « = + v und « = — v gdltig ist, nnd ea 
ist aas den angegebenen Gleichungen (1 bis 5) zu beweiaen, dafi 



CO 

und 



OJ - 24 (;) + 130 (;) + 210 (",) + 105 (») 

e:-<.i%;j+<.?(,;^ + ...+««(;;). 

worin sich die leieht ans den u^_i herleiten lassen. 

Aussig, Böhmen. A. Kno». 

1^1. £s ist zu beweisen, daß 

also gleich der fiten Bernoultischeu Zahl ist. (Bezeichnung nach Cesäro- 
Kowalewskj, Analjsis: -»i = i, i^, = i, -B, = 0, i?^ = - ^, JB^ - 0 usw.). 
Aussig, B^ihmen. A, Ksuo. 

142. Von Fibonacoi rührt das Beispiel her: 
Um allgemein sdcbe Beoipiele au erhalten, hat man die Gleichungen 



WQiin i unbesehadei der Allgemdnheit als ganae Zahl ohne qi 
Teiler Toran^gesetet werden darf, Ittr rationale y und g au erfttUen, 
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Es zeigt sieb, daß die beiden Gleicbungen nur Ar solche t möglich 
■ind, welche in des doppelte Produkt der swei Katheten pjthagtnreiedier 
Zehloi dividiert, Quadrate von rationalen Zahlen liefsni; i. B. nimmt man 

die drei pythagnreisdien Zahlen 9, 40, 41, so mn6 — ein toU- 

stindige» Quadrat seb, worana folgt — Dat pythagofeiadie Dreräck 

3, 4, 6 liefert f » 6, new. 

Es entsteht nun die Aufgabe, bei gegebenem t zu erkennen, ob die 
beiden obigen Gleichungen für r. «/, r rational lösbar sind oder nicht, und 
im Bejahungsialb die Lösung anzugeben. 

Aussig, Böhmen. A. Kkuu. 



Zu 4 (Bd. I, S. 306) (E. Lampe). — Ein Quadrat ABOD^ deeeen 

Seiten die Länge a haben, bat die Seiten ÄS und DC vertikal, ÄD und 
BC horizontal, AD als oborf' ^cite. Fin schwerer Punkt gleitot r<'i'nin<rs- 
los mit der Anfangsgeschwiudiglieit 0 vou A auf AB bis zu cixxem Punkte 
P iwischen A und JB, von P mit der erlangten Endgeechwisdigkeit ohne 
Veilust an Geschwindigkeit auf der Geraden PC weiter. Wo ist P su 
wl&len, damit die Zeit für den gebrochenen Weg APC ein Minimum werde? 
Wie verh&lt sich diese Minimalzahl su der Zeit des Abgleitens auf der 
Diagonale A C? 

Es möge AP ^ a ~ jc sein, dann ist PB =- * und PC — )/a* + x\ 
Für den Fall von A bis P gelten die Fallgesetee: 

<'--f=i«/^i, '=i?-'M 

wo 'i 1/ die vertiossene Zeit und r die erlangte Endgeschwindig- 

keit bedeuten. Von P an gleitet der K(>rper die schiefe Gerade PC herab. 
Sei deren Neigungswinkel ik, PC=-^ und bezeichne ^ die verflossene Zeit, so ist: 

oder 



Unter Benutsung des f&r i| gefundenen Wertes erhalte ich 

Es kann nur der positive Wert der Wunel in Frage kommen, weil die 
Zeit positiv sein muB. Die Gesamtsfst I « ^ + ^ ergibt sich als 




Digrtized by Google 



TemlMhte IfittoüungWL 101 

Nun soll t ein MiDimuin werden. Die notwendig« Bedingung datiir ist 

dt _^ _ -1/2 ^ x *ya* -^9* 2 a* + a 'x -x'-\-'ia* ^0^9 
äx^ V g' Jas* Via — «)(a« + «») 

folgt die Bedingung^Ieiebiiiig 

j!»y?+v + 3«*y« y» — « - aa» - + 

welche nteh einmaliger Quadrierimg Übergeht in 
woraus durdi afaonnalig«« Quadrieren 

16a*d^(a - «)(a" + « -f 8aV -|- 16a»a!* - «aV - 24aV + 9a*«*. 

Wenn ich von der Wurzel a* = 0 absehe, weil P innerhalb A B liegen soll, 
erhalte idi die Beetimmungsgleicliung 

16a(a — x)(a- + iC*) = + ""«"'^ -f Itia-'i;- — ^n'-x' — 24r<x'' + Du;*, 
oder 

9** — ««ir* — eaV + 24a r — 15tf*— 0. 

Die biquadratiäche Gleichung enthält nur eine Wurzel, die i)<m- lit dingung 
0 < X < a genügt Es ist dies x = 0,80283 a. Ich bilde miu die 2. Ab- 
leittiiig TOtt I nach «*. Es tat unter der YoranssetEang, dafi die 1. Ableitung 
gleieh 0 ist: 



rf»< -i/2 ya« + ar« l/g-a r 

■"f IT* ■ ' "a«»(a -«)(«" + «■) 

Hau fiberzeugt sich unmittelbai-, dafi für x 0,8()2^8a der 2. Differential- 
iinotient > 0 wird, daß also 0,80283a ein Minimum gibt Die sugehörige 

Zeit ist < ]/y • 1,3320997 yä - 0,6015 l/ä, wobei ^ 9,81 gewihlt 

ist Der KQrper muB abo von A bis P um das Stfick 0,19717 a fallen, da- 
mit die Zeit fBr den gebrochenen Weg Al'C ein Minimum wird. 

Würde der Kdrper Ungs der Diagonale AC abgleiten, so branohte 

er hierzu die 24eit 

«•-■)/|.»/»<.. 

wie sich leicht ergibt Die Zeiten verhalten sich denmach wie 1,3320997 
: 1,4142135 -0,94193. 

Berlin, den 25. Juli 1905. Stud. math. Alfud Basuob. 
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Zu 52 (^Bd. Iii, S. 170) (E. LampeY — Untersuchung der Gestalt 
der Kurve y = y Bestimmung der Zahlwerte der Koordinaten ihrer 
W«idepiiiil:te anf ö Stellen. 

Bei der Untersuchung der Gestalt der Kurve beschränke ich mich auf 

die reellen Werte der Vertuderlichen. Setze ich filr x jeden beliebten 

positiven Wert, so ergibt sich für // > 0 eine stetige Punktfolge im ersten 

«Quadranten, und das ist die Kurve, deren Wendepunkt« zu bestimmen sind. 

8p 

Daneben existieren reelle Werte von ^ <C ausÄciiließlicb, wenn 

p und q ganzzahlig vorausgesetzt. Gehe ich zu negativen Wert4?n von x 
über, so zeigt sich, daii nur an gewissen Stellen reelle Wert© von y vor^ 
luMden sind; et wird nBmHd) Ar 

2p +1 2p -1-1 ^ ^ 

An allen am^eren Stelleu wird // imaginär. Da als« iu dem 2., 3. und 
4. Quadranten y nicht für jeden Wert von jc reell bleibt, entsprechen der 
TOigelegten Gleieiimig «n den genannten Stellen keine kontinnieriicheo 
Kurrensweige, sondern nur noch Ptinktmengen. 

Ich untersuche nun die Kurve an den Grenscstellen x^O und x » oo. 
An der Stelle x — -f 0 wird wegen 

lim Iny « lim ^ — • — oo 

die Fonk^on fr gleieh 0. An der Stelle « + wird wegen 

1^ 

lim Iny lim « Km ^ am Q 

die Funktion gleich 1, d. h. die Kurve hat die Gerade p^l zur Asymptote, 
leh will jetst die Maadms und Minima d«r Kurve auiiiuehen. Di« 

notwendige Bedingung Ar das Auftreten deieelben ist ^ ~ ^* Wegen 

^ = y X • * erhalt man als liedingungagleichung 1 — in x » 0, 

woraus X = f. 

ilir X — c wird die zweite Ableitung von y nach x 

_«y« 

offenbar negativ, also hat die Kurve an dieser Stelle ein Maximum. Der 
'/II gehörige Funktionswert ist y -» 1,444 6^H. Der ente DifferentiaLqnotient 
würde übrigens noch für x=^ oo verschwinden. 

Seklieftliok werde die Kurve auf Wendepunkte unteraucht. Die not- 
wendige und hinreichende Bedingung Ar da* Auftreten derselben ist 

-^t ö, ^ + 0. Also erhalte ioh die Beding imgsgleichung 
(1- lu xf - *U + - In *)J - 0. 
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Die GleicbuBj; hat zwei positive Wurzeln, nämlich t = <>,öÖ1932, 
4^7769. Dio mgehörigen Funktionswerte sind 0,394 414 bezw. 
1,40148». 

Dies sind die Zablweito dar Koordiiuitea dm b«id«ii Wtndepuikto dar 

Die Figur dar Kmra llßt sich hiaraaelk kiöbt entwarfm. 
Bii^, dan 13. Aognst 1905. Stnd. nftth. Alnid Bakuch. 



Zn III. (C wojdzinski.) — Zwischeu den 16 Loten o^^, welche 
m 4 PimktaB mf 4 Qandaa gefUlt wardan ktonan, baataht dia 



•ii ^ «14 

"iw 

«$i <*a« «sj «$i 



«41 «42 "48 «U 



-0. 



(Vm:!. dieses Arch. (3) 5, 118— 1L>L>) 

I>assen wir in den Schnittpunkt von fr, und öj, ferner in 
^3^8» ^3 ^'3^3^41 ^4 io ^4<'i fallen, dann sind die Lote ajj, «jj, o,,, 



sämflioli KnU. Mifhin Untat dia oban erwUmte Da- 



0 0 

«n 0 0 om 

0 0 



«81 «3J 



0 0 



-0 



0. 



oder in «ifgelöster Torrn 

%a ' "iU * * «41 " «14 ' «H * l^i ' «4t 

Der sich aus diaaer Gleichung ergebende Satx dürfte lauten: 

Das Produkt von 4 Höhen eines Vierecks ist gleidt dem Produkt der 

4 uhri^*^» ''falls die von den Ecken auf die ^^eitf»n ^pfHllten Lote als Hfthan 
&€z«ichijet, und die Faktoren der Produkte zjklisch ausgewählt werden). 
Barhn. K. Cwojozinski. 



Zu IIb (Bd. Vm, S. 330) (Ad. Schmidt). — Der Mongescbe Tunkt 
üt» Tetraeders AB CD heiße /', das Zeutmm der umbeschriebenen Kugel Jf, 
d^jenige der aanbasebrialMnan 0. Dia Fußpunkte dar too 0 anf dia 8aitan- 
fildiMi gef&llten Senkrechten seien OiOfO^O^. 

Es werde femer — a, AD — a\ MÄ = MB = MC ^ MD = r, 
/> J = r, , PB ==« r,, PC = r,, PD — gesetzt. Die unrnitt.>lUar ersicht- 
iirb« Tat-saohe, daß P von der Mitte irgend einer Kaute geraae soweit ent- 
iernt iat wie M von der Mitte der Gegen kante, drückt sich dann für das 
SuAeopnar aa dondi jada dar baidan GlaichnngMi 



104 YenniMhle liitteai»ig«ii. 

ftUSi'dMUai Bufolge in jedem Tetraeder die Be^&iehung 

(1) r} + i-a«-rjH-rä-a'» 

beeteht 

Wird andsretstttB 

ilO, — ^0, — AO«=l>iU»w., ilO,l>*^0^-fH, BO^C'^BO^C^v^ usw. 

gesetzt, so gelten die Beziehungen 

»i + vi + vj — 2«. Vi + fS + l*! — 2«, + + — 2», |i|+i4+>t-T29K, 
aiiB dttieii, und swar ebenftlls für jedM Tetraeder, 

(2) f*i ^ ^-1, /*s — »it ft« = vj 
folgt. 

Sind nun 0 and P identisoh, so ist mit g als dem Kadius der eia- 
besebriebanen Engel = + p*« und damit gebt (1) in 

d. b. in 

Aber, wofQr mit Rücksicht auf (2) einfacb PfPt'^PiP^ zu setaea .isft. 
Ebenso ist natürlich auch p^p, — |i^P4i PiP»™J^p4> 
Aus diesen Qleichangen folgt 

und damit nach (3) für jedes beliebige ^geukanteupaar a = a , womit die 
Behauptung bewiesen ist. • . . 

Anmerkung: Der Mongesdie Pnnltt liegt entweder im Innern des 
Tetraeders oder in einem der unendlidiMi Bttnme,' die seine Erweitemng 
Aber die Ecken hinaus bilden. Er kann daber niemals mit dem Zentrum 
einer der Kugeln, die das Tetraedt-r von außen ])erühren. zusammenfallfti. 
Die Berücksichtigung dieses Umstanden trägt aus leicht ersichtlichen liriinden 
sehr wesentlich zur Vereinl'achung des Beweises bei. Sie kommt darin xuni 
Ausdruck, da0 0 niekt einüaoh duveb die Glttchbeit seiner AbsUode von 
den SeitenflSoboi, sondern mit Hilfe der Relationen (2) definiert wiird, die 
nur für die innere Kugd gültig sind, wBbvend für die ftufieren 

/*i + v,=», Ml + »'t = »r, M»-|-Vs="* 

güt 

Potsdam. A0. Sohmidt. 



2. Anfragen und Antworten. 

27. Jede ungerade Primxalil l&fit sidi bekanntlicb auf die Form 

p— 2*(2« + l) — 1 bringen. 

Nun fin-kt sich in U Schefflers „Die polydimensionalen Größen und 
die voUkotumeuen Primzahlen" (Braimsohweig 1880) auf S. 91 der Satz, 
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daß sifh ;) als Summu von s -|- 1 von Null verschiedenen Quadraten dar- 
stellen läßt, z. B. 79 = -j:' :> — 1 - 8' + 32 + 2* + 1« + l\ 

Der Bewtts wird a. a. 0. ^em-Lesw ttlMiiawea**. 

Ist ein Beweis diesei Satzes bekannt? 

Aussig, Bökknen. A. Krüo. 

28. Es scheine» Untersuchungen über Potentialfddei\, (leren Niveau- 
flädten Minimalflächen sind, nicht puViliziert worden zu sein. Das Potential 

0 — - — H arctg ^ genügt dieser Forderung. Es wäre interessant, fest- 

zustellen, oh Ps außer iliost>m Feld noch andorp von derselben Eigenschaft 
gibt. Jedeä solche Feld, als Geschwiudigkeitsputeutial einer inkompressiblen 
Blflssigkeit gedeutet, liefert — wie man leieht bereehnet — eine Potential- 
ströffiung, bei der das Geschwindigkeitsqaadrat entiang jeder einzelnen Strom- 
liiitf konstant ist. \) Jede der 3C ' Zusamnienfnssnngen von Stronilinipn mit 
untereinander gleichem Wert des (;esclnvindiukHits(|iiai3r:ites liefert eine aus 
Stromlinien gebildete Fläche konstanten Druckes, d. h. eine Lösung dis 
StrohtpfMem» im Ba\m^ woitlr Usher noeh kein nichtirivialer Fall bekannt 
ist. (Das oben angegebene Feld liefert den trivialen Fall eines zylin- 
drischen Strahles mit Zirkulatioo um die «-Achse.) Fftr die gesuchten Felder 
g^i übrigens: 

1. Die Stromlinien sind geodätische Linien der Flächen konstanten 
Druckes. (Diese AusMge ist allgemein fOr die freie Oberflftcbe jeder statio- 
nären, kriftefreien Potentialströmung ricl ti^' 

2. Jede Stromröhre schneidet aus konsekutiven Potentialflachai flftchen- 
^leiche Stücke heraus. 

Wien, 17. X. 05. P. Eurenfest. 



3. Kltlnin NotiMii, 

ISm. naaer Lehrsati' dar Ctoamatrle. 

Lekraatt. Zeidmet man acht Kreise, so daß jeder von ihnen einen 
nennten Srns und twei ihn durchsehneidende Sekanten berfibrt, und kon- 

stroiert man ein Dreieck durch Verbindung dreier beliebigen Schnittpunkte 
der /w«>i Sekanten und des neunten Kreises, so schneiden sicli die Berührungs- 
sehnea und die Zentrale je zweier in Paaren passenden Kreise von den acht 
Kreisen in dem Punkt, der \<m den drei Seiten des Dreia«^ gleiche Ab« 
«tinde bat 

Vorattssetgung (Fig. 1. u. 2). Es seien ABC der Kreis, O, a', d, 6', C, 
c', rf, die acht Kreise, A D und B C zwei Sekanten. 

BeJmuidungm: 1) Die Zentraie zweier Kreise a, a und ihre zwei Be- 
rüknmffudtnen gehen dunk dm InkrämHIkilpuiM des Brdedis ABC. 

2) Dk ZBiärale tweur Srmse h, b' und ihrt twei Beritimu^sidmen 
gehen durdi den Mitidptmht de.< tum DrekehffinJeel A gehörigen Ankreises. 

3) Die Zentrole zweier Kreise c, c' wul ihre zn-n f^rrUhrungssfhnen 
gehen durch den MiUdpunkt des zum Dreieckwinkel U geiiorigcn Ankreises- 

1) Vgl einea Sats von Molenbroek. Ann. d. Phya. Bd. 43. t<f93. 
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Yenninchte HitteihtngOD. 



4) Die Zentntfr zweier Kreise d, d' uml ihre gwn Berü}iruiiqs<rhn(T 
gehen durcJi den Mittelpunkt des zum Dreiedcrnnkel C gehörigen Ankrctst^, 

Beimt: Es sdea K, B und F die drei Berfihnmgspunkte «oes bdi«i— 
bigen Kreises von den acht Kreisen, die den Kreis ABC und die beidozz 
Sekanten BC, AD berühren, so hat man, wip bekannt, folgende zwei 
Eigenscbaften: 1) Die Gerade KE geht durch die Mitte M des Bogens 




Fi»;. 1 



ebenso geht die Gerade KF durch die Mitte N des Bogens AD, 2) Die 

beiden ficradeii und MN sind einander parallel. 

Aus (If-r Ict/ton Eippnschaft «joht hervor, daß KFK — <_ M NKj 
und da die vier Punktn M, N, A uüü A auf dwu Kreise ABC liegen, so ist 
'^MNK^'^MAK (Fig. 8 u. 4), oder gleich seinem Bnpplementvnnk«! 
(Fig. 5), also '^EFK»>'^MAK oder gleich seinem SupplementwinkeL 

Daher liegen die vier Punkte A, JT, und / (als Schnittpunkt der beiden 
Geraden EF und AM) anf '"in*>Tn Krfis»-, foltrlich: AIK^-^AFK 
(Fig. '6 u. 5) oder gleich äemem bup^itiinentwinkel (Fig. 4j. 
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Da nun die Gerade ÄF den Kreis EFK berührt, so ist ^ ÄFK 
oder a«m Supplementwinkel -= ^ FEK, alao ^ ÄIK = ^ FEK, diher 




sind AM KI und^AJf/J? «iolwl^eidi, und Ideraus UBt sich schließen, 
daß ein durch die diei Punkte J, E waä K gehender Kreis die Gerade MI 
berülirt, somit 

Ml - MK, ME, 
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Venniaehte 



Andrerseits folpf ans MB = MC, daß <^ MKB = < MBECm d^r Figur 
haben wir die Grad« BK ausgelassen). Daher berüiirt ein durch die drei 
Punkte B, E nnd K gebender Kreis die Gerade MB, also 

MK ME - MB'. 




Demnach ergibt sieb 
311*^ MB* oder MI» 



'MB. 



Hieraas Iftfit sich zeigen, 

daß / von den drei Seiten des 
Dreiecks ABC gleiche Ab- 
stände hat. 

Femer seien O der Mittel' 
punkt des Kreises EFK, L 
der Schnittpunkt von BC und 
ÄJ)f P der Schnittpunkt von 
EF und OLf Q der andere 
Schnittpunkt von Ol onQ dem 
Kreis BIO, 

Zieht man eine Gerade 
durch Q wwl T. fFig. 6), so ist 
das Quadrat über der Tangente, 
weldie von dem Mittelpunkt 
des Kreises SIC an den Kreis KFK gelegt ist, gleich dem Recht« ( k MK MK, 
oder gleidi dem Quadrat über dem Tlullmipsspr des Kreise?: Ii IC Hieraus läßt 
sich aeSgeo, daß die zwei Kreise EFK und BJC einander senkrecht schneiden, 

mithin ist der Halbmesser OE des 
Kreises EFK gl«idi der Ton 
«lom Punkt 0 zu dem Kreis 
BIC gesogenen Tangente, und 

O^^OQ OL 

Und da im rechtwinkligen 
Dreieck OLE ist 

OE' "OL - OP, 

HO folgt 

oq oi^OL' OF, 

daher liegen die vier Punkte 
Fl*. *• I\ L und Q auf einem Kreise. 

Wenn man bemerkt, daß der 
"Winkel IPL ein Rechter iüt, und die Winkel IQL und IPL einander 
gleich sind, oder jeder von beiden das Supplement dee andern ist, so hat man 

<^ IQL - ». 

Daher geht die npiade QL dun h oinen Punkt /'. der von den drei Seiten 
des Iheiecks ABC gleiche Abstäad« hat {I' ist nichts anders als der andere 
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Endpunkt des durch i gehenden Durchmessers des Kreises BJC). Also 
sehiieidet die Gerade Ol die bestimmte Gerade TL In dem bestimmten 
Pankt Q denelben Oeraden 

senkrecht. Ebenso liegen 
der Mittelpunkt eines 
andern Kreises, dessen B^- 
iHlurungssehne durch den 
Pnnkt / geht, und der 
Punkt / in der Oeraden, 
welche die bestimmte 
Gerade I'L in dem be- 
stimmten Ponlct Q der- 
selben Geraden senkredit 
schneidet. Daher Hegen 
die Mittelpunkte der zwei 
Kreise, deren Berührungs- 
sefanea durch I gehen, 
nnd der Punkt / in einer *• 
und flerselben Geniden. 

Zusät:c. l) Der Sclinittpunkt (aber uicht /) des Kreises Blf und 
der Geraden EF in den Figuren ist einer von den Punkten, die von den 
drei Selten des Dreieeks DBC gleiche Abstlnde haben. Der eine Tom den 
beiden Rehnittpunkten zwischen der Gersden £F und dem &eise, der mn 
N mit XA als Halbmesser be- 
schrieben ist, hat von (b'ii drei 
Seiten des Dreiecks BAD gleiche 
Abettnde, ebenso verhllt sieh der 
andere Schnittpunkt zu den drei 
Seiten des Dreiecks CAD. 

2) In den Fij^uren 1 und 2 
bilden die acht Berührungspunkte, 
in denen die acht Kreise ebe der 
beiden Sekanten berühren, eine 
Involution; der Zr-TitralpTinkt der 
Involution ist der öchmttpuiikt L 
der beiden Sekanten, und die 
PoteuB der Lirolntion ist ^eieb 
der Potena des Punktes L in be- 
sag auf den Kreis ABC. 

Barcis: Nimmt man den 
SchuittpuuktX der beiden Sekanten 
AJ> md SC als das Zentrum der 

Inversion und die Potenz des Punk- - J* 

tes L in bezug auf den Kreis ABC Vis.!, 
für die Potenz der Inversion, dann ' 

mögen iu den Figuren 3, 4 und 5, £, F und if, sowie A", F' und iC einander 
invers entspreehen. Da die swel Sekanten BC, AD und der Kreis ABC 
sich selbst invers entsprechen, SO berührt der inverse Kreis E'F'K' des 
Kzeiees EFK die Sekanten BC und AD, sowie den Kreis ABa 
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3) Wenn AD und BC auf einander senkrecht stehen, so liegen dio 
>iitt4^1punkiti der vier Kreise a, &, a und b' auf einem Kreise, und ebenso 
liegen die Mittelpunkte von a, c und d, die von a, b', c und c^, sowie 
auch die von e, d, c' und auf euMm Knis. 

Tokio, 27. Mai 1905. Y. Sawatama. 

4. Sproohnal für die BnoyUopidi« dar matlmuftlMliflii WltBüiMluftttiL. 

[Sinfleudungen fOr den Spreehaaal erbittet Franz Meyer, KOaigebexg i. Pr., 

Mitteltragheim bl,\ 

(Vacat.) 
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Verton von B. S. TEUBNEB In LEIPZIfc 



Soeben erichien: 

Handbuch der Tiieorie der SamimfliiiMM .. 

Ton Dp. Niels NIaImii. 

Dosant der rolaon Mathematik »n der ünivenrittt KopenhftgCB, 
luptktOK Af» mathem»tiMben Oatarrlohu ui d«n GyiaaMlen Dliwiinrk» 

[X B.J gr. 8. 1908. Ik hmmA gäb. n. 

Diw Haadtradi ▼emofat «{n« OMMnMmldlimg der bfo jelrt beJcnuitoii Eigoo- 

•chaftnn nnd Anwrndnnpron fif?r Oairnnafunktion und venvaTif^tfr FauVtionen .IB. 
atreoger tmd doch mdglicbüt elementarer F<nm 2U liefern; ist daher aU de 
VAii6f0 VemicAi iliesw Am^ so bomi^liiiMi, dMin nieck w Qrdif^ranraiit ist wwk dsM 
▼on Legendrr keinr ffir i)irp Zeit rnllstandigo DarfitelliiTvi: ritcaer Theorie pu 
mai^fn. Der erite Teil de« Buche« gibt, ohne Zuhillenahme bestimmter In 
MBdexB Miitdilienidi dofch äammmmg der Theorie analylüidier Fanktioaeu^ ,m - 
elementare Entwicklurp ilpr EigenBchafben von Vir) und verwandter Funktionen, fe- 
dern rix) mittels seiner DifferonsengleidianK deüniect wird. Im zweiten Teile wkd 
eine recht ▼oUeUndige Theorie der beiden Bobiedben Integrale nad der durch Gamma- 
funktirincn mi-dnlckbftren bestimmton Tniegrale, Hir^rir' ilirrr Anwendung r-nr ITer- 
leitung der üeihen von Sürliiur, Kjuiuuer und Lerch gegeben; ebenso werden die 
beiden WeUmsdien ÜBikriiriwoUerae Tmd ihre Anwendmig aaf gewiaie FonktioiMii- 
OTttnniren behandelt. Der drittr nn'l letzte Teil untrrpni ht die reziproken Ganuna- 
nmktioneo als Eatwicklongsfunktiouen dorch eine liarütellamar der von SchlÖmilch, 
Jvmen, PliHAerle und nninenttioh fom Vmhaun Mngebildelen Tiieorie der FakoltiUea- 
reiVien . hier findet sich wolil r.'Mn erstenmal einr Wnr liirun!:^ dtr Methoden, die 
Stirliug über solche B<eihen angedeutet hat *Das Buch enthält endlich ein möglichst 
voUiiiBdiges Vendehnie dar reiehte Lttemlor flbtt die behaadeltaB Theariea. 

Soeben erischien vollBtiindig: ■■■■■i^"™""^""*"^" ^ 

Einleitung in die Funktionentiieorie. 

0. StolZy und J. A. Gmeifier, 

K. ICUofrat, «. Frofeisor o t'rofcnBor a deutschisu 

a. d. UnirenitSt Inasbmck CnlwraltSt Prag. 

t., nrajijearbeikete und Termehrte Autlage der von den Verfanscm in der „theoretischen 
Arithmetik'' nicht berücksichtigten Abschnitte der „Vorlesungen über allgemeine 

AmhuMtik'' Ton O. Stoia 
i Abteilungen in einen Band gebunden. [X u. 598 S.] gr. 8. 1905 geb. n. .ff l'>.— 
Erste Abteilung. Mit 10 Figuren im Te xt. [ VI u. 242 8.] gr. 8. 1904. geb. n. vCS.- 
Zw eite Abteilung. Mit 11 Fig. im Text. [VIiru.S.2iJ^98.J gr.8. 1906. geb.n.Uk;9.^ 

Sdum in der „ttiMMlieehen Arithmetik** «uide die eindeutige Fnnkt«» ^er 

reellen Verrinderli. In n eingefELhrt und votTrendet; jedot Ii auf die Erkläx\mg der Stetig- 
keit einer solchen Funktiai hiaaohte dort nicht eingegangen zu werden. Nonmebs 
Mtl dieser Begrif in den Yordttrgpnd. Dabei kann die unabhängige ▼eritndariiidw 
sowohl rrrll, als sru h Iromplex sein. Im Falle eines komplexen Argumentes gelingt 
ee, eine iüasse von Funktionen zu bilden, wofür eine wirkliche Theorie geeohaffieu 
-werden kams. Naeh Weiemiraft eind dies die monegeaen aaetytiRehen Fmiktianeit. 

ÜUBero „Fielt itni LT" r rfallt in die folgenden Abschnitte: 1 Dir reelle Ter- 
ftnderiitfbe und ihre reellen Funktionen. H ttecdle Fimktionen von zwei und mehx 
reellen TeiftndeiiieheD. TU. K<niq»leieTflrihiderliehe tmd FtmkfioBeB. lY. Die gMoea 
rati':"'naler Fiinktiontjn, V Die rr-^nie©. Poten^r'-ibon VT Iviit'erien ffir Kiiti', crgenz 
und Divergenz von unendlichen Reihfn. VH Die monogene aoaljtische Funnion 
einer YerifaidfldiclMBiiadiWeienIraS. "räL DIeEreifAmktioaeB. IX. IMe unendMohea 
Fkodnkte. X. Die endlichen nnd XT. die tmondlichen Kettenbrücbe. 

Vom rV. Absohnike an wird, soweit dies nach der Katur der Sache mftgKAh 
ist, ein üntersehied swieeh«! redin und kempUsen Weiten der Veribiderileheai und 
Konstanten nicht mehr gflmadit, wodurch eine wesentliche Vereinfachen der Dar- 
stellung erzielt wird. — Der TII. Abschnitt ist neue Zugabe rar ersten Bearbeitung 
der übrigen Abschnitte ili den „Vorlesungen Qber aDgemetne Arithmetik*^ tob SIoIk. 
Sftmtliche Abschnitte eind mit zugehörigen ÜbuntrcTi vcrstlicn 

Hierzu eine- Beilage %'on der J« B. Metxler«ehen Bnehhandlong in 
Beilagen von B« G. Itftlmer in Leipzig, die wir der Beaehfamg 

bestens empiehlen. 
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Ülrar Absorption und DiBperalon «lektriBcher Wellen. 

Von Clemeüs Scuaefer in Breslau. 

Den Gi|rfelpii]ikt der alten Elektrodynainik Mldet das Webersohe 
OesetSy welches die Enile swisdieii Eiret ElektrudiätBinengen regelt. Nseli 
demselben ist die ponderomotoriBche Kraft zwischen den elektrischen 
Qnsnten nicht nur — wie es das Gonlombsche Oesets fordert — Ton 
ihrer Entfemnngy sondern auch von ihrer rdativen Geschwindigkeit nnd 
Beschleonigang abhängig. 

Die Frage, ob das Web ersehe Qesete richtig oder nicht richtig is4^ 
ob es, wie TTelnilioltz glaubte, dem Energieprinzip widerspricht, oder 
ob dies, wie Webers AnhSnger behaupteten, nicht der Fall sei, kann 
hier unerörtert bleiben, da unsere modernen Anschanungen den Ghiuben 
sn die primäre Existenz eines Ghrundgesetzes Ton der Art des Weberschen 
ins Wanken gebracht haben. 

Von Interesse für uns ist aber die «lom Weberscheu Ge«ietze zugrunde 
hepjende Anschauungsweise. Weber dachte sich positive niid ncffnlive 
kleine Elektrizitiitsmeugen in entijegengesetzter Richtung in den me- 
tallischen Leitungen iließend und die von ihnen ansgehenden Kräfte iihir- 
sprangen zeilU/s den Haum. Wehers Theorie ist also eine Fcrturirkunys- 
theorie und gleichzeitig eine aIn/N istische Theorie der Elektrizität. Als 
drittes Charakteristikum kann zu diesen noch hinzugefügt werden, uaü 
dt'U Äus'/(ni(fspu)il( der aiUti Elektroiluiamik liypotheiitiche Klcktrizitüt-s- 
mettgen bilden, während die Krü/tc, die doch in Wirklickkeit beobachtet 
werden, als algdeiiefe Begriffe auftreten. 

In schroffsteuk Gegensatz hierzu steht die Faradojf'Maxie^ai^ An- 
sdiauung. Schon der Ausgangspunkt ist genau der umgekehrte; Faradaj 
beachtet als Pt'imäres die elektrischen und magnatischen Kräfte^ ohne 
ftch irgendwelche Gedanken über die Existenz odra- Niditezistenz tou 
Elektrisitiltsmengen zu machen, weldie nach der alten Auffassung die 
Kztfte bedingen sollten, auf deren Existenz aber durch kein anderes 
Miitel geschlossen werden konnte als eben durch das Auftreten dieser 
SraßwMtwn^, Faraday betrachtet die real Torhandenen, in den Ersft- 
Uttieii gewissermaßen mit den Händen zu greif«iden Kräfte ganjs m- 

AtaUT d«r JUfhMMÜk aad Phgrdk. HL MOm. X. 8 
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ah](fhiffiff von irgendwelcher Vorstelliin^ über die hypotlH-tisclie Ursaclie 
derselbe«. Ocniontsp rechend ist der so anschauliche Begrirt der Klek- 
ioriziiätsDieugc aus der alten Theorie in der Maxwellschen farblos, so 
etwa, wie der liegriü der Kraft in der Kirch hoff sehen Mechanik. 

Der Gegensatz vertieft sich, wenn man auf die Wirkungsweise der 
Kräfte ein*:!;eld. Die Faraday-Maxwellache Theorie steht auf d«^ni 
Standpunkte, <iaß eine „Aetio in distans'' ein Widerspruch, etwas Unitiöj.^- 
liches und Undenkbares sei: die „Feldwirkungen" dieser Theorie sind 
Nahcwirkungcii, sind Kräfte, tlie nur am Orte der Kraft selbst wirken, 
nicht in noch so kh inen Entfernungen. Moleknlarkräfte z. B., die ja 
nur in kleine Entfernungen wirken, sind keine Nahekrüfte im Öimie 
Faradays und Maxwells. 

Daraus ergibt sich sofort ein weiterer Unterschied zwischen der 
neuen und alten Anschauung. Da Nahekräfte nicht in Entfernungen 
wirken, so darf das Medium, in dem sie auftreten, der alles durehdringende 
Äther, krirn: atomi^tiscJui iStruktur besitzen, sondern muß als Kontinuum 
angefaßt werden. 

Ein weiterer Unterschied endlich zwischen beiden Auffassungen 
ergibt sich durch folgende Betrachtung: 

Es wirken z. B. zwischen den Polen zweier Magnete Kräfte; ent- 
fernt man den einen von ihnen, so verschwindet nach der alten An- 
schauung auch sofort (Ins magnetische Feld des andern, wäiirend nach 
der Maiwellsehen Tlu orie das Feld ruhig weiter besteht, unabhängig 
davon, ob andere Körper vorhan<len sind oder nicht. 

Die Entdeckung der elektrischen Wellen durch Hertz, der Nach- 
weis ihrer Folarisierltarkeit und Brechbarkeit, die Messungen Boltz- 
mannR üb< i- I ii dektrizitätsko?i'.t:!nten au Gasen, die Maxwells Gesetz 
bestätigten, und zahlreiche andere, sich daran au8chließ<'nde Unter- 
suchungen verhalfen der Maxwellschen Theorie zum Sieije. 

In vielpri anderen Fällen jedoch versagte die Theorie augenfällig; 
den feineren optisehen \\'rhältni-sen stand sie machtb)s gegenüber. 
So z. B. ist es auf den er.stan Blick klar, daß da'^ oherur wähnte Ge- 
setz, das Quadrat des Brechungsindex Molle der Dielektrizitätskonstante 
gleich sein, jedenfalls nicht ohne weiteres für die optischen \ erliält- 
nisse gilt. Denn im sichtbaren und in eiucui großen Teile des un- 
sichtbaren Spektrums ist der Brechungscx^ (,uent eine Funktion der 
Wellenlänge, also varichil , während die Dielektrizitätskonstante, wie 
schon der Name besagt, eine wirkliche Körper konstante ist. Wenn 
man genauer auf die ^'erhältni'^'^e eingeht und die Grunfllat'en der 
Maxwellschen Thi-orie prüft, so i^i es ohne w- tn i s klar, daß diese Dis- 
krepanz von voruherein zu erwarten war. Denn die MaxweUsche Theorie 
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chankteri8i«rt jeaTm Kdrpee dnreh drei Eonstanten, die LeiMSbigkeit (;.), 
die DielektmifötskonstaDte (c) und die Permeabilit&t (ji), TOD denen 
noch die erste b« Beachiftnknng auf Isolatoren in Forfefidl kommt In 
dieser Ein&cUieit liegt die Sitkrke der Theorie — und ihre Sdacoche. 
Man bianoht nur an ein Linienspektrum, a. B. an das Tausende Ton 
liinisn süilmde Eisenspektrum zu denken, um den Gedanken sofort 
abzuweisen, ab könnte man dieser liannig&ltigkett dureh 2 Konstanten 
Herr werden. 

Dieser Mangel haftet übrigens nicht nur der elektrom^netischen 
Theorie allein an, sondern in gleichem Maße der elastischen Lichttheorie. 
Auch diese charakterisiert alle durcliläasigaa Medien durch 2 Konstanten, 
die freilieh hier der Natur der Sache nach als EUistisUät^anatankn 
auftreten. TJeido Theorien führen ja im Gmnde genommwi au den- 
selben Formeln, die sie nur versdiieden interpretieren. 

Ein lilick auf die Maxweilscheu Gleichungen bestätigt die Eicbtig- 
keit des Gesagten. 

Bedeuten 

Xf ¥f Z die Komponenten der elektrischen, 

L, M, N die „ der magnetischen Kraft, 

e die Lichtgeschwindigkeit, 

so lauten die beiden Glcichungstripel : 
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Dazu treten noch die „solenoidalen" Bedingungen, wenn wir 
wahren Magnetismus und wahre Ladung im Innern des Dielektrikums 
ausschließen: , dX , dY . dZ 



dL , dM , dN 
b) äs + yy + 



0, 



dx^ cy ^ dt 

Durch Differentiation von z. B. nach i und Kombination mit 

(Hb) und l^iiei toigt: 

f d'X d cN c cM d rc /dX rr\i d rcicZ dX^ 



dy dt dz dt 



oder 



a«x d*x 
a«* dy- 



[.(i\dy dxjj dzLfiXdx ce/J 

^ r»X _ 2. /> ,cY dZ\ 
' dz* dx \dx dy ^ dz)' 
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also, da das letzte Glied nach (Illa) Terschwindet: 

•fla^x d*x B*x a*x 

Entsprechenden GleichuE<<eu folgt u Z, L, M, N. 

Der Einfachheit halber nehmen wir jetzt ebene Wellen partülel 

zur J- Achse an; dann ist = — 0; also: 

fH d*X _ r*X 

län paiiikoHb«s Integral kann in der komplexen Form: 

WO l die Wellenlange bedeutet, angesetzt weiden. Dann folgt daraus 
die Bedingni^: 

fu 1 1 , «ft r* 

c« 2- =^ i« c« = ' 

Da nun aber, wenn v die Geschwindigkeit des Lichtes in dem 
Medium von der Dielektrizitätskonstante e und der Permeabilität gjL 
bedeutet, die Beaiehung besteht: 

l 



so folgt: 



- ^, - v\ 



wo V den absoluten Brechnngsindex bedeutet 

Nun ist für so schnelle Schwingungen, wie die Lichtschwingungen 
und selbst Hertzsche Schwingungen es sind, die Permeabilität jti fUr 
alle Substanzen merklieh gleich und zwar Ton 1 kanm Terschiedea; 
z. B. fttr Eisenchloridloeungen, die die grofite Abweichnng /.eigen, ist 
» 1,0006. Also folgt: 

d. h. die Did^trizitätskonstanie gleich dem Quadrate des BndnmffS'- 
c^x-ponenle». Dies ist die sogenannte ,,relation of Maxwell'^, die fUr 
Gase, wie oben erwähnt, von Boltzmann bestätigt werden konnte. 
Aus dieser Gleichung geht hcrror, daß die elektromagnetische Licht> 
theorie in der ursprtlngiichen Form leine Dispersion und, wie gleich, 
hinzugefügt werden mM«:, Jcefvp A}mrption kennt, LetzteicB folgt aus 
dem Umstände, daß die in das Medium Ton der Permeabilität ft und 
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der Dielektrmt&takoostante t ani dem Äther ein&ttenden Wellen keinen 
Dimpfcmgsfakior liabeo.^) 

Wie war dieeem Mangel der im fibrigen ao glänzend bestätigten 
and fruchtbaren Theorie abcnheUen? 

Einen Fingerzeig gibt uns hier die Behandlung des nämlichen 
Problems in der alten eUetiichen Lichttheorie, die in ihrer reinen 
Foim ^ ebenfalle weder Dispersion noch Absorption liefert In dieser 
Theorie &Bt man nach dem Vorgange von Sellmeier und Helm^ 
holtz die Dispenions- nnd Absorptionaerscheinungen als Resonana- 
phanomene auf: In die absorbierenden Medien sind Eörperchen — 
Atome oder Subatome — eingelagert, die eine Gleichgewichtelage 
haben. Durch einen einmaligen äußeren Stoß aus derselben entfernt^ 
werdsB sie durch KtSfte elastischer Natur wieder in dieselbe zurttek- 
gnogeu and fOhren gedampfte Schwingungen in ihrer Eigenperiode 
am dieselbe aus. Ist die Störung periodischer Natur — das ist ja bei 
den Lichtwellen der Fall — so f&hren diese Teilchen %mqedän^pft» 
Scliwingungen von einer andern Periode als bisher aas, und zwar iat 
ihre jetzige Sehwingungszahl gleich derjenigen der äußeren Störung, 
alao der des auffallenden Lichtes. Die Lichtschwingungen beeinflussen 
also die Schwingungen der kleinen Teilchen in doppelter Weise: Ein- 
mal wird die Dämpfung dezselbea aufgehoben, und zweitens wird ihre 
uKsprOngliche Periode in Übereinstimmung gebracht mit der des ein- 
€dlenden Lichtes selbst 

Die Amplitude dieser erewungenen Schwingungen ist im allgemeinen 
bei geringem Dämpfuni{sglied klein; nur in dem Falle, daß zufällig 
die Eigenperiode der schwingenden Teilchen der Periode der Storangs- 
kraft» also des auflallenden Lichtes, nahe kommt^ wird sie relativ groß. 
Das durch die erswungene Schwingung repräsentierte Energiequantum 
wird also in diesem Falle Ton der Größenordnung der Energie des 
einfidlenden Lichtes. Die Energie der erzwungenen Schwingung wird 
aber geliefert Ton den Lichtwellen auf Kosten ihrer ^genm Energie, 
die also permnderi wird: Das ist die Erklärung der selektiven Ab- 
sorption. 

Nicht so durchsichtig ist der Grund, weshalb gleichzeitig damit 
anch Disperwm auftritt; in bezug auf diesen Punkt sei auf die später 
unten so entwickehide Theorie verwiesen. 

1) Für Leüer liefert freilich die dektromagnetisckc Tin orio Dispersion uad 
Ab«orx.tIoii, die von der in die Gleichun(?en cincr»>>i enden LeittUiii>,'koit X h. rruhren; 
Aber div Formeln atitninfn im sichtbaren Gtbul mit der Erfahrung nicht übereiu; 
•ie die Verhältnisse im «Jebiete des ultraroten Spektrumo liegen, wird nachher 
sxx erOiiem «ein- 
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Wie ist etwas Analoges iu der elekti*omaguetischeii Theorie za 

erreichen? 

Offenbar durch die Animhine. daÜ in das Dielektrikum Teilclieu 
eingebettet sind, die statt elastischer Schwhtffmigen ekktromagndisdi^ 
Oszillationen fabig sind. Wie man sich das im einzelnen Torstelleii will, 
ist für die Sache gleichgültig. Man kann z. R auf die Erfithrungen der 
Elektroljm rairttckgreifen, nach denen ein nentraleB Molekfil aus einem po- 
ntiven und einem negativ geladenen Atom besteht^ also einen elekfaischen 
Dipol bildet, und man kann annehmen, daß das dielektriache Koment 
dieses Dipols, d. h. der Abstand der beiden Ladungen^ durch die ein- 
fallenden elektromagnetisdien Schwin^cn^^ periodisch yerindert wird. 
Oder man kann sich auf die dieser verwandten Anschauung atfltzen, 
die durch das Zeemansche Phänomen nahegelegt wird. Danach zer- 
fSUt das Atom in awei ungleiche Teile: einen großen positiv ge- 
ladenm und einen etwa zweitausendmal kleineren negativ geladenen, 
oder, wie wir uns jetat ausdrücken, in eiu positires Atomion und ein 
negatives Elektronf welch letzteres Schwingungen — im allgemeinai 
elliptische — um das erstere Tollführt, ein Planetensystem im kleinen 
darstellend. 

Jodonfalls erhellt aus diesen Darleminjjen. daß die Annalnne elek- 
trischer Eigenschwingungen in den Dielektricis nirbts Unannehmbares 
besitzt, vielmehr mit anderen Erfalirun<?eu ^ut 7us;Lnimenpaßt. 

Nach der orthodoxen Maxwellschen Tlu i i»^ sind alle iJieiektrika 
einander gleichwertig, der Lichtäther eiugeHchlo.sson; atich dieser ist 
durch zwei Konstanten, nämlich f = /n = 1 charakterisiert. Durch 
unsere obige Annahme statuieren wir alier einen Unterschied zwischen 
diesem und den übrigen dielektrischen Medien. 

Im Äther gibt es weder Dispersion noch Absorption, weder 
Molekfile noch Atome; er ist wirklich ein Eontinuum, für ihn gilt die 
einfache Maxwellsche üieorie unrerikudert weiter; er ist das einnge 
Didekirikum im Sinne derselben. Alle anderm Dielektrika bestehen 
aus einem homogenen Medium, in das aber eine große Anzahl diesw 
oben charaktmsierten schwingangsföh^;en Gebilde eingelagert ist Für 
sie ist der Begriff der Didektrizitatskonstanten strmg genommen nidht 
mehr diniert; denn wenn man den Maßstab genügend klein nimmt» 
so ist das Dielektrikum ja in seinen Eigenschaften yariabel, es TSihilt 
sich in den Zwischenräumen zwischen den eingelagerten Gebildem 
anders, wie in denselben; der Begriff der Dielektrizitätskonstanten ist 
nur noch im Sinne eines Miädweries gerechtCertigt, d. h. nur dann, 
wenn der Maßstab genügend groß genommen wird. 

(jeschiebt dies aber, betrachtet man das Dielektrikum „iwairo- 
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sl:np!:^fh'\ !T»>lion im Dielelctrilcum periodische Prozesse vor sieh, deren 
»41*1 lilii'^n^ (/roß ist gt^gon die ^hkrostruktur desselben, so surd es 
sich lür diese Vorgänge verhalten wie ein Maxivellst hi r hulaüjt '^ für 
diese Prozesse wird also die reine M axwellsclie Theorie noch immer 
maßgebend und ausreiclieud sein, die für Vorgänge von der ürößen- 
ordjiung der Lichtwellen bereits versagt. 

Die Grenze zwischen beiden Gebieten ist uidii aehiuf und wird 
Ton Material sc Material wechseln; sie ist in jedem Fall dturch den 
Vefsuch festsmstellen. FQr die Metfjle^ für die Shnliche Betn^shtongen 
gelten, folgt & B. aas den Beobaebtangen von Hagen und Rubens, 
daß bis zu Wellen von ca. 10/1000 nun Lünge die ein&die Max- 
w^llsche Theorie aosFeiehend ist. Yergl. dasa die Anmetlnmg auf 
Seite 117.0 

Wir wollen nun annehmen, in ein Dieldctrikum sei ein sehwingnngs^ 
fähiges Gebilde von der Ladung (e) und der Masse (m) eingelagert, das 
der Gleiehung gehorcht: 

(1) »8'.« + 6-'?. + ^5 = "- 

Diese Gleichung stellt die Eigenschwingung dar, deren Frequenz wir 
Nf. ■« =- nennen wollen. Wenn wir wie immer im folgenden , klein 
aunehmen, so ist bekanntlieh 

Falls nun die äußere Kraft X wirkt, so ist die Gleichung ab- 
zuändern in 

wo der nach der Zeit periodische Teil von A" von der Forin p"^ ist. 
Nach der Theorie der erzwungenen Schwingungen läßt sich dann | 
darstellen in der Form: 

■wo q> eine Phasendifferenz und N die Frequenz der Störuugskraft be- 
deutet. Die Amplitude Ii erreicht nur dann beträchtliche Werte, wemi 
JV^ in der Niichharschaft von N liegt. 

Die Gleichung (3) ist nun zu kombinieren mit den Max well sehen 
Formeln; dies kann in folgender Weise geschehen: 

1^ Ysi||i. auch dm Auftats von W. Wettphal« dine Zeitich. 9, SS; 1905. 
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Die linke Seite der Oleiehnng (la) enlMlt das Glied 



c dt 



das 



von Maxwell als ,,Vers€hiebungsstronr (multipliziert mit4;r) bezeichnet 
wird; im homoffenen Dielpktriknm rnft er allein das Magnetfeld (LMN) 
hervor; im I/iter tritt auf der linken Seite noch additiv der Leitungs- 
strum ( imiltipli/iert mit 4«) hinzu. In umcrem (d. h. mit einem 
achwinguugnltiliigeu Gebilde ausgestatteten) Dielektrikum geht — 
enalog den Leitang88tr9meD — nfMh ein Konvdiioimlnm vor aieh, 
der Ton der Bewegung des schwingenden Teildioie henUhri Seine 
GrSBe iet i^ieh dem Produkt ans der Ladung und der Geschwindigkeit, 

also gleich also ist iu Gleichung (la) zu schreiben: 



(la) 



c dt et cy CK 



Dabei bedeutet ^ fwefti die durch ttoHa^ Venudie gefundene 
Dielektrizitätskonstantey sondern di^nige, «wJfiAe das IHdäetnlmm hahm 
würdef wenn es k» Maxwells(iim Sinne homogen wäre. 

Infolge der Periodizität von $ und X bestehen die Besiebungen: 

ebenso für X 

Dies in Gleichung (3) eingesetat lielert: 



gel 7 + P + ) ^ i -gii > 

" ct\ r ^ r' ^ ''j et ' 
Eingesetat in Gleichung (la) eigibt: 



oder 



sei 



et 



1>+ 7 — yi 



cX 
m et 



1 dx 
c Tt 



ine* 



f _j 



P 



^pT p3^ 



dM 



Setzt man 4«c' — - 



j. ax 

e 



"* c ay a« ' 



Infolge der Kombination ist an Stelle Ton die Größe e(T), 
d. h. eine Ton der Sehwingungsdauer oder der W^ßerHange anhängige 
DieMrintätshmskinte, getreten. Damit ist bereits ausgesprochen, daß 
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m diMen Gleidrang«! Dispersion eathaiteii ist Ebenso erliält man 

§ta« der biskengen Uleichimg — jetzt die loigende: 

detzen wir X — c'(^ so folgt durch Einaetzen: '^P^ — p, 



WO 9^ mla komplexe Qrofie auftritt Was ist niiii die Bedeutang des 
kompl«z6ii 1^7 Das reelle v bedeotet, wie wir vorher sahen, den 
Bredumgaiadex. Um diese Frage ra entscheiden, setzen wir v^n — ik\ 
dann erhalt man: 

oder 

{(' ^"•i-Üi —^^^ ' /i — L"! 

X-e\^ '^«»"V 

oder 

Nun int aber in dem zweiten Faktor rechter Han<l der Koeffizient von 
ff der resiproke Wert der Liehtgeschwindigkeit v in dem betreffenden 

Medium; also ^ l oder n^-^: d. h. « bedeutet den Brechungs« 

«ponenten und /, deii Absorptioiigkoettizieuten. 
Durch Zeri'aiien tou (4) eigibt sich: 

6 



-(>-;.) 



' T 



Nach unserer VoraussetKung ninB infolge der Kleinheit Ton p auch 

j klein gegen 1 sein; infolgedessen ist auch k hIü klein unzuueLuien. 

Dann gewinnt h folgende Bedentung: 

Die freie Schwingung genügt bei Kleinheit von q der Differential* 
gleichnng 
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wo I = e*"' gesetzt werden kann^ wenn v der Gleichung geiiÜLft; 

tnv* -\-p = 0; oder + ^- » 0; also ist mit Bückaickt auf (2) d » TJ: 
daher 

Da sehr Jdein ist^ so Terschwindet k, wofern nicht T — T«, in 
welchem Falle der Ansdraek unendlich wflrde, also folgt: 



£8 ist aber festanihalten, daß diese Annahenmg nur zu braiachea 
ist, wenn T -j-- T^] unter dieser Voranssetaong ist die Absorption yer- 
schwindend klein. 

ünt^ rsuclien wir den Verlauf von n* unter Ausschlnfi des Ge- 
bietes T — J«. Es lassen sich zwei F&lle unterscheiden. 

1) ^0 < kaxin man setzen j^ = l — d<l^ also 



«I = *o + 



2) > T] dann kann gesetzt werden = 1 + > 1 ; also 



also n- > aber in beiden Fällen nimmt n mit wachsendem T oder 
wachseoder Wellenlänge ab. (N&rmak Dispersion.) 

Zu untetsnchen bleibt noch der vorhin ausgeschlossene Fall 

T » Tq; hier ist es nicht mehr gestattet, die Großen ^ und ^.^ zu ver- 

naciiläs^igen, da sonst für T— T^, wie schon oben hervorgehoben, 
k unendlich groß würde. 

Für diesen Fall gehen die Formeln über in: 

also: 



0} a 



9ak* 4a* jt' 

woraus 
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oder für Meines a: 

d. h. hiröehtl ichc Absorption und mit der Wdl€idäti(fe aaih^cmier 
Mrcch u t ></s nxlrx. 

Alan erhält also folgeüde Kurve für (w) uud (A): 




Das Gebiet des Absorptionsstreifens, in dem der Brechiuigsexponent 
mit der Wellenlänge wächst, lieißt das Gebiet der anomalen Disppr.tton; 
die außerhalb liegenden Gebiete links und rechts vom Absorptious- 
streifen zeigen die normale Abhäiii^igkeit, uümiich Abnalime des Brechungs- 
exponenien mit zunehmender Wellenlänge. 

Der dargelegte Gedankengang ist ftUen braaehlieren Diqkenioiu^ 
iheorien gemeinnai; die obige Darstellung schließt Bich im weeeutlichen 
AH Drade') an. 

Die aas der Formdl für n sich ergebenden Disperaionsfonneln 
irind im sichtiMreu Spektrum Tiel&ch geprüft und bestätigt worden, 
Jedoch meistms im Gebiet der formalen Dispersion''. Im Bereiche 
der anomalen Dispersion hat xaerst A. Pflfiger^ Messungen angestellt; 
«eine Enrren fOr n als Fonktion der Wellenlänge »eigen in der Tat 
dßu oben typisch wiederg^ehenen Verlauf; nach ihm hatR. W. Wood^ 
im wesentlich«! übereinstimmende Resultate eiiialten und eine hflbsche 

1) P. Drnde, Phxrik des Athen. 

fi) A. Pflfiger, Wied. Ann. £6, 419; 1895. 6S, 178; 1898. 
8) a W Wood» Pha Mag. (6) 46, 880; 1901. 
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subjektiTe BeobftchtaiigBmeÜiode der Dispetsionskurveii nach dem Prinzip 
der gekreuzten Ftismen angegeben. 

Was ergibt sich nun aus den Formeln für statisdte oder sehr lang- 
same periodische Vorgänge? Um das sn finden, hat man in der Formel 

fi* « -i ^ -,>, za seteen T = oo. Dann ergibt sich 

1— ? 

Durch die Anwesenheit des sdiwingungsfabigen Gebildes ist in 
der „ursprünglichen*' Dielektrisitiitskonstante der Betrag £' hinzu- 
gekommen; diese Summe haben wir als IHdektmität^umstanie tmserBS 
inhamogeneH Mediums (im Sinne eines Mittelwertes) anznsdien. Die 
Formel efgibt* daß für Wellen TOn grofier Wellenl&nge, d. h. langer 
Schwingnngsdaner — die Erfahrung zeigt, daß selbst die sohndlsten 
elektrischen Wellen von 3 mm Lange hierher gehSren — Jieine Absorption 
tuid iJis^yersiüii auftritt. 

Hier besteht also die Maxwellsche Beziehung zu Recht; der 
yielektrisclie'' Breohnngsexponent, d. h. der für elektrische Wellen im 
engereu Sinne gemessene Brechungsindex ist gleich der Wurzel aus 
der Dielektrizitätskonstante. Damit stimmen samtliche Beobachtnngs- 
resultate überein. 

Entsprechend findet auch der Maxw«4lsche Hätz, daß alU- Isolatoren 
durchsichtig sein müssen, der im Ciebitt der (sichtbaren Wellen eklatante 
Ausnahmen, z. B. bei Paraffin und Haiigummi, erleidet, für elektrische 
Wellen vollkommene lief^tatigiuig. 

Man kanu sich nun die Frage vorlegen, ob es nirlit durch An- 
wendung geeigneter Mittel gelingen wird, Absorption und Dispersion 
auch für elektrische WeUeu zu er/it len. 

In der Tat ist dies möglich, und die Mittel dazu ergeben sich au 
Hand der oben dargestellten Theorie. Wenn es gelingt^ das Dielektrikum, 
das ffir diese langen Wellen wiiküeh wie «n Maxwell sehes Dielektrikum 
sich Terhalty mit sdiwingungsfahigen Gebilden zu veisehen, so muß in 
der Tat ein soldier mit ,,kfln8tlichen Molekülen" durchsetzter Isolator 
sich Terhalten wie ein dispergierendes Medium mit AbsoiptionsstreiÜBB. 

Der erste, der diesen Kachweis erbrachte, war Garbasso.*) Er 
ze^^, daß, wenn man zwischen Empflnger und Sender Leiter Ton 
solchen Dimensionen anordnet, daß ihre EigmsehwxDgnngen mit der 
Periode des Senders, oder richtiger gesagt, des Empffingers*), fiber- 
einstimmt, daß dann diese Schwingungskreise lebhafte elektrische Ob- 

1) A Gaibusso. Atti Are. »Ii Torino. 'Js, 

2) Wegen dor multiplen Kesouauz; siebe weiter unten S. 127. 
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zillationen ausführen auf Kosten der Energie des Senders. Der Empfänger 
zeigt also eine geringere Energie an, als wenn die Schwingungskreise 
nicht im Strahlengange befindlich gewesen wären. Er zeigt also eine 
,,Ab8orj)tion" an. Diese Intensitätsverringening ist gleich der in den 
Schwingungskreisen steckenden Energie der erzwungenen Schwingungen, 
welche zum Teil in Joulesche Wärme umgesetzt, zum Teil auch retiektiert 
wird. Gegen das sichtbare Gebiet zeigt sich nun hier insofern ein Unter- 
schied, als der bei weitem kleinere Teil absorbiert wird und der größere 
als reflektierte Strahlung zurückgeht. Deshalb ist die Intensitäts- 
verminderung, die der Empfänger anzeigt, größtenteils auf Kosten der 
selektiven Heflexion zu setzen. Der Einfachheit halber werden wir 
aber im folgenden diese Intensitätsverminderung als Absorption be- 
zeichnen. 

Die Versuche Garbassos sind aus dem Grunde verdienstvoll, weil 
sie das Prinzip ergeben haben, nach dem derartige Versuche anzustellen 
sind: sie sind aber nur qualitativer Natur. Mit unseren neueren Mitteln 
ist es jedoch möglich, diese Experimente auch quantitativ zu gestalten. 

Man kann sich zu dem 
Zweck eines ähnlichen Instru- 
mentariums bedienen, wie es 
von H. Rubens') vor einiger 
Zeit beschrieben worden ist. Da 
ich an demselben einige Ände- 
rungen angebracht habe, be- 
schreibe ich gleich meine An- 
ordnung. 

Als Wellenerreger (Sender) 
dienen zwei horizontal liegende 
Neusilberzylinder von je 5 cm 
Länge und 5 mm Dicke. In 

die einander zugekehrten Enden f ' 

derselben sind zwei dünne Alu- 

i-.g - 

miniumstifte von 1 mm Dicke 

eingesetzt, die etwa '/j 1 mm vorstehen. Zwischen ihnen spnngeu 
die Funken in Petroleum über. Diese Ajiordnung wurde aus dem 
Grunde gewählt, weil es sich herausstellte, daß die Aluminiurastifte am 
wenigsten durch die Funken korrodiert werden; sie sind noch günstiger 
wie die von Himstedt empfohlenen Zinkst ifte. Die Neusilberzylinder 
sind in zwei kräftigen vertikalen Hartgummistäben befestigt und können 



1) H. Rubens, Ztachrft. f. phys. u. ehem. Unterricht. 10, 2.19; 18y7. 
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durch eine ])as8end angebrachte Schraube bis auf eine whr kleine 
Strecke einander genähert werden (ca. Vio mm). So erreicht man 
YoUstandige Stabilität und Unyeränderlichkeit der Fiinkenstrecke, die 
zu quantitativen Messungen die notwendige Yorbediuguug ist. Die 
genauere Anordnung ist ans der Figur 2 enichtlich. 

Als Empfänger dient ein Thermoelement nach Elemencic, von 
dem die linke Hälfte in der Figur 3 gezeichnet ist; die rechte Seite 
ist symmetrisch zu ergänzen. 

An zwei horizontal liegende Hohlzylinder aus Messing (je 1,5 cm 
lang, innere Weite 2 — 3 mm) sind zwei Drähte verschiedenen Materials 
angelötet, links z. B. Eisen-, rechts Konstantandraht von 
1/50 mm Dicke. Diese Drähte sind in der bekannten. 
Weise verschlungen, und ihre freien Enden führen zu 
einem Panzergalyanometer. Die als Resonatoren dienen- 
den Hohlzylinder können durch eingesteckte Messinf^- 
stifte verlängert und so das Thermoelement auf yer- 
schiedene Wellenlängen abgestimmt werden. 

Ale Resonatoren verwendet man Stanniolstreifen 
von einigen mm Breite und der gewünschten Länge 
z. ß. 5 cm; ein solcher linearer Resonator schwingt 

_ ^ wie eine Saite, d. h. als halbe Wellenlänge: An seinen 
Piff* 8» 

Enden befinden sich die Knoten der Str5mung und der 
damit proportionalen magnetischen E^raft, sowie die Bäuche der elektri- 
sehen Krait. Ein solcher Resonator würde also z. B. durch auffallende 
Wellen von 10 cm Länge in voUkonmiene Resonanz versetst werdenu 
Derartige Resonatoren werden nnn in großer Ajusahl in porsllelen 
Reihen entweder auf Fäden an einem Holzralmien befestigt oder ein- 
fach auf Haltgummiplatten aufgeklebt. Ein solches Gebilde wollm 
wir künftig als „Resonatorengitter'' bezeichnen. 

Wenn man nun die Versuche so machen will, wie sie in der Optik 
angestellt werden, so mnß man einen bestimmten Wellenläugenbeireieh, 
sagen wir von 2 bis 20 cm Länge, znr Verfügung haben nnd für jede 
dieser Wellenlängen die ^^Absorption'' dea Gitters bestimmen. Die» 
Absorption ist im allgemeinen gering, und sie erreicht nur dann erheb- 
liche Werte, wenn die saffidlende Strshlnng dieselbe WeUenlange hat^ 
welche die Eigenperiode des Resonators besitzt; in unserem Beispiele 
i^oen dies Wellen von 10 cm Länge. ^) 

Wenn man nun als Abszissen die Wellenlängen nnd als Ordinaten 

l^ Da1>ci ist 9till?chweigend Toraiiszusetzen, daß die einzelnen Resonatoren 
des Gitters eich gegenneitig niciii ix-t influssen, was indevsen doch der Fall ist. 
Darauf wird später ausfüiirlicb eiugi-gaugcu worden. 
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Äe Ptosen tischen InteusltiltsTerluBte, die durch das Gitter hervorgebracht 
werden, anfiragty so erhält man eine zusammenhängende Kurve, die ein 
i^tses Maximum aufweist, welches eben der Eigenperiode des Kesonatoren- 
gitfcera entspricht. Diese Kur?e können wir ab AbBorptionsstreifeu be- 
wieluiien. 

Wie erhalt man nun aber den nötigen Wellenlängen berei eh von 
2 bis 20 cm? Auf den ersten Blick erscheint ••s notwendig, ebenso viele 
Sender Ton verschiedener Länge zu besitzen, als man rerschiedene Wellen 
haben will. Indessen ist dies nicht notwendig. Der Sender nämlich 
»ndet eine WeUe von bestimmter Periode aus, die aber stark gedämpft 
ist. Eine gedämpfte Schwingung läßt sich stets darstellen nls ein 
lotegrsl über eine ungedämpfte Schwingung. Der physikalische Binn 
dieses mathematischen Satzes ist der, daß man auch sagen kann, der 
^nder liefert statt einer gedämpften Welle von bestimmter Länge un- 
gedämpfte Wellen, deren Wellenlänge ynn Null 1ms oo Tariiert. Von diesem 
Wellenkomplex sucht sich nun das Thermoelement, dessen Resnn itnr 
in der oben beschriebenen Weise verändert werden kann, gerade die 
WeUeniange aus, auf die es abgestimmt ist'), und der Vorgang vollzieht 
lidi so, als ob nnr diese eine Welle vorh;iniltn wäre. Streng ge- 
nommen wirken zwar auch alle die übrigen Wellen auf das Thermo- 
element. Da indessen ihre Perioden nicht übereinstimmen mit der Eigen- 
periode de» Thermoelements, so ist die AmpUtnde der erzwungenen 
Schwingung verschwindend klein und kann ignoriert werden. Man 
erhält also den gewünschten Wellenlängen bereich, indem man einfach 
die Länge des Thermoelements in den entsprechenden Grenzen variiert. 
Anf diese W^eise lassen sich nun in der Tat die oben beschriebenen 
Absoxptionskurfen Ton Kesonatorengittem anfiiehmen. Einige Beispiele 
Ton Boldum Karren geben die weiter unten folgenden Figuren. 

Damit ist nnn die Analogie mit den optiseben Verhältnissen noch 
ketnevwegs erschöpft; sie geht vielmehr bis ins kleinste Detail. Msai 
kann sogar Yerhältnisse, die im sichtbaren Gebiet nicht rein auftreten, 
dnrch Versuche mit solchen Resonatorengittem aufklaren. Ein Beispiel 
daf&r ist die sogenannte „KandtEiche Rc^el '.*) 

Löst man eine Substanz, welche das Licht innerhalb eines eng 
begrenzten Spektralgeb iet«s stark absorbiert, in verschiedenen farblosen 
Flüssigkeiten, so variiert die Lage dieses Absortionsstreifeiis nach einer 
bestimmten Gesetzmäßigkeit, die eben in der Kinult sehen Kegel ihren 
Ausdruck findet Dieselbe sagt aus, daß das Absoiptionsgebiet nm so 



1) 7evgL Anm. S auf Seite 124. 

i) E. Asehkinaß u. d. Sckaefer, Ann. d. Pbyi. 6, 485; 1901. 
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weitor nadi dem roten Ende des Spektrums verschoben wird, je größer 
das Brechangs- und Dispeniwirermdgen des Lösungsmittela ist. Als 
Brechnngs- und Dii>persioii8TOTn6geii beceichnet Kundt die Konetutten 
a und 6 in der Formel 

worin u den Brechungseiponenten, / die Wellenlange bedeutet. Nicht 
selten str^ht die Kundt*che Rpj^pI in Widprspruch mit den Tatsachen, 
so daß ihr erst kürzlich jede liedeutun«: und Berechtigung jibgesprochea 
wurde. Wie mir srlieint, mit Unrec lit: denn heim Vorgang der Lösung 
bleibt das Molekül m (h ii wcitaua meisten Fällen nicht ungeändert, 
was offenbar die Vorbeüuigunir für die Anwendung der R^^gel ist. 
Gelange es also diese störenden, mit dein Vurg.iULi der Lösnn^' ver- 
knüpften Erscheinungen zu eliminieren, so wflrde num experinunleLi über 
Gültigkeit oder Ungültigkeit dieser Gesetzin aljigkeit entscheiden künucn. 
Das Analoge zu diesem Versuche aus der Optik ist mit unserem 
Beionatorengitter der folgende Yersudb. Man mOfite die Abioirpliioiia- 
trarre eines Besonatorengitters, dessen Resonatoren dnreli f^ea an 
einem Hohrahmen frei in der Luft befindlich aufgehängt wSven, auf- 
nehmen, dann das Gitter in ein flfissiges Dielektnkam eintanehen und 
nnn wieder die AbsorptionskiirTe ao&ehmen. Besteht die Kundtscihe 
Begel sn Rechi^ so mu8 sieh in diesem letzteren Falle daa Abaorptiona- 
mazimum nach der Seite der Uogeren Wellen yerschohen haben. 

Eine theoretische Üherlegnng l&ßt nun ein derartiges Verhalteo 
erwarten, denn bezeichnen wir die 8eh«riagangsdan^ eines Resonators, 
der sich in Luft iH'findet, mit Tq, seine Selbstinduktion mit L, seine 
Kapasitat mit Cq, so besteht folgende Besuehnng'): 

Tauchen wir diesen Resonator nun in ein Dielektrikum von der Die- 
lektrizitätskonstante A' ein, so multipliziert sich seine Kapazität mit 
elien der Dielektrizitätskonstante, infolgedessen wird seine neue Sehwin- 
gungsdauer 

I\ = 2u VLC^e. 

Es ist also stets grjjfter als 7«; das Ahaoiyiümmagmmm verschiebt 
sirji aUo im Einklänge mü der Ktmdtaf^m Segd nach ffrößerem 

Wellenlängen. 

\) ÖLreug genommen gilt diese Formel nxa für Schwmguii>?s kreise, deren 
Lftuge klein ist gegen die Welleitlftnge, vst hier nicht mehr der Fall ist; dieae 
Darstellnng ist nur der Bmfachheit halber gewfthlt 
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Der Versuch, den As hkmiiß und ich austeilten, ergab die voll- 
kommene Ilichtigkeit dieser L beiieguiig. Ala Dielektrika benutzten wir 
Benzol, Äther und Ace- 
ton. Fär jedes dieser 
drei Dielektrik» ei^ 
liielten wir eine Ab- 
florptioiiAkarye, die um 
so weiter nach grdBeren 
Wellenlangen verscho- 
ben war, je großer die 
DielektrizitStskonafcante 
war; die Knrren der 
Figur 4 steUen imsere 
Beobachtungen dar; sie 
aind scheinbar im wm- 
^eh^ivtrkn Sinne verscho- 
ben; aber die Abszissen 
stellen nicht die Wollen- 
iängen, sondern die re- 
ziproken Werte dar. 

(.Jlei*']i/"itig kann nion auch diese Me^simt^en (jHiintitativ zur Be- 
stätigung der Kundtschen Kegel verwenden. Demi, die exakte Utiltig- 
keit derselben vorausgesetzt, müssen sich die Ordiuaten der Maxima 
verhalten wie die elektrischen ßre( lumgaexponenten, d. h. wie die Wurzeln 
aus den Dielektrizitätskonstanten. Die tolgeiide Tabelle zei^t, wie gut 
die nach dieser ^lethode bestimmten lirechungBexponenteu mit den von 
anderen bestimmten Werten fibereinstimmen. 






' nadk Drnde imd 


nach AacbkinaO 


1 


NernBt 


und Schaefer 


Benzol . • . ■ 


I 1,52 


1,52 


Äther .... 


2,04 


2,07 


Aceton . . . 


4,7 


4,6 



Die Quadrate dieser 
Zahlen ergeben die Di- 
elektrizitätskonstante. 

Aus unseren Versueben ji^eht also die Hiiltigkeit der Kundtsehon Kegel 
hervor. Voraussetzung ist dabei nur, daß mau reine Verhältmsäe vor 
sich hat. 

Die Analogie mit den optischen Verhältnissen geht aber noch 
viel weiter. 

Vor kurzem hat Planck^) eine Theorie der Dispersion und Ab- 

1) Sitzangtiber, der Berl. Akad. d. Wissensch. I. 470, 190S; I, 440, 1908. 
AmUt dar Hattanuitlk aad Fhratk. HL B«Ui*. X. 9 
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soiptioB auf elektromagnetischer Grundlage enbrickelt^ in der unter 
anderem die Abhlngigkeit der Absorption ron der Anzahl der al>- 
sorbierenden Beeonatoren in der Yolumeinheit untersucht wird. Dieses 
üntersiiehnng hat ssu dner ganz besthnmtoi Lösung dieser Frage g»- 
fOhrty die sich Idider aus Mangel an experimentellem Material nur in 
recht UDTollkonunener Weise hat prüfen lassen. Dies legte mir den 
Gedanken nahe, zu untersuchen'}, wie die selektiyen Eigenschaften ron. 
solcbm Resonatorengittem sich Kudem, wenn sowohl die Anordnung 
als auch die Diebte der Resonatoren Tazüert wird; im besondem legte 
ich mir die Frage vor, ob sieh Anordnungen realisieren lassen, die 
analoge Erscheinungen darbieten, wie sie ron der Planckschen Theorie 
Terlangt werden. 

In der Tat haben sich solche Ähnlichkeiten in dem Verhalten der 
Gitter gezeigt; allein auch — was in Anbetracht der -vielen ein.'- 
schr&nkenden Yoraussetaungen der Plancksehen Theorie nicht uner- 
wartet kommen k<mnte — abweichende Ergebnisse. 

Wenn man in den Strahlengang ein Gitter mit sehr wenigen. 
Resonatoren (6 — 10) brachte, so erhielt man eine ToUkommen symme- 
trische Absorptionskurrei die sich bei Zunahme der Resonatoren in 
bescheidenem Mafie erhöhte^ ohne daß sich das Maximum der Absoiption 
jedoch Terschob. Dieser Fall entspricht dem Planckschen Tjpus II 
Ton Absoiptionskurven. Da dieser Fall schim li^flg bei Gittern be- 
obachtet worden ist, so Tcrsichte ich darauf, ihn durch Beispiele und 
Kurven au belegen. 

Bei weitem interessanter ist nun der Fall, den Planck als Typus III 
beseiöbnet^ und der aus dem Typus II sich entwickeli^ wenn die Dichte 
der Resonatoren gesteigert wird. Ich legte demgem&ß besonderen Wert 
darauf, die Erscheinungen au Terfolgt-u, die sich bei immer größerer 
Zunahme der Resonatorenanzahl ergaben.* 

Wenn man nun, yon einem Gitter Ä mit relatiy großer Reso^ 
natorenzahl (20 --70) ausgebend, zu einem andern B abergeht, das aua 
A dadurch entstanden ist, daß die samtlichen Entfernungen zwischeii 
den Resonatoren im nSmlich«! Verhältnisse verkleinert werd«s, so 
erhSlt man bei Yeigleichung der Absorptionskurren Ä und B swar 
im allgemeinen das Resultat, daß die Maximalabsorptionen gegenein* 
ander rerschobai sind; aber während die Planoksche Theorie eine 
Yerschiebung des Maximums nacb größeren Wellenlangen (nadi rechti) 
mit zunehmender Resonatorendichte fordert, ergibt sich hier je nach 
den Umstanden eine Yerschiebung nach rechts oder links; ja, es lassen 



1) Cl. Schaefer, Axol d. l'hy&. 16, lOG; 1906. 
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sich Falle realisieren, in denen überhaupt keine Verschiebung zu kon- 
atatieren ist, obwohl die Absorption betiacsbtUch ist, der Planoksche 
Typus II abo nicht mehr vorliegt. 

Man wird dadurch zu dem Schlüsse gedrängt, daß bei Verringerung 

des Abstandos zwisrhen den Rpsonatoren zwei entgegengesetzt gericbt<>te 
Wirkungen, eine nach rechts, eine nach links verschiebende, tätig sind, 
die bei geeigneter Anordnung sieh gegenseitig kompensieren können. 
In der Tat läßt sich dies ieieHt durch folgende luerl* ;irnng zeigen, 
wenn wir uns der Einfachheit halber auf die Betrachtung von zwei 
Resüuatoren beschriinken. 

Bezeichnet den Widerstand, L^^ den Koeffizienten der Selbst- 
induktion, /-jj den der wechselseitigen Induktion, C die Kapazität jedes 
der beiden YoUkommen identischen B^sonatoren, und die Strom- 
starke smr Zeit f, so bestehen die Differentialgleichungen 

W dt* "^I^, dt'*' £^ " dt* * 

dt* ^ Xi, dt ^ L„ C Ai 

Dnrch Elimination, z. H. von aus Gleichung (5\ erhält man ome 
Difiorentiulgleichuug vierter Ordnung für /j sowohl wie für Wenn 
man die Glieder mit ii\ yemachlässigt, so erhält man das allgemeine 
Integral in der Form: 

/i - ^ cos 2» 4- öl) + C08 2x -i- (J,) , 
» ^cos 2;c + d,) — BcosS« (jr + d|), 
wo A, Bf dg Integrationskonstanten sind nnd 

ist. Da nun die beiden liesonatoren vollkommen identisch sind und 
täurli die Anfangsbedingungen gleich sind, so ist ferner i^» ^; d.h. J^ = 0. 
Also erhält man daa Resultat: 

tj — lg - ^ coB 2« + 

statt der Schwiuguiigsdauer 7^ - ^.t } ^o» Kapazität eines 

einzelnen Resonators bedeutet, führen die beiden zusammen jeder eine 
Schwingung von der Periode Tj aus, die den angegebenen Wt-rt hat. 
Bei der Beurteilung des üntersdhiedes swischen Tj nnd darf nicht 
Ubeisehen werden, dafi sidk durch AmiBherung des sweiten Hesonators 
aueh die Eapa&ttt vei^dert hai Mau kann nun folgende swei 
eingehe FSUe unterscheiden: 
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1. Die BeeoMifcoreii lieg^ horizontaL nebefieinaadw: 

I- +1 I- +1 

Daau kehreu sie sich die ungleicimamig ^^eladenen Enden zu; «lie 
Kapazität eines ResoDators C'^ ist also jetzt grußer als seine ursprüngliche 
C,; also ist die Periode ^ 27cy{L^^ \ > T^. 

.le näher die beiden Resonatoren aneinander rücken, desto o^ößer 
wt i deii , und d. h. das Maximu7n der Absorption verschiebt sich 
hei \ernngerung des liorizontHl» ii Abstandes nach größeren Wellen- 
längen, entspredietiä der Forderwuj der Flanrhsclien Theorie. 

2. Die Resonatoren liegen vertikal untereinander: 



1- 


+ 


1- 


+1 



In diesem Falle ist, wie ans der Figur sofort ersichtlidiy die 
Eapaxttät < C^; da aber andererseits an Stelle ▼on i/ji die Siunme 
{L^^ + Ai) getreten ist, eo kann man, ohne die Induktionskoeffiaenten 
zu kennen, nickte darflber aussagen, ub größer als oder kleiner 
ab isi LäBt man die Besonatoren aneinander rfioken, so Tergroflert 
Siek Xi|, nnd yerkleinert sieh eo dsfi man anch hier a priori nicht 
in der l4ige ist> et«rae fiber den Sinn der Veiindemng der Periode aa- 
angeben. Lideeeen habe ick bei der experimentellen Unterenehnng in 
allen lUlen gefanden (idh habe ungefähr 20 Gitter untersncht), daB 
der kapaKitätsvernnndemde Einfluß denjenigen der Vergrößerung der 
wedueleeitigen Induktion überwiegt^ daß also 7, < Das Abeoiptions* 
mazimum verschiebt sich nach l'lehirrDi Wellciililngcn. 

Natürlich will ich damit nicht die Möglichkeit leugnen, daß ea 
unter Umständen auch anders sein könne; aber da ich eine derartige 
Ilmkehrung nicht gefunden habe, werde ich mir erlauben, folgende Ver- 
einfachung eintrejeii zu Irshou: Im Falle 1. ist A,^ selir klein und wirkt 
anßtrdoui im nämlichen Sinne wie (^^•. die Veränderung der Periode 
ist also III diesem Falle sicher in überwiegendem Muße der Vergntbeninj^ 
der Kapazität zuzii.schreiht'u. Im Falle '2. ist größer als im Falle 
1. und wirkt der Wirkung einer Änderung von (7« entgegen; doch ist 
dem Sinuo nach die beoliaohtete Veränderung von 1\. so, als ob L^^ =- 0 
wäre und allein sich änderte. Wir kömieu ulso zusammenfassend 
sagen: 

Man kann in den beobachteten Fällen, wenn man nur die ^ditimg 
der Verschiebung ms Auge faßt, znr Verein&ehung L^^ 0 annehmen 
und die Yersdiiebong lediglich auf das Konto der Veränderung der 
Eapasitat setzen. 
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Da ea mir im folgenden lediglich anf die qnalitofciTe Seite ankommt, 
80 werde ich in diesem Sinne in beiden f^en gleidi Null an- 
nehmen. 

üm den zweiten Fall rem zn haben, kann man folgenden Tenwdi 
machen: Man stellt sieh ein Gitter her ans einer einzigm Vertikal» 
kolumne von Resonatoren, welches an einer bestimmten Stelle sein 

Abeorptionsrotixiinum 
hat Ans diesem Gitter 
nimmt man dann eine 
bestimmte Anzahl von 

Resonatoren fort, /, H. 
jeden zweiten tuid 
dritten, wodurch die 
Vertikalabstände sich 
auf ungefähr das Drei- 
fache TergröBeru. Dann 
nimmt der kapazitüts- 
verkleinernde Eiiilluß 
ab, das Maximum dieses 
zweiten Gitters muß 
gegen da« des ersten 
nach rechts yeieehoben 
sein. 

Die Konstanten des 
Gitters, mit dem ich 
diesen Yeisach ana* 
fthrte^ waren folgende: 
Die Besonatoren 
hatten die oben ange- 
gebenen Dimensionen; 
fiir einen einzeln«! hätte 
das Maximum des Mit- 
schwingens ungefähr bei 
der Em pfiingerl ringe ö cm (?. = 10 cm) liegen mtlssen. Bei dem be- 
nutzten fJittcr waren 2i» [{esonatoren vertikal untereinander in Abständen 
von 1 cm uni^»"'irdiiet : das Hesultat war eine solche Verschiebung des 
Absorptionsmaimiums uuch links, daß dasselbe bei der EinpfÜngerlänge 
3 cm (A = 0 cm) bereits überschritten ist, wie Figur ö Kurve B zeigt. 

In der Zeicdmung sind als AbsziBSuu die Empfilngerlängen {= \ l), 
ab Urdinaten die Absorption in Prozenten der aut'i'aUenden iStrahlung 
aufgetragen. 
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Nun wurde aus diesem (iitter der zweite und dritte Reson.itur fort- 
grenomnien; die Zalü der noch übrig c^ebliebeneii war neuii. Die Folge 
davon ist, daß das Maximum der Al)S()rj)tioii jetzt naeli /.., = 5 ein tre- 
rückt ist, wo anch augeniiiiert das Maxinniin für einen einzelnen Iveso- 
nator liegen mUüte; der ka[ia/.itiitsvermijidemde Einfloß ist also hier 
schon fast Null geworden U^ig- ö, Knrre A). Das entsprechende Ex- 
periment für den Fall 1, wo man also nur eine horizontale Reihe von 
Resonatoren anzuwenden hätte, läßt sich in dieser einfachen Form nicht 
gut ausfuhren, da auf eine Reihe höchstens 3 — 4 Resonatoren gehen 
nnd so die Absorption zu schwach werden würde; aber man kann 
mehrere in grobem vertikalen Abstände hefindlicbo Reilicii nrhmen, so 
daß der kapnzitätsverramderade Eintiuli des vorherigen Jtf alles ver- 
schwindend klein wird. 

Ich benutzte zu diesem Versuche folgende Gitter (c( und ß): Die 
horizontalen Keihen bestanden aus vier Resonatoren dersellicn Dirnen 

sionen, die bei a eine 
Distanz von 1 cm. hei 
ß von 0,2 cm hatten. 
Sechs solcher Reihen 
befanden sich unter- 
einander in Abstän- 
den von (1 cni bei 
beiden Gittern. Sie 
unterschieden sich 
also nnr durch die 

horizontalen Ab- 
Bllimi ' der Vertikal- 
külumnen. In der 
Tat zeigt Figur 0 
Kurve ß eine starke 
Verschiebnnt.»; nach 
rechts gegeniil)(*r «. 
Die Kurven « 

tmd ß zeigen nun die cbarakteristiseheu Ei^'ensehaften der Absorptions- 
kurveii vom Plauckschen Tvjtus lU. Die Verseinebung des Maximunis 
nach größeren Wellenlängen ist bereits erwähnt; die Kurven sind 
unsymmetrisch, nach rechts steiler abfallend als nach links, endlich 
nach rechts stärker verbreitert als nach links. Da ferner « und ß 
die nämliche Anzahl von Resonatoren haben ^24), so zein:t ein Blick 
auf die Kurvt-n « und ß^ die au keinem Punkte zusammenliillen, daß 
das Beersdic Gesetjs vmi der Froportionalität g wischen den Extinktions- 
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hoeffijsicnien und der Diättigkeit keine GutHs^eeU für den wiftUeffendm 
Faü hesiUL^) 

Da nun die benutzten Besonatorengitter immer aus mehreren Reiben 
Ton Resonatoren bestehen, so ist es klar, daß beim Zusammenrücken 
der einzelnen Resonatoren beide Wirkungen, sowohl die des Falles 1 
wie die (les Falles 2 gleichzeitig auftreten. Je nach den Umständen 
überwiegt die fine oder andere von ihnen, oder sie koinpeiiHieren sich 
auch vollständig, wie es ohen erwähnt worden ist; die Kurven trarjen 
je nachdem den Charakter der in Figur 5 oder 6 dargestellten, oder 
sind liei Kompensation der Wirkungen volikouimen symmetrisch. Weil 
sich dies bei den ca. 40 von mir nutersuchten Gittern immer wiederfand, 
kuuii ich von der Reproduktion noch weiterer Kurven absehen^ da sie 
nichts Neues zeigen. 

Es erhebt sich nun die Frage, woher die Abweichungen vuu der 
Planckaehem Tlteorie kommen, die beobachtet wurden. Der Grand liegt 
darin, daß diese Theorie ziemlich viel« eansehiankeode Yoranssetznngeii 
maeh^ die bei der gewöhnlichen Anordnung der Besonatorengitter nicht 
eorfBUt sind, zum Teil nicht erf&Ut sein können* So z. 6. soll nach 
Planck der mittlero Abstand zweier benachbarten Resonatoren groß sein 
gegen die Lineardimensionen eines Besonaton nnd gleichzeitig die 
Wellenfönge ebeofiills groß gegen den Abstand der Besonatoren. IHmo 
beiden Bedingungen sind bei Besonatorengittem der angewendeten 
Konstruktion nicht gleichzeitig erfQllbar, da die Lineardimenaionen 
eines Resonators selbst von der Größenordnung der Wellenlänge sind. 
Die Abweichungen bedeuten also keines&Us eine Widerlegung der 
Theorie. 

Es ist vielleicht v(m Interesse, hwrorzuheben, daß in der Natur 
selbst solche Abweichungen vorkommen unter ähnlichen Bedingungen, 

unter denen unsere Resonatoren stehen. So wird bei Flüssigkeiten 
ebensowenig wie bei <U'n untcrsuehten Gittern der niittlcre Abstand 
zweier benachbarten Resonatoren irroß sein gegen die Lineardiniensionon 
derselben. Flüssigkeiten werden (hilier — so kann man vermuten — 
ein ähnliches Verhalten zeigen müshen wie die (iitter. So liat z. B. 
Aügetröni*) gezeigt, daß die Maximalahsorptionen von tlüssigem Äther, 
Benzol, Sehwefeikohlenstoö gegenüber denen ihrer Dämpfe nach kleinen 

1) hn Gebiete dar aichtbanii Strahlea ist ueiaei Wkaeiu noch keine 6e- 
aULtigmoK dieiei vea der TbMme vedaagtea Ergebn&M« Toibanden, wenigsteas 

nicht bei natörlich vorkommeDden Modion; kolloidale Goldlösuugen in Gelatine 
zei<>en allerdings dasselbe Verhiilteu. Siehe die Arbeit von F. Kirchner und 
B. Zsigmondy, Ann. d. PIijb. 15, 673j 1904. 

S) E. AngatrOm, Ofvenigt af E. Tetenik. Akad. F&handl. 47, 899; 1890. 
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WeUenliogen rencbolwii maA, wihratid naeh Ascbkinafi^) die Baadaa 
dfl0 Warnen nach rechte TenehcbeiL Bind. Die ÜberaiDstimmang ist 
alao quaUtetir eine Tolltfindige. 

Dia eina Saite dar Fragey nSmlioh die Etzen gung yon Absorption^ 
ist damit ailedigt. Ea blaiban noch an baspErechan dia Varancbe, dio 
■ich mit dar Erziahi]^ ron Diaparrioo babBt haben. Diea ist biehar 
nnr in einer Arbeit Ton OarbsBao nnd Aaehkinafi*) geschehen. 

Sie aniaUen Dispersion, indem sie eina Anaahl Ton Besonatereor 
gittern pnsmenförmig, d. h. dreidimensional anordneten. In der Tat 
worden durch dieees Prisma StnUen Ton Tersehtedener WeUenlaage 
* Tersohiedan stsrk gebrochen. So sehätaenswart diese Versuche sind, ao 
sind sie doch nicht ausreichend, denn die Messiingen der genannten 
Physiker beaiehen sieh nur auf das Gebiet der nonnakn Dispersion, 
wählend das der anomalen noch seiner Erschliefiong harrt.') 

Wie schon oben herrorgehoben, bestobt swischen diesen Versuehea 
und den optisdien insofern ein Untersdued, als in der Optik es sieh 
«n wirkliche Absorption haadclty w&hrend bei den Gittern der gröfita 
Teil der nicht dnrchgelassanen Ensigie reflektiert wird. Dies flünrt 
an der Fkaga, ob nicht auch dieser DifiereoEponkt noch au be- 
seitigen wäre. 

Auf meine Yaranlassung hat deshalb Herr Laugwita^) Yersnehe 
mit Oittem untemommany deren Resonatoren nicht aus lletsllen, 
sondsn aas einem elektrolytisehen Leiter bestehen. Der Charakter 
der mit diesen Gittern erhaltenen Absorptionskurven ist insofern ein 
TöUig anderer, als die Surren kein spitsea MaTimum anfteigen, sondern 
ganz flach Terlaufen. Dies Verhalten ISßt sieh, wie ich glaube^ swang- 
las durch den großen Widerstand erklSran, den diese Resonatoren im 
Vergleich mit den metallischen beeitaan. Die Absorption wird «ne 
ToUstindig», wenn diese Resonatoren sehr lang im Veihaltttia sur ba- 
nntaten Wellenlänge sind, d. h. ea tritt ffertiidte GiUeneitlamg ein. 
In der Tat geht die ganae Strahlung ungehindert durch das Gitter 
hindurdi, £dls dasselbe vm 90 Grad gedreht wird. Wenn man esn 
solches Hertasches Gitter aus einem elektrolytiscben Leiter auf seiii 
BefleiionsTermdgsn untersucht, so aeigt sich, daft es erheblich weniger 
reflektiert als ein meteUisches Gitter, wShrend durch beide gar 



1) E, Aiohkinafi« Wied. Abd. Si, 401; 189«. 

S) Garbanso nnd AtchkinaB. Wied. Ann. 58, 634; 1894. 

s> DioRc Autga})e ist im hiesigea phjnkaliiGhcn Inititiit nach mehreren 

Methudeu ia AugriÜ geuoiiimen. 

4) Hr. Laugwiiz wird demnächst selbst über seine Versuche ausführlich 
benahten. 
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keine Energie hindurchgeht Dies« dddrolytischcn Gitter bilden also 
wirkhch das optische Analogon gum TumicUin, der ja bekajmÜich in 
mner Richtung das Licht roUkommeii doiehläßt, in der anderen toU> 

kommen absorbiert. 

Auf die Bedeutung der Versuche mit eloktrolytisrbpn Resonatoren- 
gittem für die physiologische Optik soll hier nicht uäher eingegangen 
werden. 

Zum SchluHst^ möchte ich noch auf eine Aufgabe liimvt isen, die 
durch Verwendung von metallischen Resonatorengittem gelost werden 
kann. Wenn man die Strahlung eines Senders einmal oder mehrere 
Male an Ref?finat(>rengittem derselben liligenperiode reflektieren läßt, «o 
aind in dieser reliektierteu Strahlung nur noch \\Vllen von solcher 
Lange Yorhanden, wie sie der Eigenperiode dieser Resonatorengitter 
cDtB|izichi. Maekt man alao die Resonatoren genügend klein, z. B. mm, 
■o muß man Wellen wtm doppdter Wellenlänge, also etwa von | mm 
Wellenlinge erkalten. Ob dieae Metkode tick ansfttkren lißt, hängt 
weeentüek davon ab, ob es gelingen wird, die Eneigie des Smders 
genfigend scn steigern, was aber nadi meinen Erfabmng^ keine vor 
Qberwindliehe Sebwierigkeit bietet. Dann smd wir imstande, den 
Iftekenloeen Anseblnft kennstellen zwisdien den Ungsten Wärmestrsklen 
Ton nngefibr j| mm nnd den kürzesten Strahlen elektriscker Kraft yon 
3 mm, deren Ebdatenz Lampa nacbgewiesen bat. 

Breslau, im Angnst 1905. 



Eeln geometrisclie Theorie der binareu f'omieü 2. ürdnimg. 

Von H. TniBHE in Posen. 

Einleitung. — Der Gegensatz, der lunj/«^ Zeit zwischen der ana- 
lytischen und der synthetiscbt ri (»eoraotrie «jeht rrscht hat, best«dit heute 
nicht mehr. Die Methoden heider Arten, die Eigensebaften der ]^'^^^m- 
gebilde zu erforschen, sind jetzt so weit ausijrebildet, daß die syntii ■! sehe 
und die aualytisehe (ieometrie einander auf ihren Wogen foliren kontion, 
daß es für den Forscher vielfach nur den Wert einer Äulierliidikeit 
besitzt, ob er die eine oder die andere Methode für seine Arbeit benutzt. 

Nur einige wenige Gebiete gibt es, m denen die Aimaherung der 
beiderseitigen Methoden noch nicht zur Vollendung gelangt ist, nament- 
lick einige, in denen die reine Geometrie der rechnenden nickt zu 
folgen Termag. Diese nnvollkommene Ansbüdnog der Metboden der 
reinen Geometrie bat fUr die Gesamtwissenscbaft naditeilige Folgen 
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gehabt Man weiß| daß projektive geotnetruehe EigeiiBcbafteii doroh 
mTariante Beziehungen algebraischer Formen daigeetellt werden. Die 
moderne Algebra hat Methoden geschaffen, anf Grmid deren sie in- 
variante Beziehungen in nubegrenzter Zahl aufstellen kann. Bisher ist 
nun die Geometrie noch nicht in der in jedem Falle anzugeben, 

welche geometrischen Eigenschaften den invarianten Beziehungen ent- 
sprechen, und dadurch verliert wieder die Invariantentheorie an Wert. 

Soll die Geometrie der Algebra folgen können, 00 muß sie vor 
allem die durch die algebraischen Gleichungen gegebenen Gebilde un- 
abhängt von der Algebra definierm können. Die ebenra Kurven de- 
finiert man geometrisch meist als Ejrzeugnis projdddver Bfischel. Ei 
ist das Verdienst von £. Kötter, auf Grund dieser Definition zum 
erst«! Mal eine vollständig dnrehgeftlhrte rein geometrische Theorie 
der algebraischen ebenen Kurven gegeben zu haben.*) Diese Theorie 
stellt aber für die Lehre der Kurven ihre Punkte in den Vordergrund, 
wahrend f&r die Invariantentheorie mehr die dnrdi die geometrischen 
Gebilde Tcrmittelten Beziehungen zwischen Punkten, Geraden und ko- 
varianten Kurven von Bedeutung sind. Außerdem ist diese Erzengungs- 
weise auf Gebilde von weniger oder mehr Dimensionen (binare Formen, 
Flächen usw.) nicht ohne weiteres flberkagbar. 

D&t Verl hat sehon vor längerer Zeit gezeigt'), daß man die 
geometrischen Gebilde noch in einer zweiten Weise rein geometrisch 
definieren kann, und daß diese Definition, die Definition der geome- 
trischen Gebilde durch Konstruktion ihrer Polarsysteme, eine gleieh- 
mäß^ rein geometrische Behandlnng der Gebilde jeder Dimension und 
beliebigen Grades ermöglicht. 

Grundlage einer derartigen rein geometrischen Behandlung der 
verschiedenen Gebilde muß hierbei die Theorie der binären Formen 
sein und unter diesen die der binären Formen 2. Ordnung. Als Er- 
zeugnisse von involutorisch liegenden projektiven Funktreihen sind die 
binären Formen 2. Ordnimg nnter der Benennung Punktsysteme, In- 
Tolutionen von Pünktepaaren seit langer Zeit bekannt.') Ais selb- 
ständige Gebilde hat zuerst H. Wiener*) sie einer rangehenden Unter* 
Buchm^f nnterzogen. 

Die Arbeit von Wiener bedarf in einem wesoitlidiai Punkte der 
Vervollständigung. Wiener behandelt einzelne Formen und Büsehdl 

1) Berlin 18s7. Kein geometrische Theorie der algebruisc tif^n ebenen K\m'en. 

2) 18-y. Schlömilch, ZUchr. f. Math. u. Vhya. XJÜV. Vcrgl. Math. Ann. 
XX, XXIII, XX VIII. 

3) Schroeter, Kegelschnitte (2. AnB.) S. 49 v. f. 

4} 1886. Beingeometriacfafi Theorie der DsrsteUang binftrer Fonnen. 



Digitized by Cuv^^it. 



Bein geometrische Theorie der hin&ien Formen S. Ordnung. 



189 



TOn solchfü, nicht aber die Gresamtheit der quadratischen Formen, das 
Bfindel der Formen. Die Hineiuzieluing tliesea Bündelö iu die Unter- 
suchung, namentlich die Untersuch uno; des Gebildes (Kegelschnitts), 
das aus der Gesamtheit der l'ürmeu mit zusamnieDfalleudeii Ordnungs- 
elementen besteht, wirft auf manche bekannte Beziehungen neues Liebt, 
ist aber vor allem notwendige Vorl>edir.guug für eine genauere £r- 
foTsdiung der Eigeosehaftwa deor binaren Formen 8. nnd höherer 
Ordnuig. 

Um dem Leser das VersiandDis der Arbeit zu erleichtem, be- 
flchrinkt sich das Folgende nicht auf die Ergänzung dieses einseinen 
Punktes Arbeit von Wiener. Vielmehr gibt der Verf, ein^ harzen, 
ftber TollstSndigen Abriß der j^uizen Lehre, behandelt snnachst die 
einxelne Form, dann das Büschd und schließlich das BQndel von 
Formen 2. Ordnnng. Auch wenn dabei einige Eigooschaften abgeleitet 
werden, die sich schon bei Wiener finden, so ist die Art der Ab- 
leitung doch dnreh^ngig eine selbständige. 

1. Die eifudne binäre Form 2. Ordnung, — Das durch zwei in 
mvolutorischer Lage befindliche projektive Punktreihen erzei^^ Ge> 
bilde (Punktsystem, Livolntion von Panktepaaren) soll in folgendem in 
Übereinstimmung mit der modernen Algebra hinure Form A^. Ordnung 
oder auch binäre quadratische Form genannt werden. Einzelne solcher 
Formen raöj2:en m'ii. A-, B-, C-, . . . bezeichnet werden. Der einem 
Punkte « in der Involution fdem Puulvtsystem) zugeordnete Punkt b 
möge in Ühereinstimmang mit der Algebra die Polare des Pols a heißen. 

Aus den bekannten Eigenschaften der Involution (des Punktsystems) 
ergeben sich folgende Sätze: 

1. Die Punkte einer Geraden und ihre Polaren für eine binäre 
J^Wm 2. Ordnung hilden sm-i projektive Punkirdhen. 

2. Jsi b die Polar i: ron a für Ä', so i^t a die Polare von b f ür Ä*. 

3. Eine binäre Form 2. Ordnuftg ist durch zwei Paare von Pol 
wtd Polare bestimmt. 

Es gibt bekatiutlich drei Arten von binnren Formen 2. Ordnung, 
htfperbolisehe, cUipHschr und jx/rahol/srlir. Ilei einer hyperbolischen Form 
gibt es 2 Ordnuugspvinkte, l^unkte, wch'lie mit ihren Polaren zusammen 
füllen: irgend ein Paar von Pol und Polare liegt zu dem Paar der 
Ordimngspunkte hiinnonisch. Die elliptischen 1 uriiien besitzen kerne 
Ordnungspunkte. Bei einer parabolischen Form fallen die beiden Ord- 
nungspunkte in einen znsammen*, dieser ist die Polare zu allen Punkten 
4er Geraden, und umgekehrt hat er jeden Punkt der Oeraden zur Polare.^) 



1) Sebroeter, Kegelscknitte. S. fil n. 73. 
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3. Das Sfstm meier konjugierten jp^^rme» 2. Ordmutg. — hi 
eine binäre Form 2. Ordnung» {a, h) ein Paar, (x, y) ein zweites Paar 
▼on Pol nnd Poltu-e für A^, so bestimmen die Paare (a^ x) und ((, y) 
eine neue Form 2. Ordnuin^ . lie mit bezeichnet werden m9ge. 
-X* nennt mau eine zu kat^ugierte Fomi.^) 

Ist umgekehrt die ursprüngliche Form , sind also (o» x) und 
{hf für Paare von Pol und Polaie, so bestimmen in analoger 
Weise die Paare (a, b) und (d?, y) eine zn konjngioie Form, näm- 
lich A*. Also: 

1 ht X* zu A* konjugiert, so isi auch A' zu X* kot^ugicrt. 

Für eine g^ebene Form A* kann man nicht nur zu einzelnen 
Funkten, sondern auch zu Sjatemeil TOn Punktm die Polaren suchen. 
Nach 1, 1 ist das Polargebilde einer Pnnktreihe eine projektive Punkt- 
reihe, das Polargeb ildo zweier projektiven Punktreihen wieder zwei 
projektive Punktreihen. Lieffen die ersten beiden Punktreihen invo- 
lutoriscb, l)il(l(m sie also eine binrn-i^ )'\)rin 1'. Ordnung R', so bilden, 
wie wir sofort zeigen wrdlr'n. die polaren i^unktreihcn eine neue binäre 
Form S*. Ist nnnilicb {(t , !/) ein Paar von /?*. ent?»pri( hl also in den 
beiden Punktreiheu, aus denen i2* besteht, dem Puukto a derselbe 
Punkt b der jedesmaligen anderen Punktreihe, sind ferner <i' und h' 
die Polaren von a und h für ^1-, ho entspricht ebenso in den polaren 
Punktreiheu in beiderlei Sinne dem Punkte a' der l'inikt //. Also: 

2. 7)aÄ Polanfebilde ehur binären Form 2. ihdnumj R- für line 
Form A^ ist cim dritte Form S'. 

Im allgemeinen ist «bin l'ohirgebilde einer Form eine neue 
Form S^. Dies ist jedoch nicht <hr Fall^ wenn zu A' konjugiert 
ist. Ist nämlich wie oben X' eine konjugierte Form von A^, A^ durch 
die Paurü {d, 0), (.r, tf ) und durch die Paare (a, x), (?>, y) bestimmt, 
so ist das Polargebilde von («, x) für A^ das Paar {b, y) und das 
Polargebilde von (6, y) das Paar (a, ar); diese Paare (6, y) nnd («, x) 
btttimmen aber dieselbe Form X*. Also: 

3. 8u<M man £u einar Fofm IP, uMie m A* honjugiert ist, für 
A^ das Pdargdnlde , so erhält man X* 5«{M. 

Sucht man zu den Punkten der (geraden für zwei l ormeu ^1' und 
X* die Polaren, so erhält man zwei projektive Punktreihen; diese liegen 
involatorisch, sobald A* und X* konjugiert sind. Es sind nämlich in 
diesem Falle die Polaren 

1) Rosanea. über eiu Prinzip der Zuordnung algebraischer Formen. Grelle 
Bd. 7G. Vetgl. Heje, Crelle 7b, und F. Mejer, Apolarit&t und xationale 

Kurvou. 
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Ton a die Punkte b und 

» ^ » n * » y» 
I» * » >» y I» *•* 
» y » » * w ^» 

£8 eatspricht also in dm beiden nenen Piiiikfamken dem Punkte 
a in beiderlei Sinne denelbe Punkt gf, ebmeo dem Punkte h der Punkt 
4^ womit die Behauptung erwiesen igL AIbo: 

4. Die Polaren der Piptkte der Geraden für ewei kaiyuffierie Formet^ 
Mdim Mwei mvokUorisek hegewk Fmtkireikm, mm im» Unäre Fmrm 

2. Ordnung. 

Nennt mau die auf diese Welse durch A' und A~ betitimmte neue 
Form Y*, so ist 

A* beatimiüt durch die Paare {a, h) und (x, tf), 

n I» n n ^) » V)^ 

p n n n (fitV) n «)• 

Die Anordnung der Paare zeigt, daß auch 7* m il* und 2* kon- 
jugiert ist AIbo: 

5. SiuM mm jn dm AmjUm der Geraden für Mwei konjugieriB 
Wörme» A* imd die Feiarenf so erhäU man die Faare von Pol vnd 
Polore für eme Form T', die m» ä* und 0» X* konjugiert ist, so daß äko 
Jede der drei Formen Ä*, X^f gn den beiden anderen hoi^jugiert iek 

Die Punkte a, h, x, y sind für J^^ X*, 7* nieht von apeiieUer 
Bedeutung. Ist nimlich (r, s) ein beliebiges Paar Ton Pol und Polare 
für Z*, und sind u und 9 die Polaren TOn r und e för A^, so sind, da 
2* für ^* sdn «genes Polargebilde ist, 

(r, u) und (s, v) Paare von A}, 

{r,8) „ (tt,«) „ » 2«. 

Femer bilden nach 4. die Punkte s und u, die Polaren von r fOr 
A* und X', ein Paar Yon Y*f ebenso r und v, die Polaren von & Also: 

6. SttdU man eu emem Punkte r die Polare u für A*, eu u die 
Fciare v fiir X*, gu v die Polare ßr F*, 50 fadU letgtere wieder mü r 
muammen, wenn A*, X\ T* drei 0» einander honjwffierte Formen sind. 

7. Svdd man fOr drei tu einander konjugierte Formen A\ X*, Y* 
mn einem bdidrigen Punkte r die Polaren «0 sind (r, u), (s, v) 
Paare von A*, (r, «), (m, v) Paare von X* und (r, t»), (s, u) Paare von YK 

Somit gehdrm zu den drei konjugierten Formen unendlich Tiele 
in dieser eigentfimlichen Weise verkettete Quadrupel von Punkten; 
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jeder Ptmkf der (Geraden ireliört oinpm solchen t^iadrupel an; eins 
dieser Quadrupel nügt zur liestimmung der drei konjugierten Formen. ^) 
Besitzt eine Korra X^, die zn konjugiert ist, in / ein Ordnungs- 
elerncnt, ist also (r, r) ein Paar von X*, so muß (s, s), die Polare von 
(r, r) itir A^, auch ein Tuar von X* sein, da X' für .1- sein eigenes 
Polargebilde ist, mithin muß (s, s) das zweite Ordnungselement von X' 
sein. Also: 

8. I>/e Ordnungselewctite einer Form X* bilden ein Paar von Pol 
fmd Poktre für jede m X* konjugierte Form. 

9. Ist X* eine parnholischc Form mit dem Doppelordnungsehmetü x, 
SO ist X ein Ordnungselcment jeder zu X* konjugierten Form. 

Denn sind (x, r) und (x,s) Paare von X*, so sind (x^x) und (r, «) 
Paare der konjugierten 1 Oiin. 

Tripel konjugierter Furuien treten öfters bei geometrischen Unter- 
sachungen auf. Z. B. führt die Aufgabe: „Zwei gegebene binäre 
Fonnen 2. Ordnung polar in einandw sn tni»fonnieren% auf ein solches 

3. Uas Biiscliel der zu einer Form 2. Ordnung konjugierten Formen 
Ji, OränunfUf, — Zu einer Form J? gibt es nnendlich Tiele konjugierte 
Formen. Halten wir nSmlich ron den in Nr. 2 willkflrlidi gewählten 
Elementen a und x zunaebst a und damit auch fr feal^ wahrend wir x 
und damit aneh y Tariieren lassen, so liefert jeder Punkt x der Ge- 
raden eine neue Form 2. Ordnung; denn die Form 2^ welche durch 
(a, x) nnd (fr, bestimmt is^ ändert sich, sobald a festgehalten wird 
und X sich ^deri 

Es fragt sich nnn weiter, ob wir noch mehr sn koiyogierte 
Formen erhalten, wenn wir aneh noch a seine Lage ändern lassen. Es 
aeigt sieh, daß dies nicht der Fall ist. 

Denn wählen wir statt a einen beliebigen anderen Punkt p ala 
Ausgangspunkt, so gelangen wir von p aus auch zu der Form X*, zu 
der wir von a aus gelangt waren. Ist nämlich q die Polare von p für 
^1', « die Polare von p und v die Polare von q für die früher erhaltene 
Form X^, so ist («, v) ein Paar von A^, da A^ für X* sein eigenes 
Polargebildo ist. Ans den Panren ■ nnd in, v') erhält man aber 
auch die Form A'- durch die Zuordnung ( ») und (q, r). Erhiiit man 
80 von p aus alle Formen, die man von a aus erhält, so erhält man 
auch von a aus alle Formen, die mau von /) nm erhält; die konjugierten 
Formen einer Form bilden also eine einfache Mannigfaltigkeit. Die 

1) Tei^l. Sohroeter, Kegelschnitte, S. 66. 

S) Thieme in SchUmileh* Ztsehfi f. Math. u. Phys. 1877. 
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'Tfc?ainth<»it der zu einer Vinüreu Föiiu 2. Ordiiuug koujugierten Formen 
nennt iiiai» ein Büsi licl von hiniirDi Pormefi Onhi'inq. 

Em Büsi-lirl bildeu z. B. alU* Formen, die * iu ^fuiciiisaines l'aar 
von Pol und l*ol;ire haben; dies Paar bildet die Oniiiimus. Ii iucTife der 
konjugierten l">>riii. Im hesondercii liilden ein ßüscln 1 jiUt* Foriiicu, 
welche ein <_'euit iiisames ( )rdnui)^selt*rn( iit haV>en: die kon ju'^ii-rtc Furm 
ist die pambuiisciie l'orm, weiche den gemeinsamen Punkt zum Doppel- 
ordnungspunkt hat. 

ÄU!» unserer Konstruktion des Büschels folgen sofort einige weitere 
Eigenschatten. Wir haben X' durch die Paare (a, ^r") uud {b, y) be- 
itimmt und haben dauu x variieren lass» n; dabei l)eöchreiben x und y 
projektive Punktreihen, da y stete die Polare von x für ist. Also 
gilt der Satz: 

1. Die Polaren der Tunkte a und b für die i'ornwn eines Büschels 
htldm sncei projektive Funkireihm. 

Auch die Polaraii eines beliebigen Punktes r bilden mit den 
Polaren dee Punktes a eine projektiTe Ponktreihe. Ist nämlieh « die 
Pokre von r f&r X\ sind slso (a, x), (h, y), (r, u) Paare von X*f se 
bdwapten wir, daß u eine mit x und y projektive Punktreihe be- 
tckreibt, wenn X* das Büschel dnicUauit. 

Zorn Beweise lege man durch die Gerade, welche TtSger der bii^ren 
Gebilde ist, eine Ebene und in dieser durch a, h und r Gnaden; es 
m^eu dann die Geraden durch a und 5 sich in «n, durch a und r in 
durch b nnd r in o schneiden. Da (a, x), (b, y)^ (r, u) Paare einer 
InToluftion eind, so gehen nach den bekannten Eigensdiaften dm voU- 
•tiutdigen Vierseits die Geraden xo, yn, um durch einen Punkt, er 
kdfie M. Durchläuft x die Punktreihe, so beschreiben ox und ny pro- 
jektive BflseheL Diese erzeugen einen K^elschnitt, der zunächst durch 
die Bflschelscheitel o und », dann aber auch durch m gdit, weil ob 
und na entsprechende Strahlen d«r beiden Büschel sind. Dann ist 
aber noch das Büschel der Strahlen, welche m mit den Punkten g des 
E^eLsdinitts verbinden, zu den Büscheln mit dm Sdieitdn o und n 
projektiv. Diese Strahlen durch m treffen den TrSger der biiU^ien Ge- 
bilde aber gerade in den Punkten u, den Polaren von r für die Formen 
X*; d. h. die Punkte Xy y, u beschreiben projektire Punktreihen. Daraus 
folgt dann unmittelbar: 

2. Die Poiarm tweier bdu^igen Pmkle der Geraden f&r die Memeide 
emes BäsMs wm Fonnm 2. Ordnung bilden ewei prcjeMive Pwtkireihen. 

Ist A li \ perboliscb, so gibt es in dem Bübcliel konju«i^ierter i^'ornien 
zwei jpaj-aboliächej jeder Ordnungspuukt von ist Doppeiorduungspunkt 
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einer solchen Form. Ist selbst parabolisch, so ist sie ilire pitrene 
konjugierte para})olische Form. Eine elliptlsclie Form besitzt unter 
ihren konjugierten Fornieu keine parabolische. 

Hat das Büschel zwei parabolische Formen und mit den 
Doppelpunkten p und q, und sind und zwei Formen des Büschels, 
die zu pinander konjugiert sind, so läßt .nich zeigen, daß die Polaren 
eines beliebigen Punktes für X- und 1' mit ^ und 7 harmonisch liegen. 
Ist nämlich ./ die Polare von n ffir X*, 1/ die Polaro von a für 1"-, so 
ist h, die Polare von a für A', nach 2, 5 gleichzeitig die. Polare von. x 
für und von y filr X* Die Polaren 

Yon a für P', X', sind demnach q, x, y, 

» ^ » j» » » »» » I* Pt 9f Ift ^* 
Es müssen also naoh 3, 2 die DoppelTerhSltnisae (pqxy) und (pqyx) 
gleich sein. Das ist aber nur möglich; wenn die vier Punkte harmonisob 
sind. Also: 

3. Besitgi das BiiS(itd von Farmen^ die tu ehter Form Ä* konjugiert 
smdf gwei paraholisdte Formen, so trennen diese jedes Paar in dem 
BUschd enätaUener konjugierten Formen harmonisch, 

4. Die l;ittijngierte Form zweier Formett 2. On/Niinf/. Das durch 
Zirei Formen bestimmte Büschel. — Jetzt freien zwei beliebige Polar- 
systeme und IP gegeben. Die konjugierten Formen von .1- bilden 
nach 3 ein Büschel, eben.^^o die konjugierten Formen von B-. Ks 
fragt t;ieh, ol» diese beiden Büschel gemeinsame Formen haben. 

Ist z,u einem Punkte a für .1- die Pulare h, für 7?* die Polare c 
und el)pnso zu x für A^ die Polare y, für die Polare z, so bestimmen 
die Paare 

(a, x\ {bf y) nne zn konjugierte Form, 

{a, x), [c, z) „ „ fi* „ „ . 

Die beidt-n Hiisrhel konjugierter Formen werden .so oft eine Form 
geineins.im haben, als die drei Paare (^a, x), (6, y), (^c, z) derselben 
Involution angt lniren. 

Un> diese Frage zu entscheiden, benutzen wir wieder die FiL'^en- 
schaften des vollständigen Vierecks. Wir legen durch a, c di^ei 
sich schneidende Geraden, und es mögen sich die Geraden dureh a und 
h in w. die durch n und c in « und di<; durch h und c in </ schneiden; 
feriu'r verl)indt'n wir o mit x, n mit //, mit z. I)urchliiuft ./ den 
Träger der binären Gebilde, so beschreiben ij und z projektive Punkt- 
reiben, die Verbindungslinien mit 0, )i, )» projektive Strahlenbüschel. 
Je zwei der Strahlenbüschel erzeugen einen Kegelschnitt, und diese drei 
Kegelschnitte gehen durch m, n, o. Z. B. geht der Kegelschnitt, welcher 
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das Erzeugnis der Büschel mit den Scheiteln n and o ist, außer dorch 
diese Sclieitel auch durch m; denn wenn x nach h nickt, geht y nach 
c, aho sind ob und na entsprechmde Strahlen beider ßüscliel, und di^ 
schneiden sich nach Voraussetzung in m. Je swei dieser Kegelschnitte 
tnffien aich also noch in einem vierten Punkte, und dieser ist sn^ich 
gemeinsamer Punkt aller drei Kegelschnitte; denn wenn y nnd 2 in 
den projektiven Punktreihen demselben Punkte x zugehören, so sind 
ne aneh «nander entsprechende Punkte. Es gibt daher stets einen 
uiK^ nur einen Punkt x derart, daft (a, x), (b, ff), (c, m) derselben In> 
Toiution «ngehdren. Ako: 

1. E8 gibt eine binäre Fcrm 2, Ordnung — sie sei mit J* b^ 
midmet — , vfMe jw Mvpei Formen und & konjugiert ist. 

Man nennt die Jaoobiaäie Kowmante von A} nnd 

(7^ kann man, wenn nnd JB^ gegeb«i sind, direkt hentteUen. 
Hat ein Ponkt i&r J.* «die Polare Og, fttr die Polare b^^ femer 
\ l&r die Polare <i| ffir JB* die Polare nnd ist der zu 

0^ harmonische zugeordnete Punkt f&r das Paar 5^, e^^ so bilden die 
Paaie f^, ii eine InTolntion, venn die Gerade durchläuft^) fls läßt 
sieh non zeigen, daß ^ die Polare yon ftlr tP ist Ist der Pol 
Ten fSr A\ so durchläuft ^ eine mit projektiTO Ponktreihe, wenn 
beide sich bewegen. Man erhält deshalb ein Paar von Pol und Polare 
der Form A^, wenn man zn Oj lllr einerseits und zu a^tixb^ 
(die Polaren TOn a^, \t Älr A^ sind) andererseits den 4. harmo- 
nischen Punkt (beaw. und ^) snchi Es entsteht nun aber ^ aus 
S| in desselben Weise wie ^ ans Oi; man hat nämlich zu für J.' 
die Polare f&r die Polare e^^, teaast zu fUr JB* die Polare \ 
und zn für A^ die Polare zu suchen und dann zu den zugeordneten 
harmonischen Punkt ^ fttr das Paar b^ c^. Sind aber und ^ ein Paar 
Ton Pol nnd Polare von A^, so ist auch die durch die Paare (oi, tj, 
(o,, ^) bestimmte Form J* der Form welche durch die Paare (Oi, a,)^ 

ii) bestimmt ist, konjugiert (2). Ebenso läßt sich zeigen, daß j* 
der Form 5* konjugiert ist 

Dnrch J* ist nach 3 ein Büschel von Formen bestimmt, die zu 
JT* konjugiert sind. Also gilt der Satz: 

2. Ein Msehd von Formen }is Ordmtt^ ist durdt smi seiner 
Elemente A' und bestimmt. 

YAn solches Büschel möge mit {Ä^, B^) bezeichnet werden. 
)). Ist eine Form J- zwei Formen und JJ' honjiujiertj so ist 
sie zu sämtiwken Formen des BiisclieU (A^, Br) konjugiert, 

1) Sebroeter, Obei^ilchen 2. Gradea. § 4. 
AMhfr d«r MafbmiMUi nad Plijrtlk. tU, SsUm. Z. 10 
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4. Eine eingdne Form cims Büschds (A\ &) isi besÜmnU, fMiMt> 
man tum ihr einen Fol und die äuffehörige Polare Ixnnt 

Diese Form mat nSmlieh eineneits zur Jacobischen Koyariaate 
des Bflachelfl konjngi^ leiiii andereneits ta der Form 2. Ordnniig^ 
welche den Pol und die Polare zn Ordnungaelementen hat, und sti 
zwei Formen 2. Orduimg gibi ee nach 4, 1 nnr eine koigngierte Form. 

Nach 8, 2 bilden die Polaren zwder Punkte fQr die Formen, 
einee Bflsehela swei projektiTe Ponktreihem; anßerdem ist nach 4, 4 die 
einzelne Form des BttadidB beetammt^ wenn man zu einem Punkte die 
Polare kenni Diese Tatsachen geben die HSglichkeit, ein Büschel ron 
Flamen 2. Ordnung auf eine Punktreihe c»der ein anderes Bflachel tou 
Formm 2. Ordnung projektiT zu beziehen« 

5. Mm nennt ein BUeehd von Formen 2. Ordnung an einer Pvnldr 
reihe pra^deUfff wenn die JPunkireihe mt der FuMreihe der Peiaren eines 
Punktes für die Formen des BiisMs prqjdBÜv isL 

6. Man nemU Mwei BüisM von Formen 2, Ordnung projMe en 
einander f wenn sie e» prii^ekUven Punkfre&ten prcjMo sind. 

In 3 ist nachgewiesen worden, daß die konjugierten Formen 
einer Form mit Doppelordnungspunkt sSmtlidi diesen Punkt als 
Ordnungepunkt haben, und daß jede Form, welche in jenem Punkte 
einen Ordnungsponkt besitzt» der Doppelfbnn konjugiert ist Also: 

7. Die sämtlichen Formen 2. Ordnutig^ welcite einen gemeinsamen 

Ordnu>uji>l»i)iLt huhm, bilden ein JJiiscIwl. 

Weiter gilt der Siitz: 

^. Die pKuhirtHic der ztreifen Ordtiioirfsfnoilde eines Bitsdids VOH 
Formen mit gemeinsanwtn Ordnunyspankte ist dem Büschel projektiv. 

Ist nämlich a der gemeinsame Ordnungspiinkt, sind b, e, d zweite 
Ordnungspunkte und x ein beliebiger Punkt der Geraden, so ist zu 
zeigen, daß die harmonischen Punkte zu x fQr die Paare (a, a), (a, 6), 
(a, c), {a, d) mit a, b, c, d eine projektive Reihe bilden. Zum Beweise 
yerbind( n wir einen beliebigen Punkt o mit 6, r, d und scbneidea 
dies Büschel von x aus durch eine Gerade in a', b'y e\ d'. Man 
erliäU nun den harmonischen Punkt zu x für (a, 6), wenn man a mit 
b' und h mit a verbindet, den Schnittpunkt der Verbindungslinien 
wieder mit o verbindet und den Schnittpunkt dieser Verbindungslinien, 
mit deui Triigt^r der binären Gebilde aufsucht. Beschreibt b die Gerade, 
so besciireiben ah' und ha projektive Büschel mit den Scheitehi a 
und a. Diese Büschel haben perspektiTe Lage; rückt nämlich b nach 
fl, so fallen ah' und a'h in aa' zusammen. Der Schnittpunkt von aV 
und a'h beschreibt also eine mit b projektive Funktreihe^ ebenso dann 
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die \'erbmduugslime von 0 mit diesem Schnittpunkte ein projektives 
StralüeDbüsciiel. 

Da die Elemente des Büschels von Foriiion 2. Ordnung sich pro- 
jektiv auf die Punkte einer Geraden beziehen las&eii, 80 läßt sich die 
ganze Geometrie der Geraden auf das Büschel öbertragon. Es lassen 
«ch zwischen den Elementen des Büschels wieder projektive Beziehungen 
hentellflii, insbesondere auch involutorische Beziehungen. Zu einer in- 
▼olntorisekeii Besiehnng f&hrt der Begiiff konjugierter Formen von selbst 

9, Die Paare von Formen eines Büschels (A', ß^), die zu einander 
konjugiert sind, bilden eine Iiaoludon. 

Es folgt dies unmittelbar aus der Bestimmung konjugierter Formen, 
v«. le sie in 2 gegeben ist. Sind (a, b) und (x, y) Paare einer Form, 
so Hind durch die Paare (a, x), (5, y) xmd {n, //), ij>, x) zwei einander 
k<>nju<;ierte Formen X* und des iur gegel)euen Form konjugierten 
Büschels bestimmt. Laßt mau x die Gerade durchlaufen, so beschreibt 
y eine projektive Punktreihe, die zur Ueihe der Punkte x involutoriach 
liegt Demgemäß ist auch die Reihe der Formen Y' zur Reihe der 
Fomen 2* projekÜT und befindet sich ebenso mit ihr in inTolntoriechcr 
Beüehnng. YergL 8, S. 

10. Ztcei beliebige Büschel (jR*, S') und (IP, V^J haben stets eine 
Form gepteinsotn. 

Ist nämlich die Jacobische Kovariante von (ü', 6'-), B" die 
Jacobisehe Ivovariante von (IP, F*), so gibt es nach 4, 1 eine Form J^, 
welche sowohl zu ^1' als auch zu konjugiert ist, also sowohl dem 
Büschel {^li-, S-) als auch dem Büschel (ü*f V*) angehört. 

5. Das Bimkl der hfnären Fonnvn 2. Ordnung. — Jetzt seien 
drei binäre Formen 2. Orduimg A-, Jß und C gegeben. Man kon- 
struiere aus ^4- und das Bü«?chel {A-, B-) und verbinde jede 
Form X- aus {^A-, B-) mit C'- zu einem Büschel (X^, C). Die 
Gesamtheit der Formen, welche man auf diese Weise erlußt^ nennt man 
das Btlndel {A^, J^, C'^). Zu diesem Bündel gehören aUe Formen 
2. Ordnung, die es überhaupt gibt Ist nSmlioh ^ iigend eine im- 
abb&ngig von Ä*, B*, gegebene Form, so bestimmt sie mit C* ein 
BQschel (C, Z^; (C, ^) hat aber nach i, 10 mit (^1*, eine 
Form gemeinsam, also ISßt sich Z* anch ans und (Ä*, Sf) ableiten, 
gehdrt mithin auch m dem Bflndel (Ä*, JEF, 

Die bia&ren Formen 2. Ordnung bflden demnach eine lineare 
sweiüsdHUiendliehe Mannigfaltigkeit wie die Punkte einer Ebene. Die 
jprtyddwe Geom^rie der Punkte einer ^ene Mcft dalier ahm weiteres 
auf das Gebiet der Forme» 2, OrduMmg itbertragen. Ersichtlioherweise 

IQ* 
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H. Tancn: 



entspricht dabei einem Punkte eine binäre Form 2. Ordnung, einer 
Geraden ein BfiadieL ron Formen 2. Ordnung, einem Geradenbfiseliel 
ein Bfischd von Bfleeheln, d. h. die Gesamtheit der Bflacheli die eine 
gemdntame Form haben, naw. 

In 4, 6 haben wir adioa angegeben, wann zwei Bfieehel projektiT 
m nennen sind. Fassen wir das Bfindel ron Formen 2. Ordnung als 
Analogon der Ebene auf, so würden xwei Bflschel alt projelctiY zu 
bezei^nen sein, die zu einander perspektiv sind, deren Elemente durch 
ein Bfischel von l^ilscheln auf einander bezogen werden. Es fragt sich 
nun, oV> die beiden Definitionen mit einander im Einklang stehen. 
Wie die nachfülgende Untersueliiiucr zeigt, ist diese Frage zu bejahen. 

Es sei (^*, B') ein Büschel, eine Form außerhalb (A*, B^). 
Dann bilden (Z*, Ä*), (Z*, B') usw. ein Büschel von Büscheln. Jedes 
diftHer Büscliol besitzt eine konjngierte Fo?*m .1'*, B'^ wsw. Diese 
konjugierten l'onneu })ild<'n wieder ein Büschel, weil sie sämtlich zu 
konjngiei-t sind. Es läßt sich zunächst zeigen, daß {Ä^, £^)^{Ä'^f B'*) 
ist uu Sinne von 4. 

Ist nämlich zu einem Punkte p Z' die Polare e, 
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so ist der haimonische zu p fOr das Paar (l, c) nach 4 der Pol 
▼on p fttr A'*. DorchlSiift A* das Bfischel (A^, BT), so beschreibt a 
und damit auch h und c je eine zu (.4^, B*) projektive Ponktreihe. 
Es läßt sidi zeigen, daft auch q eine zu {A*j B*j projektiTe Punktreihe 
durchlauft. 

Zieht man durch p eine Gerade und Terbindei einen Pnnkt m dieser 
Geraden mit &, einen anderen Pnnkt r dieser Geraden mit e, so erhalt 
man q, wenn mau zu jp f&r (w, r) den harmonischen Punkt sucht nnd 
diesen mit dem Schnittpunkte Ton mh nnd rc verbindet Der Punkt q 
beschreibt mit b und c eine projektive Punktreihe, wenn die Strahlen- 
büscbel mit den Scheiteln m und r perspektiv liegen, ihr Erzeugnis 
also eine Gerade ist. Die» ist aber der Fall. 

Lassen wir A^ in (.4^, B^) wandern, sn wandert a uud danüt auch 
h Fällt h mit p zusammen, i^o ist a mit - identisch, also sind a und 
Jp Paare von Pol nnd Polare \on .4* und Z'] dann ist auch r mit p 
identiseb. Alsn h;iben die Punkfcreihen, die von h und r h»'se}irieben 
werden, den Punkt p gemeinsam, ebenso die Biiscliel mit den Scheiteln 
m und r den Strahl mrpf infolgedessen ist ihr Erzeugnis eine 
Gerade. 
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Die Punkte q besdueiben mitiim dne zu {A^, IP) projektive 
Pnnktreihe. Das BQsdid (Ä'^^ B'^) ist aber der Deinition gemäß zu 
der Reihe seiner Polsren fQr einen beliebigen Funkt p projektiv, miUun 
ist (JL\ B*) A B'*). Darans folgt unmittelbar der Satz: 

2. Verffindei «um etiie heU^ge Form mU dm Formen ebnes 
BUsdtds (A\ W) g» BSsMn und hmskwert gu jedem BSsekel (Z\ A!^, 
{Z\ B") xisw, die kor^ugierte Form A*\ B\soi8tdaB BSsM (Ä'', B'^) 
der koi^uffierieH Formen mt (Ä*, F^) projMo, 

3. ZwH BSaM von hmSren Formen noerden durth ein SäaM von 
BOsMn prcjMü emf einander heeoffen. 

Denn beide Büschel sind dem Büschel Ton Formen, die dem 
Bftscbel Ton Büscheln konjugiert sind, projektiv. 

4. Zwei Büscfid von Büst^dn nennt man projektiv, wmn die Büsdid 
ihrer konjugierten Formen projektiv sind. 

Aus 2. und 4. folgt dann weiter: 

5. Veriiindd man Zivti Formen und U' mit den Fornun rlnes 
BüscJids (Ä^, B^J zu BiisdielUf so erhält man zwei projektive Büschel 
von Büsdieln. 

Die Sätze 2. bis ö liieten die Möglichkeit, die projektive Geometrie 
der Ebene auf das (iebiet der binären Formen 2. Ordnung zu übertragen. 
"Wir wollen hier die abgeleiteten Eigenschaften nur zur Untersachong 
der Doppelformen 2. Ordnung benutzen. 

Die konjugierten Formen einer Form bilden ein Bflschel {B^, €"). 
Durchläuft A* ein Bfiecbel {A\ Z*), eo beBchmbt {B*, C) eüi pro- 
j^tives BOsehel von BflBcheln. Es besteht also swisdien den Fonnen 
2. Ordnung und ihrem konjugierten Bfisehel eine reziproke Verwmdis^iaß, 
Diese Yerwandisehaft ist aofierdem invdkiioriad^ Ist nSmltch die ge* 
meinsame Form von (Ä*, Z*) und 0*) eine Fom Ü*, ao itb ü* 
aneh eine koiQugierte Form von A*] daher enthält umgekehrl das 
Bilsehel von Fonnen, die su 17* konjugiert sind, auch A*. Die Fonnen 
2. Ordnung sind sIk» auf die BOsi^el konjugierter Formen projektiv 
und 80 bezogen, daß jedes Büschel von Formen mit dem Büschel von 
Büscheln konjugierter Fonnen involutorisch liegt. Die reziproke Be- 
ziehung ist also ein ternäres Polarsystem 2. Ordnung (Polsnystem einer 
Kurve 2. Grades oder eines Kegelschnitts). 

WaR stellt nun die Ordnungskurve des Polarsystems dar, die 
Gesamtheit der Formen, die sich selbst konjugiert sind? 

Eine Form 2. Ordnung ist sich selbst konjugiert, wenn eie zu- 
sammenfallende Ordnungselemente besitzt, wenn sie parabolisch ist 
2,9. iOso: 
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t>. Die Gesamtheit der Formm 2. Onlmttig mit zusaunncnfaUenden 
Ordnungselementen bildei eine einfache qiiadraiischeMaHmgfaUigkeit {Kurve 
2. Ordnunq). 

Tangenten dieser Kurve 2. Ordnung siud die Büschel von Formen 
2. Ordnung, die einen gemeiusanien Ordnuugspunkt haben. 

Die Kurve läßt ^'ich auch leicht als Erzeugnis zweier projektiven 
Büschel von Büscheln nachweisen. 

Ein Punkt a als erster Ordnungspunkt bestimmt mit sämtlichen 
Punkten der Geraden als zweiten Ordnungspuukten ein Büschel von 
Formen; ebenso bestimmt ein Punkt h ein zweites Büschel und zwar 
nach 4, 8 ein projektives. Zu einer Form mit den Doppeleleraenten a 
und o: gibt es ein konjugiertes Büschel, ebenso zu der Form mit deu 
Düppelelementeu h und x. Ordnen wir diese Büschel einander zu, so 
erhalten wir, wenn x die Gerade darcliliuift, zwei projektive Büscliel 
von Büscheln. Dir Erzeugnis ist die ivurve der Formen mit Doppel- 
ordnungaelementen. Das gemeinsame Element (Schnittpunkt) der Büschel, 
die zu (a, r) und (6, x) konjugiert sind, ist die Form, welche den 
Punkt X zum Dü{)])elordnung8olemeut besitzt. 

Der Beweis, daß die Formen mit Do]»})eIordnungselementen eine 
Kurve 2. Ordnung bilden, läßt sich noch m anderer Weise führen, 
nämlich in genauer Anlehnung an den Nachweis bei ebenen Polar- 
Bjstemen, wie ihn Schroeter in seinen Kegelschnitten § 57 führt. 

Die Lehre von den binären Formen 2. Ordnung hat danach ihr 
Spiegelbild in der Kegelschnittslehre. Jedem Satze über Kegelschnitte 
entsiiricht ein Satz über binäre Formen 2. Ordnung. Insbesondere 
entüpricht der Polarentheorie des Kegels Imitt« die Lehre von den 
konjugierten Formen 2. Ordnung. Einem konjugierten Dreieck des 
Kegelsclinitts entsprechen drei Formen, von denen jede den beiden, 
anderen konjugiert ist, wie wir sie in 'i, ö kennen gelernt haben. 

Posen, im Jiüi 1903. 
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über Bemeknngiui swiBelrai den Integralen einer liomogenen 
iDearen IMerentialgleiebiing sweiter Ordnnng und Qiren 

ersten Ableitimgen. 

Ton Geobo WALLBNBBRa in Chulottenburg. 

Herr Koenigsbergor liat (Math. Ann. 80, 299— 30:>) den Sati 
bewiesen: „Die einsige algebraische Beziehung, welche zwischen den 
Integralen und deren ersten Ableitungen einer irreduktiblen komogeneii 
Imetten Differentialgleichung zweiter Ordnung 

W »" + ^»' + «»-0 

mü algebniMhen KoelBzienten bestellen kann, ist die bekannte Relation 

UÜa P die logarithmiBelie Ableitong einer algebraiaehen Funktion ist*. 
Ikbei fiißt Herr Koenigsberger den Begriff der breduktibilitat ao, 
di8 kein Integral Ton (A) einer Diffisrentialgleiehiuig erster (oder nnUter) 
Ordnung mit algebnuBcken Koeffizienten genügen soll 

Wir stellen uns in der fblgenden üntersnchang Ton vom herein 
auf einen anderen Standirankt, indem wir als Bationalitfttsbereieb den 
dar eindeutigen Funktionen iriütlen und dahw den Begriff der Ine- 
daktibilitit im Sinne tou Frobenins so fiMsen, dafi kein Integral Ton 
(A) einer homogenen linearen IHffbrentialgleichung erster Ordnung mit 
«ndeniigen Koeffisienten gentigen soll, im flbrigen aber auch die 
Bedaktibilitat der Torgelegten DifliBrentialgleiehnng mbssen. Die Wahl 
des BaüonalitStBbereioheB hingt eben Ton dem Zweck der Untersuchung 
ab: Hern Koenigs berger kommt es dannf an, die algebraisdien Be- 
aehungen zwischen gewissen transzendenten Funktionen zu eraieren, 
OBS dagegen, die Art der ViddeuHffkeit der Integrale em gewissen 
emttken ihnen md ihren AMtungen hesMtenden Beeidiungen tu er- 
wuüAt; er muBte daher die slgebraisehen, wir die eindentigen Funktionen 
den BationalitStsberei^ zugrunde legen. 

1. Wir gehen ans von der homogenen linearen Differentialgleichung 
(Aj y" + Fy' ^ Qy -= u, 

worin P und Q eindeutige Funktionen der unabhängigen Vernnderlichen f 
sind. Zwischea zwei Fundamentalintegralen und y, besteht die be- 
kannte fieiation 

(1) 



Wir voUai aim rm»mmin\n, daft nBcfdem cnw ton (Ij 
•chigdaae Rdatioo l)e«telil: 

worüi die KoeffiziaifaB ly^, • • ' «bcnblb etndeutige Fmiklioiien Tom 
M Sind. IKe Diffeioitialgldehiiiig (A) ttflt neh dntb dk Traasfonitttioii 

(.^ gmme *^ m 

Mf die Form InitigRi 

%N onn auch g — IP' -'r — Q «^i'i*' eindeutige Fwnkti' U von r ist. 
Zwischen den entsprechenden FuudamentaUutegralen und ti, besteht 
dann ebenfalls eine Relation 

mit eindeutigen Koeffizienten.'} 

Dareli DiSinmtiation eiÜIt man ans (G) unter Berfiekaichtigung 
Ton (B)', 

worin 

iHt. Es iiml nun zwei wesentlich verschiedene Falle zu unterscheiden, 
je nachdem \\}) von (C) unabhängig ist oder nicht. 

Wir behandeln zuerst den weniger interessaiiten Fall, daß (C) und 
(D) Toii einander unabhängig sind. In di^em Falle erhalten wir aus 

quadratiache Gleichungen ftr und — • Es sind nun wieder nrei 

Unterfälle zu unterscheiden. 

1. FaU: ttj^ — 0^, also auch — t^^^^. 

1) I>« r Fttli, daß auf der rechten Seite von (2) nicht •), soudcm (le 'f''''* steht, 

worin a eine eindeutige Funktion von e bedeutet, kann mittels der Relation (1) 

lofort auf den oben behaodelten Fall surBckgefßhrt werden. 

P P* P P_ 

2) E« int rt„^-> a^^ - g (ü^^ 4- M,^) + - a,^ , a^,^ = Ö,^ - ^ a,^ , "i, — -^"i, . 
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Daun erhalten wir iiii ~ uad diesdhe quadratische Gleichung; 
es ergibt sich also: 

worin A und B eindeutige Funktionen Ton M sind. Bezeichnen wir 
sur Abkflnmig «' + 1^ tdü Iv], so wird 

T> ' 

und, d& <i eiue eindeutige Funktion von z ist: Ä = — \ ^ , also 
and 

Es mag besonders hervorgehoben werden, daß die beiden Relationen 
(Cl und (D\ bei denen in der ersten ein Koeffizient tcillkürlich vor- 
gesctinebon sein kann, nur zwischen den bis auf eine Konstante be- 
stimmten Integralen und bestehen. 

^, Faü: + 
ZunSdut ergibt sieh wieder 

femer 



^ : — -^. = c + DVS, 

worin C und J) eindeutige Fanktionen Ton ß sind* also 



und daher 



Ans 
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ergibt sieb 

B- _ (2 - 3 B + - 0 

odoTi wenn gebetet wird: 

V +(2^-r-3 ^jr 5» -0, 

folglich 

^-;- 4j)'(to'+«'.ft+l) (« KoMtaate). 

Wir erhalten daher 



oder (bis auf einen konabuiten Faktor) 

Wenn man g sowie die GrSßen . . . ale rationale Funktionen 
▼oranateta^ io ist auch D eine rationele Funktion; in diesem Falle ist 
daher die Difforentialgleichimg (B) (ä^ebraiadi inteffnerbar. — Die 
unter Fall 1. gemachte SdüuBbemerkung greift auch hier Platz. 

2. Wir kommen jetst sn dem interessanteren FaUe, wo die Belation (D) 
▼on (G) mekt unabh&ngig, d. h. identisch L* — IL oder 

(ß) fto,-*öo,, \ = ^o-^«!.' K = ^^h 

ist, worin die Größen fc^, , ... 6j die in (4) stehenden Werte haben 
und A eine Funktion von z botleutct. Auch hier sind wie in I zwei 
Fälle zu unterscheiden! je nachdem — a^^ von Null verschieden oder 
gleich Noll ist 

i. Faä: o,^ 4- a^. 

Aus der zweiten und dritten der Oleidiungen (5) ergibt sieh snaSeiist 



l — ■ Wir könueQ nun hier durch Multiplikation mit einer 

dem Rationalitätsbereich angehörenden Gr56e bewirken, daß il — 0 wird; 

1) Ist c — 1, «0 wird (bis auf si&en konatanten Faktor) 

D + 1 füg 1 
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multiplizieren wir (C) mit einer noch zu Ijestimmenden Größe ^, so 
erhalten wir jtiL — 0 und durcli Differentiation unter Berücksichtigung 
T<m (B) fiL' + (i'L — 0 oder 

(uX -f- = 0. 
Wir haben alao za wählen ^' + ilfi ^ 0, d. h. 

worin e eine beliebige, aber feste von 0 TersehiedoDe Konstante bedeutet. 

Multiplizieren wir daher die Delation (C) mit - — ^ — und bezeichnen 

die neuen KoefBzienten duroh die esitsprecheiiden großen lateiniaoh«! 
Buchstabetty so erhalten wir 

{E) Jf s J^Mj«, + J^u,ui + ^, «;«, + AXiK - 0 

und daraus durch DiftV'rentiation unter Berücksichtigung von \ß) eine 
Relation, deren Koeftizieuten gleich 0 sind, d. h. 

Umgekehrt folgt ans dem Bestdien der Gleichungen (6) fQr jedef 
I&tegralpaar u^, t(, der Differentialgleichung (B) 

"0, d. h. « const., 

also Q. m. audi fttr » tf|; 

Ans der zweiten und dritten der Gleidmngen (6) ergibt sich nun, 
wie TorauszuselLcn, — Ä^^ =» 0, also it,^ — A^ = c-^ femer aus der 
vierten Gleichung: A'^^ = — (2^^ + c); es muß dahr r <lie Ableitung 
«ner eindeutigen Funktion sein: il^»^' (fi eine eindeutige Funktion 
Ton #) nnd = — 2(> — — Cj. 

Ans den beiden eisten Gleichungen (6) ergibt sich dann 

^ - (2(> + + cjg' + (2p' + c)q - (2(»' + c)q, 

also swisdiML ^ und { die Differentialgleichnng 
<7) g'(2^ + c# + O + 2<r(2p' + c) - p'" - 0. 

Diese Gleichung wird für jedes q ereilt durch 



Digitized by Gc3 



156 ObOBO WALLBMBno: 

abo Ar 

dfts «(gibt die bekumte Relation 

WjUj u[m, = const. 

Aus der Gleichung (7) erhSlt man niuiy wenn man aie als I>iffereii> 
iialgleiohiing fttr 2 betmhtet: 



oder 



«" (2^ + c# + 0' 



und, wenn man 2^ 4- + = 0 setzt: 

<«) • » - [i + 

worin ff eine beliebige eindeutige Funktion von # ist. 

Setzt man in der Differentialgleichiuig (B) 1« ^Yiv, flo erblH tnati 

also für f die Differentialgleicliung 
deren Integrale 

©1 — « V * , V| — e V « 

äiud. Eh ergibt eich daher 

i^,-yffev% rr,-v«e Va, 

let y-0, 80 wird i/» IT,- üJ^-^V^ 0- 

Fflr die Eoeffizlenien von 2lf eigeben rieh unter BerllekrielitigaDg 
Ton (8) folgende Werte: 

.4 - - » .4 — 'JHP ^ . >l . « 

Eb mag noch einmal besouder» betont werden, daß hier zwischen 
zwei hdidfigen Integralen 
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die Kelation M «» const. besteht, aus der dann mitteb der Beziehung 
M^Uj — v^^Uf eoluti stets eine Relation Jf — 0 abgeleitet werden kann. 
Wir haben also das Besnltat: 

Zmsdtm gw» beliehiffen Fktndammtalml^mlm u^, der Biffe- 
rentiMekhwng 

bestdit eine Iid(Uion 

leorüt € eine passend geivakUe Komtanie hedeM, feddte von der Wtdd 
der Integrale iij, aihängt, aber fSr sämÜidie Integrale ü^^ n^, die 
am «I 4Mk Umläufe der VarkSAen t hervergdten, invarumt Ueibi.^) 
Man kann die Gleichung (7) auch als Differentialgleidiuiig dritter 
Ordnui^f fttr q bes. 0 aulGassen: 

(7*) tf'"_4g<,'_27'tf-0; 

die oi)en durch Aof&ssung Ton (7) als Differentialgleichung fär q ge* 
wonuene Gleichung 

stellt dann ein Integral erster Ordnung von (7* i dar. 

Die Diiferentialinvariante a' ~h dei- DiÖ'erentiaigieichung 

(7*) a'" - 2a6' -ba-0 (•-•». 6-in 

hat Wert Null; ihr allgemeines Integral lautet daher hekanntlich') 

worin und ti^ zwei FundameutaUntegrsle der DiffiBrentialgleiehnng (B) 
bedeuten. Es muß also, da J,^ — — war, eine quadratisohe Forni zweier 

1) Aumexka&g: Gleichzeitig nebmeo die AuHdrücko 
■owie 

kotiätütite Werte an, worans man direkt erkennt, daß M auch einen konitsnten 
Wert lal^^o für ein passend (rewähltes c den Wert 0) annimmt, wenn man «, 
and durch c^Mj und ^, ersetzt. 

S) YezgL s. B. des Verl Arbeit: „Anwendung der Theorie der DiffetentiaU 
inTaasnten etc.** Jbmm. f die rein« n. angeir. Math. Bd. 118, 14^16. 

Anmerkun Es: ist unriclitig zu sagen wie man es in einigen Abhand- 
lungen ao^pedrückt findet), daft (7*) di^enige Differentialgleidumg «ei, der die 
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Fun(liimeutnlint<>grale der Differentialgleichung (B) eine eindeutige 
Funktion vuii sein; daraus ergeben sich aber leicht die Integrale 
di'rselbeu in der oben (S. 156) angegebeneu Form; der Wert y = 0 
eutfiprtolit dem Fall, wo die quadratische Form 0 ein Tollstandiges 
Quadrat üi 

Wir 0olireil>e& die Relation If «- 0 in der Form: 

(i? ~ 4 V) **!**» + \ ^^i^i + - - i 

l^iiii.liat.» »«ine» jeden InU^pm'.s dor Differentialgleicbung (B) genflgen; denn setzt 
tuiui m v«*^ <» ''f crhiilt man hm" — qu)' -j- 8u'(m" — g») = 0; der 

lUoicUung i7*'i gtnügeu oJssu die (Quadrate der Integrale sämtlicher Differential- 

V» 

||UMehuiig«ni ft" = qu -f- wo y eine bttU^bige Konstante bedeutet; da* all» 
geneiiif l&lairral der letrtefen hat die Form 



wiiti «I und FttadamenteUntegnle Diflanntialgleidiiing (B) und c^, 
willkOrlidie CoiuluileB «ad, iriUmsd — + r* iit- ' Dagegen kann 



M||«n: „IVr Diffeiviitial^leichung J* ^uügen timtliche Produkte je 
Wli»*bij^«r lutoinnle der DiAer^ntialgleichuiiLg B Es sei n&mlirli »<, , ein 
Kvnidaniettt«l$vstem von Integralen der Gleichung 'R''. de«?en Dettrminant« 
M^w, — NjH, — 1 i»t; duivb, dit'seii katm Oäan läömtaclie Integrale von (B; aus- 
dHlckwi. $«ial «Ml au 
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über Beiiduuig«ii awiach«» d«n Litegnlen naw. 159 

ditselue bleibt bestehen, wenn man statt n^, u., all 
ßi*H ~^ ßi^ setzt; nur die Konstante rechts ändert sich eut8j)rechend. 
TiBgt man in die so verallgemeinerte Relation für ö seiueu Wert 
o — CjUf -f CaMj + 2CyU^n., ein. so erhält man eine algebraische Identität, 
welche, wie so hanfig, als die wahre Grundlage der vorliegenden trans- 
zendenten Untersuchung betrachtet werden umß. Diene Identität läßt 
sich nun nachtraglich leicht verifizieren; sie lautet: 

(c? - c.,i.. - ^ - < + c.iu.u; + u. ^ ^^(^^ ^ 

Die«« rein algebraische Identit&t besteht für ganz beliebige Grdfien 

"u «4» «i; ^1» «8> ^ij «'s» ^8- Betmchtet man «i, «, als 

Funktionell einer Veriiiiderlicben e, it[ und als ihre Ableitoogen 
und läfit tf^^ ti^ der Bedingung g^flgen, daB ihre Determinante ftttti—u^u^ 
eine Konstante ist (die ohne Beechrankimg der Allgemeinhmt gleidi 1 
gesetat werden kann) — nnd dies ist das eigentliche transKendente 
Element der üntennchnng — so erhalt man, wenn man nun weiter 
«j and «I als Integrale einer Differentialgleichimg zweiter Ordnung 
auf&ßt, die quadratische Form c,u^ + c^ul + 2c^u^u^ ~ <r setzt und auf 
beiden Seiten eine passende Größe subtrahiert, in der Tat die Relation 
Jtf— Oy und man sieht zugleich, in welcher Weise die dort auftretende 
Eonstante c von der Wahl der Fundamentaliutegrale, d. h. (da a, also 
auch c,, nnd als feste Großen zu betrachten sind) von OxfO^fß^ß^ 
abhängt Insbesondere erkennt man, daß 

1. a. von Null verschieden ist, sodaß die Koeffizienten .l^ und A, 
in 3/, al«o nnrh nnd a. in L i. a. von einander verschieden Bind, 
wie wir ursprünglich voraussetzten; nur für diejenigen Integrale, für 
welche c^(ce^ß^ -f ((..ßi) — '\t<ißi — ffti^ßt = <^ ist, sind .4„^ und A. ein- 
ander gleich: dieser Fall ist ah Gronzfall zu betrachten und berührt 
sich mit dem Falle, den wir nunmehr untersuchen wollen. 

2. Fall. «0 = «1 • 

Dividiert man beide Seiten der Relation {C)L = 0 durch = o^^ 
nnd bezeichnet wieder die neuen Koeffizienten mit den entsprechenden 
großen lateinischen Bnchstaben^ so wird dieselbe: 



Digrtized by Google 



160 GiOBo Walumbkro: 

Da — A^^ — 1 irt, so lauten hier die Gleiehnngea (ö): 

(5*) A'^^2^=^XA^^, ^,4-A,g = 't, 2 + ^;^-AA/) 

Aua diesen Oleichnngen folgte wenn man annaebat ans der swoten. 
derselben den Wert fSr 1 in die beiden anderen einaetat^ eodana die 
entto dilEerenzint und aus den dadurcb sich ergebenden drei Gleiebungen 
A, und A[ eliminiert: 

(9) - SA;* - (68 + «- J^) 4; - 4a' + iqAi, + \Ji,- ü. 

Diese Differentialgloichung für A^^ gehört zur Klasse der von mir 
f.Iouru. für die reine u. angew. Math. 121, 21U — 217) behandelten. 
DitFerentialgleicbungen, weh-he ich in einer in demselben Journal dem- 
nächst erscheinenden Arbeit^) (vergl. C. K. 137 .,Sur l'equation diflFeren- 
tiolle de Kiccati du second ordre") als Kiccatische DiÖerentialgleichungeu. 
zweiter Ordnung im weiteren Sinne bezeichnet habe; sie geht zunächst, 
wenn man die L 0. p. 215— 21t) ang^ebene Metiiode aTiwendet, durch. 

die Subetitatiou A^^ ~ ttber in: 

(10) v" - = 65 v' - I - 4gir + 4ff»v» - 0, 

und diese Differentialgleiehung wird duioh die weitete Substitution 

(") 

transformiert in die lineare homogene Differentialgleichung dritter 

Ordnung 

(12) «"'_3t|,"-(4«-3(i:)' + '-)t' + 2j'»-0. . 

In der dureh v^qto auf die Normalform transfonnierten Differential' 
gleichung 

(12*) w''' + 2aw' + &»-0, 



worin 



1) Wir kdimeD hier nkht wie io Fall i) (vexgU 8. 164) dureli Mnltiplikatioa 
mit einttr geeigneten GrOBe l snm Tenchviaden bringen; denn der data erfordos 

rtrf* 

liehe Hnltiplikator fi =m ce gehSct hier im allgemeinen nkht dem Rationa- 

Htfttebereiche an. 

2) Dieselbe irt inewieohen eitchiwen (ISO, 77—88). 
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über BesiehnngeD swiiobea dm Ihtegnl«a oiw. 161 

ist die D ifferenti all n Variante a' — fc = 0. Daher hat das allgemeine 
Integral der Diifereiitiaigieichung die Form: 

wom «1 und ^ Fondameatalinlegrale dor DifliBreiitialgleiehaiig 

siiid^); dies ist aher diejenige DiifereutiaJgleichung, der die Ableitimgeu 
der Integrale der Diil'erentialgleichimg 

(B) u" - qu 

genflgeiL Es ist also 

(14) f-«,«;' + <^V + 2<i«;«;, 

worin und Fundamentaiiutegrale Ton (B) sind. 

Da V — -4- und q nach Voxansseteaiig emdeatige Fnnktionieii von # 

sind, 80 muß auch - = — '^^q^ (Gleichung (11^) eine eindeutige Funk- 
tion sein, die wir mit » bezeichnen wollen. Dami ist 
(14*) V - + c,«;« -f 2e5u;u; e^'^' (Co««. 

Daraus folgt durch Diüerentiation unter Berücksichtigung von (B) 

und durch uochmalige Differentiation 
alfo 

c,ul + + 2c.«,u, = ^jj^r ('t' + - x| - 2ä) = ef'", 
worin fc ebenfaUs eine eindeutige Funktion ron # bedeutet. Setit man 

80 ergibt cdob ans — e^"'' durch logarithmiedie Differentiation 

^' + ^^-#»; 



1) Mau ündet dieselbe am einfachoteu auf folgendem Wege: das allgemeine 
Integral von (12*) hat die Perm w — ' c, tj? + c,;jj -j- 2Cj7j, »j,, wo ij, und tj, 

Fundamentaiiutegrale der Dilferentialgleichuug ri" -\- ^ ji m= 0 sind. Aus dieser 

letzteren Gleichung geht dann (13) durch die IßcanflfoimKtion » » g^q hervor. 
Afohlr dwr MiUboutik onil PbyMk. ]II.B«ihe. X. 11 
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152 Gboba Wallbiibuo: 

ferner igt 



also 

und daher z. B. 
folglich 



Da rj eine eindeutige Funktion von z ist, so muß auch e'-^^"^' eine 
eindeutige Funktion sein, die wir mit q bezeichnen j es ist also 

d. h. gleich der Quadratwur/.el aus einer eindeutigen Funktion. Ferner 
erhalt in der Diöereutialgleichung (B) q den Wert 

sie besitst daher swei FondamentaUntegrale 

Aus den Gleichungen (5*) folgt umgekehrt nur, daß N* ™ XN y also 
N^ce^^** ist D. h. zwischen zwei bdiebigm Fundamentalintegraien 
11^ — «jfi^ -h «e|fi| und «1 1* /S,«^ + /9^l^ 

besteht eine Relation 

worin der Wert der Konstante e TOn der Wahl des FundamentiliijBtMBS 
abhSngi — Wir hatten nun die Oleiehongskette 

e,«f + + 2e^«i% - Vp; 

ferner ergibt sich ans den beiden ersten Uleichungen von (d**) 

und aus der dritten 
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Ober Bendm^w iwife)i«n d«a Intqgi«]«!! luw. ' 108 

Daraus erhalten wir unter Berücksichtigung tiet» Wertes für q (Gleichung 
,15); für und X folgende Werte: 

s^ir^-l'\ A,—4t., ^"-ü?. 
Also: Zwisdie» mm heliehigen FmtdammtäßtUegralm u^, der 

vi6) .V = - i - ifK-; - '-^ -'^ 

Eine Relation N = 0 besteht nur zwischen solchen Fundamental inte- 
graten ifj^ 14, für welche c — 0 ist 

Berflckaichtigt man, daß^^»~29|,y v c^ti^' + e|ti^*+2ctW^ 

Ist. und daß mau in suitt und allgemeiu «,w, -f t^jMj, /i^ -f- 
fittitii darf, so erhält miui nach Multiplikation, mit CjitjM| -}- c^u^u^ 
+ tjiMjUj -f- Mj'mjJ die algebraische IdunUtät: 

+ (cj«; + ci«; + 2f^Mit*8)(«,M,' -f- «2Mj)(/3i«; + /3,u;) 

«eldie wieder als die Qrnndlage der gefundenen tnnsaendenten Relation 
fl6) ansnsehen ist Doeh ist die transEendente Unteisnchimg un- 
ofifilicb, da sie erst zeigt, dafi diese Identii&i die aUgemeinste ihrer 
iit ist. — WShlt man gerade % nnd als Fondamentalintegrale 
vaA setzt 0^«, -f «,«2 = «i» ßi^^ + = "2» so Tersehwinden in (17) 
und e^, da ü^ ü^ ^ \ 9 und man findet, daß die Helation ^Y="0 
far alle diejenigen i audamentalLategrale u^^ «j besteht, für welcite 

Die algebraische Identität {ilj int übrigens identisch mit der in 1 j 

1) Anmerkung: Da La. keine eindeutig« Fonktimi ▼on « ist, m» kaui 
«SB Mnrana 1 a. meM mit EBlf» der Belagen «i u^a^ » e eine Benehiiag 
If^O mit eindeutigen Koeffizienten ableiten. Das ist nur der Fall, wenn ^ = \ 
vo « eine euideutii;^ Funlction von $ iat; dieser Fall führt auf den in 1) be- 
kaadeiten sorack. CVexgl. S. 161 ff,) 

11* 
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164 'Gkuko WALumuno: Über Beziehiuigen zwischen den Integralen ubw. 

gefimdeDen, wie man leiolit eiiudelity wenn man die femere Ideniitfit 
beraeksicktigt: 

Wenn wir die spexielleren FtUle den allgemeineran nnteroidnen, so 
kdnnen wir sam Schloß eagen: Die ciUfjemeinstm Diff'erentialjßeü^ngm 
(B), ziclschm deren Integralen eine BeUUhu L = 0 hetkMf sind die- 
jeniffen, wdehe Bvm FtimdtmaiMnlegraie wm der Form 

besitzen. 

£in Blick auf die TOrhergehende üntersuclinug lehrt, daß man 
analoge Besultote wie im sweiten Teile för die allgemeinere fielatioo 

erhält. — Die vorliegende Untersuchung hat auf gtme rationale 
Funktionen (Formeu) «U r Integrale und deren Ableitungen einer homo* 
genen linearen Düfereatialgleichung mit eindeutigen Koeffiaienien ge- 
führt, welche die Eigenschaft besitzen, durch Diflferentiation formell 
in sich selbst, multipliziert mit cinom nur v<in - ahhängonden Faktor, 
Über/Tigohen. Die eiiigeluMidnre UTit«'rsuehun<i (lie??er n<'npT} Art vnü 
^DitlertMitialinvarianteu" l * l alte ich mir für ein© spätere Arbeit vor. 

Charlottenburg, den m Juni 1904. 

1) Anmerkiiug: Das tronezendente Äquivalent dieser algebraiHchcn Identit&t 
ist die Tatsache, daß in einer linearen liomogeneu Differentialgleichung zweiter 
Ordnung u" qu der Eoefficieni q sieh doreh eine quadratische Fotm c « 
c, «J -|- c, «1 -{- Sc, H, n, zweier Fundamentalintcgrale u,, deren DefeSnuiUBlte 
«t«^ — Ii,«/ c ist, folgendemiaften ausdrAckeii Ul0t: 

Bodaß sie anter A^jnnktion von a darch Quadraturen integrierbsr wird (vgl. S. 159:; 
gleichzeitig ergibt nich. daß der auf der rechten Seite von q stehende Anadnick 
eine absolute Invariante ist. 
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£iui«T ScBLLTz: Die über^bligen willkürlichen Konatauten usw. 105 



Sie überzähligen willkürlichen Konstanten in der Lösung 
der Hamiitoneehen partiellen Bifferentialgleiehiiiig. 

Von Ernst^Schultz m Stettin. 

Li der Abhandlung ^^ilncidationea de Mqoetionam difierentieliiim 
Tidguintn ByatemetiB ete.^ ateUt Jacobi die Folgerung«! zuBsnunei^ 
welche öob aus dem Vorkommen willkfirlidher Eonsteaten in den 
Iniegialgleiehungen ziehen lassoL Li dieser Arbeit soU unteisaeht 
werden, nuter welcher Bedingung die yerschiedenen Lösimgen einer 
partiellen Differentialgleichtmg erster Ordnung, welche flUe Zeit explicite 
nieht enthält, überzahlige Konstanten enthalten können. Eine be- 
merkenswerte Form nimmt die Bedingung ftlr die Anwesenheit der 
überzähligen Konstanten in den Integralgleichungen der Hamilton- 
schen partiellen Differentialgleichung an. Zum Schlüsse zeige ich, daß 
die Ausdrücke, welchen ilic partiellen l)ifferentialquotient»»n dc-r Lösungen 
nach den überaähligen ivoustanten mit lierücksichtigung <lei intrpral- 
gleichungeu gleich werden, eine Funktion der » — 1 . wilikürliehen 
Integrationskonstanten sein luüsäen. 

1. Die überzähligm Kmistanfm in dm Lömnijcn der alUjrmiutrn. 
IHirduUfii DiffermtiaUjleidiung er.-<hr Ordnunn. — Ks sei die jinitielle 
Differentialgleichang erster Ordnung, welche die Zeit expUcite nicht enthält^. 



Hierin bedeutet eine Konstante. Die n — 1 yerschiedenen Lösungen 
der Gleichung (1) seien = u^, jS^ ff„ . . . jr„ — a„, wo «„ «j, . . . 
die » — 1 willkfiriichen Integiationskonstanten sind. Die Ausdrücke 

d W 

. . . stellen Funktionen von q^, q^y ... q^, Pi^^ , 



ein Lösungösjsteni von (Ij darstellt, müssen die bekannten Bedingungen 
= 0 (,, t = i,2, identisch befriedigt werden. Aus dem 

System (2) und der gegebenen DijSereniialgleichung (1) ergibt sich 
dnrdi Elimination &s STstem der Integralgleicbnngai' 



(1) 





(3) 



Ti =" ^i(ül> ült '•• Qn* «l> 



%t %> 




166 Emst Batcvtz: 

Da die gegebene Differentialgleicliung '!) durch diese für die p er- 
haltenen Ausdrücke identisch befriedigt wird, erhalten wir durch 
Differentiation von H^ = ofi, nach «, , ... und einer der Über- 
zähligen Konstanten, welche wir ohne Index mit a bezeichnen wollen. 



«=l »^1 t = l 



S, 3, . . «) 



Wir eetBoi ^ 



und bezeichnen die zn ^ gehörende Untere 

determinanto mit Alsdann ergibt sich ans den n ersten Olei- 
chnngen des Systems (A) 

(4) (■—...•...> 

da ^ Ton Null Terachieden ist. 

Setzen wir diese für . ' (i^i ■> , erhalten«! Werte tn die letzte 

Gleichung dea System» ein, ao muß diese ideutisch befriedigt 
werden. Wir erhalten also 

Die link» Seite dieser Q^leichtmg ist jedoch 

Damit also die letzte Oleichnng des Systems (A) doreh die in dem 

Svstora (4) gegebenen Werte für • • • identisch befriedigt 

werde, muß * 

Bein. Ersetzen wir a durch a^, a^, ... rt^, so muß für jede Ober- 
söhlige Konstante die Bedingung (i)) erfüllt werden, was bekanntlich 
anf die gegebene Differentialgleichung führt. 

üm nachzuweisen, daß die Bedingung (6) hinreichend und not- 
wendig ist, das System (A) durch die Auadrfleke (4) zu belriedigen, 
ersetzen wir eine beliehige Gleichung des Systems (A), z. B. die Ate, 
durch die (n + l)te. Wir erhalten dann das System: 

^ c H, ^P. ^ - ^P, ^ ^P»^Q 

jLj^ dp] r«, "* * ' < ^ ' Z (P, t-« "* ' 

^ aif, dp^ ^ cH^ dp. 
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Die übenfthUgen willkflriiehan J^mitutaik wir. 167 

Zur Vereinfacliaiig setzen wir 

^Pi ^Pk-l ^Pk ^Pk + l ^Pn 



j/jd ^ "V + ^Pk-i ^Pk "Pi±i 



a«: 



Femer beMiciliiicii wir domentsprecluiid die UntegdetermiTimtwi mit Djft. 
Somit ergibt dch aus dem Torhergeheiiden System 

8etEt man diese ftlr eriiaLteiiea Werte in die 

^ Gkiobong des Systems (A) ein, so muß diese identisdi erfllUt 
werden. Wenn wir dies ausführen» so ergibt sich 

^^1 ^Ps ^ T^(*. 



Die rechte Seite dieser Gleiehung JD>». Es ist jedoch JD»^ die 
linke Seite der Gleichung (6). Also ist L^^) - 0. Mithin mnfi 

(7) 

*»i * ■ 

seiii, was zu zeigen war. 

Setzen wir die durch das System (3) für die p gegebenen Funk- 
tionen o in die Gieichimg = ein, und diü'ereiuderen wir nach 
ce,, ... cc^ und einer der aberziUdigen Konstanten a, so erhalten wir 
das (A) entsprechende System 

(B) •••2: ^ftä^-^' 2:^^-1' 

V^^' ^^H.ap, ^afl^ap.. aa. 

ZraÄa«,+i 2j| aj»,a«,""' M^« "-~äir* 

afl". 

Aus den n ersten Gleichungen dieses Systems ergibt sich « B^^ 

{i^k, 8, ... n)f wenn B,| — gesetst wird. 

Damit auch die letzte Gleichung des Systems (B) durch die für 
dH, dR 

^ erhaltenen Werte identisch befriedigt werde, mnß not- 
wendig und hinreichend sein 
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I( 8 EwMn 8cBtii.Ts: 

Um dies zu zeigen, ersetzen wir di- /, te (Tli ichuni? des Systems f'B) 
durch die (n + l'^t*» Gleichung debbclben Systems Alsdann bilden die 
n ersten Gleichuageu ein System von n Gleiciiuugen^ dessen Deter- 

xninaiiie J/^'> isi Dureh AnfldBung nach erhalteii wir 

ff O ff 

Multiplizieren wir ferner die beiden Seiten dieser Gleichung mit 

und addieren dann eamtUche Qleichtmg«n für t — 1, 2, n, so er- 
halten wir 

m» V _ V /i A, _ V na. 

Es ist nun 

y i>i*' ^ - - y xi;', f = j. 

Mithin ergibt sich 

Da — ^2 erhalten wir 



n 



Infolge der Bedingung (8) ist der Faktor von ^ gleich Noll Da ^ 
und iy*> Ton Noll ▼enchieden sind, eo erhalien wir 

^ dpt da^ " ' 

waa zu zeigen war. 

Ersehen wir a durch Oj , a, , ... a^, so muß also fOr jede ttber- 
siUige Konalante die Bedingung 



aii» ^ "ca. V »,. •»/ 

* Ib>1 * 



erfüllt werden. Dieses Ergebnis können wir durch folgenden Satz aoa- 
drücken: 
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Die fibm&hligen willkOrlichra Konttanten nnr. 169 

Ist W die volLtÜHi/if/r U'sutuj mit de» iibozäJdigen Konstanten üj, 
a,, ... a„ der partidleu Differentialgleichmuj erster Ordnung = Oj, 
welche die Zeit ea^icite nicJä enthält, und sind = = a^,. . .H^= 

di» n^l verschiedenen Lösunf/enf €UiS denen sidi die Integralgleidiuttgen 

A — 5^ - »ife» fft> • • • «1» • • • «i> • • • O* 

ergeben, so musten für jede ubereäkUffe Konäanie fd^nde Bedingungen 
erfSUt werden: ^ . 

Idp- I dp- 
. ^ew(ft fi;t><l ifiMf rfie ^ gehörende ünter- 

1*1 * 
<ietermtwa«<0 bedeutet. 

2, Z'/*' überzähligen Komtaiänt in diu Lösungen der Hamilton-' 
sehen purtieUm Differentialgleichung. — Die llHUiiltonsche partielle 
Differentialgleichung sei 

Die Koeffizienten A und die Größe U sind Funktionen der Yari- 
abelu g,» ■ • • Q%- Koeffizienten A haben ferner die Eigen- 

schnft: A^, A-^^. Zur Vereinfachung bezeichnen wir die linke Seite 
von (1) mit sodaß 

(2) - 

die gegebene Hamiltonsche partielle DifferentialgkichaDg ist. Ihre 
w — 1 TerBchieclaieii Ldsangm seien 

(3) = «8» = «3» • ♦ -ET, = «, 

Diese Lösungen sollen m überzählige Konstanten a,, o,,. ... ent- 
halten. Setzen wir ferner » « t, so eq{ibt sich ans (2) 

und (3) das Integralgleichungssystem 

(4) g», . . • f^, • . • «nl ^'i. «ÜJ • • • (.-1.8, . ») 

Bei der weiteren Behandlung der Aufgabe muß ich auf einige Formeln 
mrackgreifen, die ich sdion bei der Untersuchang der Int^jrations- 
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170 Ebx«t Sohdus! 

möglickkeiten der Uamiitonsckeu paiüelien Difterentialgleioliung^' ^) 



benutzt habe. Setseen wir wie in Nr. 1 B,i='-^', wenn ^» 



die Funktionaldeterminante des Systems (4) ist, und die zu . - 

gehörende Unterdetenninante darstellt, so miissieu die Koef&Üeuten -A^^ 
der gegebenen Differentialgieichuug die Form haben 

a 

(5) ^«i-JSä^^'"'' («.a-1.5....«) 

Ferner müssen die Bedingungsgleidiiingen erfUlt werden: 

Bezeichnen wir mit (i wiederum eine der überzähligen Konstanten, so 
läßt sich beweisen, dnB 

— da ' * ' da^ 



ist. Zu diesem Zwecke gehen wir Ton dem in Nr. 1 aufgestelitea 
Theorem aus. Nach demselben mufi 

sein, wenn wir ^| f&r -j- einführrai, und mit a eine der flbensShligen 
Konstanten bezeichnen. Da identisch Null ist, su lädt sich die 
vorhergebende Gleichung in der Form 

dp, air, 





schreiben. Diese Gleichui^ liefert mit den Übrigen Bedingung«- 
gleichungen des in Nr. 1 angeführten Theorem« f&r die Konstante a 
das aus n Gleichungen bestehende System 

1} P. Stäckel: über die Integration der Hamilton-JacobischeaDiffftre&tial- 
gleiclinDg mittel« S^aration der Tanabdn. HaVttÜatkHmebrift. Ba&e 1891. 

2) Ernst Scbnlts, IntegnMeoanOgliehkeitnDi der Hamilton tohem partiellen 
Differenfaalgleichung mit n Variabeln. Beilage xum Programm des Sohillerreal- 
gymnaaimns sn Stettin Osten 1901. 
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MvJtipliziereu wir die beiden Seiten der Oleichuugen des Systems (8) 

dp dp ^Pu 

der Beihe nach mit ^ ^ • • • ^ und addieren die erhaltenen 
II Oleiehiuigen, so ergibt sich 

^ ^ da da^ ^ da da. 

Diese üleiciiung besteht iur \, 2, ... n. Da ferner die linke 
Seite der Gleiehnng (9) gleich ^ ist, so erhalten wir das System 



SyBtem (10) entspricht dem Oleichnngssystem (4) des § (2) 
dw poethnmen JaQobiaehen Abhaadlmig: „Über die Tolletindigeii 
LSsongen nner partiellen DifferentialgleiGkuiig erster Ordnung''. 

DiBEorenzieren wir die Gleiehnng (1) naeh und berfleksiehtq^en 
Gleidiong (-2), so erhalten wir 



dp 

Es ist 



dH, -^i« T> 

folgUeb erhalten wir das GleidinngssTstem 

1« 

<11) ^^j^t'^B^,. (— 1,1, 

Da dieses durch die Funktionen 

Pi »t(?t» ft> • • • ?«» «I, Oj, .. . a„) (iai,!,...«) 

identisch befriedi(^ wird, so erhalten wir durch Dijterentiatiou nach 
einer der Konstanten a 

2" I dp- d J?| 

^if^da^ da' 0.-1,»....») 

Setzen wir hierin den aua (10) für sich ergebenden Wert ein, 
so ergibt sich: 

dH r,p dB. 

(IB) 2 2 Taca - - da ' C^-lA....) 
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Da aus dem Gleichaugssystem (11) durch Differentiation nach 



^, da. 



folgt, so erhalten wir aus {Vd) 

•—1 * 

Multiplizieren wir diese Gleichungen der Jäeibe nach mit PifPf," -p^ 
und addieren sie, so ergibt sich: 

oder, wenn wir die linke Seite in iwei Teile zerlegen, 

Der erste Teil der linken Seite ist gleich Knlli weil » 0 ist. 

Der zwoito Teil der luiivt u Seite wird iufolge des Gleichungssystems (ü) 
gleich Null. Also ergibt sich 

Diese Gleichung iu \ erl>iuduug mit den « — 1 ersten Gleichuugea 
des Systems (6) 

UeCert ein System von n linearen Gleichungen der Grdfien p. Da die 
Größen 1» Ton einander nnabhangig sein sollen, so moB die Determinante 
dieses Systems 

(15) y ± <:''.. 2^..... »!L._o 

^ ' ca £7«, ^o^ 

sein. Erseiasen wir a durch a^, o,» ... so sehen wir, dafi für jede 
ühersählige Konstante die Bedinggng 

(16) y±^3ii3i...'/^"-o (.-..fc...-, 

erfüllt werden mn£. Wir können also folgenden Satz an&tellen: 
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EnÜtält die voUsiändige Lösung W der HamiUontckm partk^Xe» 
DifferentUügleicJmng außer denn-^l ifftUkSfUdim ItOegraihniitünsimim 
tcj, ct^, ••• «« m ll^emäfH^ Komtaniien a^, a^, ... a^, so muß 
das System der InkgraijjßeUkungen 

Pi ■= ^- «lÖl» ft» •••ff«» «i» «ff» ••• «1» • • • O ('->»». •»> 



so (ewiftajf«» «eitt, daß für jede übertähUge Konstante die Bedmgmig 

dB,, dB,, CB, 



iden^ erfum wird. Es ist hierin wo |^'| ist md 

4äfi die SU ^ gdiiorende ünterdeterminante hedeuiet. 

Da die « — 1 ersten Gleichungen des Systems (6) von derselben 
Form sind wie die Gleichung (14), so läßt vorstehendes Theorem 
folgende Unikehnin^ zu: 

Werden die itelatmun 

ideiUisch erfüllt ^ so müssen a^, a,, ... a,„ üherzäidt<jc Konstanten sein. 

3. Nachweis, daß die Ausdrücke für die Koeffizienten der Hamilton- 
sehen parfiellen Diffcrcnfinlfjleichung unnbhänfji;/ von dm ührrznhliprn 
Konstanten. — Daß die in (.')) der vorhergehfiidcn Xiinmu r angegebenen 
Ausdrücke für dio Koct'ti/ientcii A von dfu KonstantoTi «j, Oj, . . . 
unabhängig sind, ist schon in den angegeijiMieii Arlieitcn gezeigt worden. 
Es ist nun zu Ihjw eisen, daß die betreffend« n Ausd nicke auch von den 
überzähligen Konstanten a^, a,, ... uuuhliiingig sind. Der Beweis 
wird in analoger Weise wie in meiner Prograuirnarbeit gefiihrt. 

Berücksichtigt man, daß 

iet; so folgt ans dem Gleichungssystem (ö) der Nr. 2 durch Differemtialioii 
naoh einer der ftbeiaahligen Konstanten a 

^ ca^ca*^* CtL^ CO, 
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Mit Beriicksichtigung dieser Gleichungen gehen die voriiergehenden 
Gleichungen über in: 

Infolge der Gleichung (6) der Nr. 1 ist 

und nach einer bekannten Determinanteueigenschaffc ist 

ffl i Ii = 1 

Da diese Gkidumgen (2) und (3) dnrdi Eiiilllbnmg der Fonktioiiai 
Idenüföten werden, so erhalten wir dweh DüFerentiatioiL 

der Gleichungen (2) und (8) nach a^, c^, ... a,, a 

1—1 , * <i-l * 

Subtrahieren wir eine Gleichung des einen Systems Ton der mit 
gleichem Index k behaifteteu Gleichung des anderen Systems^ so eigiht sich 



* ' jtiLj dttji da c<i du 



ijdB^.dpf -^dB^-dPi 

k 



Wenn wir die beiden Seiten dieser Gleichungen der Reihe nach 
mit B^^f B^^, . . . B^^ multiplizieren und die u Gleichungen addieren, 
so ergibt sich: 

(6) ^^^^yBj^'^'- 

^ ^ da ^mmm .ämd ca^ Ca 

Infolge des Gleichungssjstems (6) der Nr. 2 ist 
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Mit Bar&c^chtiguiig Ttm (6) und (6) wird dann das System der 
ßlnchimgeiL (1) in folgendes fibezgeftlirt: 

Wir sind somit m einem in den p linearen Gleichungssystrai 
gelangt, dessen Determinante g^dch Null sein muß, da die j» tod Null 
Toschieden sind. 

Ist die Detennioante des Systems (7) Null, so sind die sämtUchen 
p nielit Ton «nandw unabh&igig, was ausgeschlossen ist Damit das 

System (7) besteben kann, bleibt nichts anderes fibrig, als daß jede 
Gleichung des Systems fQr sich befriedigt wird, was nur durch Nulir 
setsen des Faktors der einaelnen p geschehen kann. Es mufi also 



(8) ra2-^'<"-^ (V-M.....3 



sdn. Hiennit wird auch die Determinante des Systems (7) identisch 
NulL Dieses ist auch unbedingt notwendig, da sonst eine Relation 
Kwischen den Variabein fj, , q^^.^^q^ bestehen müßte, was iiusgeschlossen 
ist. Ersetzen wir « duicli n^, a^, ... a^, so ist der Nachweis geliefert, 
daß die Ausdrücke fÜr die Koeftr/ienten Ä der Hamilton scheu partiellen 
Differentialgleichung von den "Im r/üliligen Konstanten unabhängimr siud. 

Es erledigt sich auch kurz der Nachweis, daß die Funktion Ü 
in der Hamilton sehen partiellen Ditferentiaigleichung keine der Über- 
zahligen Konstanten enthalten kann. 

Mit Hilfe der Gleichungen (11) der Nr. 2 geht die Hamiltonsche 

Gleichung in |^^>^g|, = ü + aber. Da diese Gleichung aur 

IdentitSt wird^ wenn wir ^ • • • die betreifenden Funktionen 
tOiy co^f ... 0», raifOhien, so «rbalten wir durdi Differentiation nach 
einer der fibarsfihligen Konstanten Oi, * . . 

Infolge von (6) der Nr. 1 und (14) der Nr. % wird die linke Seite 

B st 

der letzten Gleichung gleich Null, und wir erhalten — Ü. Ersetzen 
wir a durdi Oj, €4, . . . so ist ^—0 ('ai>t...«i), und folglich 

muß U von den überschüssigen Konstanten trei sein, was zu zeigen war. 
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n 

4, Nachweis, daß ^ B^f (j »«, s, . . . ») eine Funktion von o^, . . . 

ist — Sind ^ u^, . . . ^ die n ^ 1 Yerachiedenen LöBiiiig«n 
d^ parttellai Differantialgleichiuig erster Ordnung H^ -^a^ and enthalteii 
diese LSsiingeii m fibenihlige Konstanten o,, Oy, ... so muß, wio 

schon Jacobi £^eigt bat, = 0 sein für £ » 2, 3, ... wo a 

eine der ttbeirzililigen Eonstanten ist. Bezeichnen wir mit y,, 

w — 1 Konstauten, so wird ^— — — («=«, s, ...»i) ein Lösongssjstem 

der partiellen Differentialgleichung if^ % sein. Setzen wir zur Ab- 

karznng Wf^ , so erhalten wir, da m flbenälilige Konstanten 

aiigeiiominen werdrn, folgende m + 1 Lösungssjsteme der partiellen 
DiflFereutialgleiclumg 11^ = a^: 

(A) H^^a^, ... if,-«, 

(B) |H?'-yf, ... H?»-y:?» 

Aus doin ersten Rystein er^nbt sich das st-hon so oft erwähnte Inte- 
gmlsvstem Pi^t^M^ <h, ■■■ q„, - .- «,„ «i, ... O (/ = i, s, . . . «>. 
Auö den folgenden Systomcu ergeben sich die Integialsysteme: 

Pt-^Hüi, flt; • • • «1* H*V yfV • • • yST^i «i» • • • «J (*-i,»,...»i*-i.«,...m> 

Da diese für die j> erhaltenen AnsdrQcke identisch sein müssen, ao 
müssen im allgemeinen yjj^f yp, . . . y(^) Funktionen Ton tt^, 
Ogf a^ • * • ff« sein. Aus dem System (B) folgt jedodi, daß yjl\ . . . 
Yon «if OgfO^ a„ unabhängig sind, folglieh können die LitegrationB- 
konstänten yj^), . . . y^<") nur Funktionen der GrSfien o^, . . . 
sein. Bezeichnen wir diese Funktionen mit % so mufi sein 

V, V«t> • • • /, • (i » S, », . . . n; * = 1, 2, . . . w) 

Da nach dem Theorem der Xr. 1 

''^^ __ f> 'L^^' = 8, . . n\ 

ist und da nach vorhergehendem — — y^*> ist, so erhalten wir das System: 

ist * 
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Diese Gleicliiingeii werden durch die Einftihning der Funktionen a> 
identisch be&iedigt und folglich eriulten wir durch DificrentiAtion naeh 
da Gr&flen q, Oy a^: 



n 



(1) 



g-- ^0, \*«l,t,...in/ 



»0. 



(-1) ^ a:;:.:..::) 

aa^ 

^tf «üewt» G2eidWMi^ läßt tkh mm folgeiider Saie ableUm: 

tnkr Ordnung - tt^, uMie die Zeit explkUe nida eidMU, die über- 
»äkUgen KmuiaMie» Oj, . . . nAen de» wiUkiiHidien ItdeffraÜons- 
h m tkuUen und ist 

dW , . 
^* dqi tf«» «II <H> • ' • «•) C-i."^ 

ct<w iSys^em Int^ralgleicimngm, so sind die Äusdriicke 



MM- ron d^i Konstanten a^t abhängig. Es ist B,i^-^t 

rp dp- 
4 . 1 ^ ~ j wHd «s< Jie m gehSrende UkMetermkiainie, 



Stettin, lüd 1903. 



Afdbr an IbÜMiiMMk md Pkjralk. ni. B«lh«. X. 12 
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Wagenmaim. Das System der Welt. Grundzüge einer Physik des 
organisohen Lebens. LBaod; Der Ursprung von Energie und Ifaterie. 
Hit 40 AbbüdnDgen im Text, 11 mdiifarbigen Tafeb und einer Bepro* 

duktion von Prof. Max Klinge rs „Dram»**. Oftiinatatt 1904, Selbst* 

verkf? dps Verfassers. XII iL 182. S. 

flott hat die Welt ans „Nichts" geschatFen.'* „Er empfand don Ur- 
zustand in der Not unendlichen Wertmaugcls". ^^er Schlüssel tür die 
Gehrnnmisse des natttrUchen Scböpfbngsvorganges ist nns in der Mathematik 
gegeben. Die Wissenschaft der Wertbegriflfe zeigt uns auch, wit« Werte 
entatehen können". Dif Null oder das Nichts ist nichts anderes 
nc~*. Die ,.Eins" stellt dieser absoluten Kinheit gegenüber nur eine gmbe 
Emtieit dar. Die gleichseitige Hyperbel liefert den Schlüssel für den 
8di5pfungsakt: „GOtiliohe Weitbeit find ans sieb selbst das Leben spendende 
GesetSf schuf es am Anfang. Die Mathematik konnte es nur auf&nden 
und seine wunderbare fit'sel/mäßigkrit feststellen in der Hyperbel". Gan? 
an.Teirhrnd scheint die Mathematik übrigens auch dem Tf' rru Verfasser lur 
die Erklärung der biblischen Schüpfuugsgescliichte mcnt zu sein, Jeuu es 
feigen B^pitel Uber Magnetismus, Expansion and Kompressiott. Im wesentUcben 
arbeitet die Hatur nach Sinns- und Tangentenlinien — die Tangente ist 
nichts weniger als ein Hild gestaltender und aufbauender Geisteskraft — 
das li(>\veist u. a. die Botraelitung des Kl in gor sehen ..Dramas". Damm sind 
dem Werke in eiuem Anhange Tatela der trigonumetrisühen Funktionen 
beigegeben. Wir kOnnen dem Yerfksser in seinen AnsfBhmngen leider 
nicht folgen. 

Cbariottenbuxg. H. Saiiisr. 



KüblCT. Die natürliolie Entwicklan^ der Materie im Weltranin und 
die daraus heryorgebenden Weltcesetse. Leipzig 1904, B. Q. Teubuer. 

24 S. 

Der Verlassor hat unter dem Titel: „Woher kouuneu die Weltgesetzo ?** 
bereits eine Scbrift ersebeinen lassen, in welcher ans der sentrisobeik 
Gnq»inemng der Materie in den Weltkörpern und ihrer gasförmigen HtÜllein 
geschlossen wird, daß diese verschiedt tien Dichten durch eine kugelftinnige 
Schwingungsbewegung der Materie zustande gekommen sind und erhalten 
bleiben. Verdichtung und Wieder-Entdichtung der Materie sind dem Vei> 
ÜMser für alle Körper, auch die organischen, die Entwicklungsprinzipien, 
die er in der rorUegenden Sdirift weiter auszuführen und zu belegen su<üit. 
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So durch die an radtoftktiTen KOrpern gemacliteD Beobacbtongen. Im 
HSbeiMUikte der Verdichtung werden die ScbwiaguDgen »naoh der Proportioil 

de« goldenen Schnittes" ausgeführt, die in seiner Theorie eine groBe Rolle 
spielt. Wir können dem Verfasser iu neiueu Spekulationen ebensowenig 
folgen, wie den älteren Naturphilosopben, die bereits den goldenen Schnitt 
im fian des meiuehlielien KItrpevB, in der Anordnnng der BlStter dar 
Pftansen gefunden zu haben glaubten und auf ein Streben der Natur nadi 
demselben viele Erscheinungen zurfickzuflUuren Tersuchten. 

Charlottenbui^. • H. Samtbb. 



ix, Mie. Moleküle, Atome, "WeltÄfcher. Ans Natur und n<i«tos\velt, 

58. Bündchen. T.eipzip liH»4. ß. G. Teulm.-r. 138 S. geb. 1,25. 

Die Notwendigkeit der physikalischen und cheuuscheu Hypothesen (Iber 
die Struktur der kleinsten Teile der Körper wird hier in einer Ansahl 'nm 
Vortrftgen Snßerst klar und geschickt entwickelt, das Licht wird auf seine 
rrsache in fortschreitonden elektromagnetischen Feldern zurtlckgeführt. 
Endlich wird die neuste Phase des Bildes, das wir uns von den greifbaren 
Atomen machen, um den in den letzten Jahrzehnten entdeckten Ötrahlungs- 
eracheinungen gerecht in werden, die ElektronemUieorie kun behandelt. Es 
ist erstatinlicb, wie weit dar Verfasser in diese, der poputtrsn Dantsllnng 
so wenig zugänglich scheinenden Gebiete vordringt, und wie er das Lutersese 
des Lesers foftdauernd xa fesseln weiß. 

Charlottenburg. H. Samtbk. 



Alfred Loewy. VersichemngBmaÜieimatik. Sammlung Göschen. Leipzig 

1903. 145 Ö. Tasrh.'Dtonmit. 

Das Büchlein bildet eine bequeme Einlührung in die Lebensversicherungs- 
Mathematik für Anfiinger. Als besondere YonsUge bebe ich aufier der 
Klinse hervor: Terwendung der internationalen Bezeichnung, Verweis auf 
moderne Literatur und Bezugnahme auf die Yerhltttnisst- in der Praxis. 

Berlin, im September 1904. G. Bohi;«iiahm. 



W. Jaolsch. Geometrische Aufgaben zur Lehre von der Proportio- 
nalitiLt der Gröfien (Streckenteilong, vierte und mittlere Proportionale, 
Ähnlichkeit der Figuren, Strecken am Kreise, stetige Teilung). Potsdam 
und Berlin 1904, A. Steins Verlagsbuchhandlung. 8^. 100 8. 

geb. 1,75. 

Die Sammlung bietet für das bezeichnete GcbiLt eine große Zulil von 
Aufgaben. Dabei i?t freilich manches m*'hrfacb angeführt; so ist Nr. Ta 
S. 66 gleich Nr. 3 Ö. 77 und gleich Nr. 7 S. 79. Femer werden bei den 
Dreiecksaufgaben, die durch Vertauschung der Seiten und der eatsprechenden 
Stücke entstehenden verschiedenen Formen derselben Au%abe besonders auf- 
geflihrt. was dnm Ref. durchaus entbehrlich erscheint. 

(ian/, zuYcrlUssig ist die Sammhinj? nicht. So sin«! die Anftrabcn 
Nr. 11 S. IG (für den rechten VVinkelj und Nr. 12 S. 24 nur bisbar, wenn 
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man das Unendliche mit hineinzieht, was sich an der b^reffetidea Stelle 

abw kaum empfehlen dürfte. Von den Aufgaben Nr. 5 und 6 8. 12 taud 

diejenigen, welche auf die Aufgabe: ein Dreieck zn konstruieren aus n + b, 
und tt hinauölauten, nicht mit den Kenntnissen zu lösen, auf deren Ver- 
wertung die Aufgaben!>amiuluQg iin übrigen aufgebaut ist 

Bei der Behandlung gewisser Grundaufgaben vor einzelnen Abschnitten 
hätte sieh Teil II, über stetige Teilung, weit eiiifüchor gestalten lassen, 
wenn dio .Anmerkung S 77 und das, im Ab^'-linitt III bf^vorzugte Vorfahmn 
überall in den Vordor^Tuiui grsiellt wordtn wilre, nämlich daß die steti^jo 
Teilung die Teilung nach einem bestuumten Verhältnis ist, und daü 
sieb solche TeflongMi von einem ÄhnÜdikeitqpnnkt leicht flbertrsgaD 
lassen. 

Druck und Ausstattung sind bis auf kleine Unebenheiten (besonders 
8. 63) i;ut, die mehr skizzenhaften Figuren sind nicht überall Torbildlieb. 
Schönebeig. £. Kullrioh. 



€• Block. Iielir- und Übungsbuch fttr |l«n ptanimetriflohen XTiitenloht 
an höheren S(dinlen. L Teil; Qnarta, Leipzig und Berlin 1906, 

B <; TfiibruT. M. 1,00. 

0. Holzmülier. Vorbereitende Einführung in die Baumlehro. Im 
Anschluß an die preußischen Lehrpläne von 1901 zur freien Auswahl 
fEkr den Anfangsunterricht bearbeitet und mit Anleitungen zum Her- 
stellen Ton Üntmichtsmodellen versehen. Mit 76 Figuren im Text. 
Leipzig und Berlin 1905, B. G. Teubner. JC, 1,60. 

Blocks Lehr- und Übungsbuch bietet für alle höheren Lehranstalten 
in 7!V( 1 kniilßisrfr Auswahl und klarfir Darstellung das fifometrische Pensum 
der t^uaiia und /war sowohl den Lehrstofl' einschließlich von Gründau fsrabpn 
und von Musteraufgaben für die Dreiecks- und Viereckskousiruktiuneu als 
auch zahlreiche Übungsaufgaben. 

Nicht bdiandelt ist der geometnsdie Vorbereitongsunterridit, wie er 
für die Gymnasien und Realgymnasien in Quarta, sonst in Quinta durch 

die Lfdir]d;lnp von V'.inl vnrfreschrirhon ist. 

Die-stitn titoÜ widmet Uoizmfillor seine „vorbtroilenue Kintübrung in 
die Raumlehre'*. Wie sich bei diesem Vorbereitungsunterricht überhaupt 
ein Lehrbuch fttr die Schüler erfibrigt, so gehört Holzmfillers Buch nur in 
die Hand des r-fhirrs. dtm ein trett'licher Berater sein kann. Man 
beherzige freilich das .schon im Tittl liirvorgebol>ene ..zur Auswald", lasse 
alles, was zu weit gehend erseheint, oder was in der Darsh lluiii,' zu abstrakt 
ist, fort und wähle sich aus der Fülle von Material das passend Erscheinende 
ans. Das auf Grund reicher Erfahrung gesebriebene Buch kann dann nidit 
nur Tielfache Anregungen bieten, sondern dürfte einen jeden aufiieden stellen. 

Beide Bücher, die von der Verlagsbuchhandlung vortrefflich ausgestattet 
siul, kiMuien für den ersten geometrischen Unterricht au£B wärmste emp* 
fol '<^u werden. 

>chüneberg. Kullricu. 
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WehutT. Die Bedeutung des Experimentes für den Untenicht in 

der Chemie. fSünunlimg naturwissenscli.-piiclagog. AbhandlungWL Bd. II. 
Heft 1.) Leipzig 1905. B. G. Teubner. 62 S. Jt. 1,40. 

Daß die Veranschaulichung der Tatsachen auch für den chemischen 
Unterricht das geeignete Mittel ist, und daß dieser Unterricht in weitest- 
gehendem MftBe der Experimente richi su bedienen habe, darflber wird wohl 

heute niemand mehr im Zweifel sein, und mancher wird die gründliche 
Stuflie des Terfassf^rs. die aus der l'sycholojrifi unJ der Geschichte der 
WisscTischaft diesen Standpunkt begründet, für eutbehrlifli prachten In 
bezug auf die Stellung des Versuciies im Unterrichte (S. 34.) müssen wir 
Wilbrand Becht geben: in der Tat wird nnr in seltenen lallen daa Ex- 
periment den Ausgajigspimkt bflden köimrn, meistens wird es zur Ent- 
scbeidunvr der Richtigkeit einer vorausgehenden Betrachtung dienen, so v.;o 
Wilbrand es in seinen Lehrbüchern handhabt. Der S. 21 erwöhnte Apparat 
ist der Hofmannsche Zersetzungsapparat, bei einem Voltameter werden die 
BestandteOe des Waasers vereinigt aufgefangen. 

Gharlottenhuzg. H. SAimw. 



Qlltseli6> 0. MaHiAmattaohe Übuiigaaiil|(aben für Fximaner von 
BealMiatalten und jüngere Studierende. IV a. 82 S. Leipaig 
und Berlin 190d, B. G. Teubner. Jt. 1,20. 
.■\uf engem Raiune bietet der Verfasspr ein sehr rpichhaltigos; und 
brauchbares Material. Zunächst bat er die Autgaben zusammengestellt, die 
er als Lehrer der Mathematik in der obersten Klasse der Breslauer Ober- 
realaehule seinen 8chfilem in der Zeit von Michaelis 1888 bis Michaelis 
1904 zur Bearbeitung in der Reifeprüfung geboten hat, imd er läßt ihnen 
kurze -\ndeutungen für die Lusuiii; fiil^^en. Den Schluß bildet eine Samm- 
lung von 345 weiteren Aufgaben aus dem i^eusum der Prima einer Keal- 
anstalt, denen solche Lösungshinweisc nicht beigegeben sind. In dem Heft* 
chen sind also insgesamt 469 Aufgaben vereinigt, ein reiches Übungsfeld 
für den Schüler, aber ebenso auch für den Studierenden, der auf der Schule 
nicht bis zu diesen Höhen herancrestieecn war. Zugleich legt der Verfasser 
mit dieser Veröffentliehunj:: gewissermaßen Kei'henschaft vor den Fach- 
geuosseu ab über die Aubdehnung und die Gestaltung seines Uuterricht^. 
Man wird ihm gern sngestehen, daB seine Schülor recht Erfreuliches leisten, 
und daß sie, bis zu diesem Wissen und Können geleitet, eine breite und 
sirbere Gr\indlagf für iliie Hoobscbulstudien mitbringen. In der Sammlung 
nehmen naturgemäß die Aufgaben aus der analytischen Geometrie der Ebene 
einen besonders breiten Kaum em Die Gebiete, aus denen sie gewühlt sind, 
entsprechen dem Inhalte des Orundrisses, den der Verfiuser 1^01 a]s Bei* 
läge des Jahresberichtes seiner Anstalt veröffentlicht hat, Es finden sich 
femer eine niclit geringe Zahl schwierigerer Konstruktionsaufgaben, zum Teil 
fußend auf den Sätzen, die die synthetisclio Behandlungsweise der Kegel- 
schnitte liefert; dann stereometrische Aufgaben und eine Reihe von Maximal- 
anfgahen, von Beihenentwieklungen und von Aufgaben zur Ausrechnung 
unbestimmter Formen von Funktionen, die darauf deuten, daB der Ver- 
ftsser seine Schüler — wie er selbst in der Vorrede gesteht — mit den 
Orondlebren der Infinitesimalrechnimg bekannt macht, und die den UmÜRUg 
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kennzeichnen» m dem er das tat. Aufgaben aus der KomUnatorik, einige 

Glpichtingen höheren Grades und vor allem Anwendungen der sphftrischen 
Trigonometrie auf die Erd- und Himmelskunde schließen sich an — Die 
vorgelegten Aufgaben bieten interessante, ujeiät nicht zu gchwierigo Lösungen ; 
Bjstematisclie Vollst&adigkeit ist bei der Art, wie das Büchlein entstanden 
ist, natttrlieh niekt zu erwarten, wird vom Verfasser auch nicht angestrebt. 
Aber das zusammengebrachte Material Mrird der Lehrer auf der Oberstufe 
von Realanstaltcn in grüßert i- oder geringerer Au^dehnnng mit Xutzpn ver- 
werten. „In geringerer Ausdeimung". denn nicht jedem wird es müglicb 
sein, seine Schüler so weit zu fuhren. An einigen Stellen, z. 6. bei der 
Verwendung neuerer Lehren der Dreiecksgeometrie (Beispiel 150—152), ist 
des Guten Tielleicht za viel getan. So interesMnt diese Untersuehungen 
sind, so möchte der Berichterstatter sich doch dagegen aussprechen, sie zu 
einem integrierenden Bestandteil der Schulunterweisung zu machen Die 
Schule soll Grundlagen lehren; dazu sind sie nicht m rechnen. Damit soll 
nicht geiiagt sein, daß sie als Übuugastotl, aL> Erweiterung üire Stelle im 
Unterridit finden. Nur soll man nicht verlangen, daß jeder andere Lehror 
es dann ebenso maohe. In neeessarils unitas, in dubüs libertast Non onmia 
possumus omnes. 

Nordbaosen a. Harz. . Max Nath. 

Junkor. Physikali solle Aufgaben aus dem Gebiet des Magnetismus 
nnd der Elektrizität. In Kommission bei B. G. Teubner 190Ö, Leipzig. 

48 B. und eine Figurentafel. J(. 0,80. 

Man sieht es dieser Sammlung sofort an, daß sie aus der Praxis des 
UntstiM^its hervorgegangen ist, und daB rei^e Erfahrung darin Teraibeitet 
ist. Jeder der 14 Paragraphen wird mit dnigen durehgeieehneten IBeispielea 

eingeleitet, bei denen die Lehr^^üt/e und Formeln hingeschrieben sind. Da 
die Beispiele in großer Zahl (3Ü0) und nach den Anforderungen, die sie 
an die Selbsttätigkeit der Schüler machen, sehr verschiedenartig vorhimden 
sind, so wird jeder Lehrer, besonders auch der Realanstalteu, hinreichendes 
Material finden. Eine Anzahl Figuren dienen zur Yeranschaulidhung, wenn 
das Bfidilein in die Hand des Sdifilers kommt 

Charlottflobovg. H. Baxter. 



1f«bler« Shyaikaliflohe AuijBabenBaniiiilaiis. (Sammlung Göschen). 
Leipzig 1905, 6. J. Gasohen. 118 S. geb. J£. 0,80. 

Diese Zusammenstellungi bei der die besten Aufgaben aus Lehrbüchern 
und Pros^rHrnmen ausgewählt, aber eine große Aiizald ^iiter hinzugefügt 
wurden, wird sich in den Händen der Lehrer und Schiller als außerordeutlicli 
nützlich erweisen. Die einfachsten Zahieubeispiele, die sich der Lehrer im 
Unterricht selbst bildet, sind ausgelassen, ebenso alle solche, die ohne tiefere 
matiiematisdie Grundlage sich nicht behandeln lassen. Die Besnltate sind 
beigegeben und enthalten in einigen schwierigeren Fällen auch Andeotoilgen 
zur Lösung. Auch für die Beantwortung durch Konstruktion und durah 
graphische Behanuiung tindet sich Material. 

Charlottenburg. __ H. Samteh. 
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Kaadic, Oeorg FreLherr von Vega. 2. verb. u. illusir. Autlage. Wien 
1905 im Selbstverlage des V«r£M8en Hauptmann Fridolin Kaucic. 58 S. 
1* 

Drases nun 150. Gelyortstage de« VeffiMen des bedUunteB TfaMannu 

logarif limoruiii (auf S. 17 ist der Druckfehler „logtritbums** steben geblieben) 
vfrfaBte Wcrkclien. d*- <m Ertrag f^^r ein demselben in seinem Heimatlands 
Krain zu errichtendes Deukmal bestimmt ist, gibt ein anschauliches Bild 
des bewegten Lebens dieses Bitten vom Schwerte und yom Geiste, der in 
den wildesten Sjiegsstiltniien die wisseosohafUielie Tätigkeit niefai ruhen 
liefi. Darüber freilich, was uns am meisten interessiert hatte, wie das Haupt- 
wort zustande gekommen ist, wieviel Logarithmen direkt berechnet werrlf-n 
nniüten, ehe zur Interpolation geschritten werden konnte, und über andere 
dem iiecheutechniker aufstoßende Fragen gibt das Werkchen leider keinen 
AnfscUufi. 

Ohailottenbmg. H. Samtul 



WislicrailS. Bar Kalender. (»Aus Natur und Geiateswelt** 69. Bftndchen). 
Leiprig 1905, B. G. Teubner. II und 118 S. geb. Jt. 1,26. 

Unter Vorausschickuug einer klaren Darstellung der Rewegtingen der 
Erde und des Mondes als der Grundlagen aller Zeitmaße, werden die 
Kalender der Christen, der Juden, der Muhamedaner und der ersten franzö- 
fliffßhea Bepnblik ihrer gcschiohfliehen Entwioiklung naeh belundelt Ohne 
ZuhiUenahme lingerer maüiematischer Entwiddimgen werden die Berechnungen 
für das Oster- und Passahfest durchgeführt. Werden dabei auch nicht 
diM bisher aufgestellten Gaußischen Regeln vollständig bewiesen, so wird 
doch wenigstens für das Osterfest eine vom Jahre 1900 bis 2099 gültige 
Spezialisierung derselben abgeleitet Überall sind Beispiele dnrdigefllhrti 
um die Anwuidong der Yonchiiften klar wn machen. So kommt der Yer- 
üasser dem Interesse, das viele Gebildete fUr die Ealendrographie besitsoa, 
geschickt entgegen und weiß den an sich trockenen Stoff gut zu popularisieren. 
Eine Tabelle für die julianischen und gregorianischen Osterdaten ist bei- 
gegeben. 

Gharlottenburg. H. S^MTBa. 

Oskar Bolia» Iiaofeaifla on the Oalcnlue of Variatioiui. The deoennial 
PublicationB of the UniYenitf of Chicago. ser. Yol. XIV. Chicago 

1904. 

Jedem Fr<'nTKle der Variation.srechnung werden die Vorlesungen von 
O. Bolza wiilkouunen sein. Der Verfasser beschränkt sich zwar auf die 

Behandlung derVanatifm einfacher Integrale der Form / F{x^yjy')<ix (oder 



in Parameterdarstellnn g / F{x,]ßi »\]f')dt) und auf isoperimetrische Probleme 

derselben Art; diese Fragen sind ubur auch die einzigen, für welche die 
üntersnchnngen als einigermafiea abgeschlossen gelten können. Das Werk 



Digitized by Google 



184 



RosoDflionra. 



ist, wie in der Vorrede betont wird, mthr eine Zusammenstellung fSmt- 
licher vorhandenen ResultAte als ein Lehrbuch. Trotzdem kann ts auch 
sehr gute Dienste den^jenigen leisten, der den Gegenstand erst kennen lernen 
will; denn es ist Uar und flbersiobilich geschrieboi, und die Beweise werden 
mit der peiiüiohsten Sorgfalt und Schftife gefllhrt 

Die seit dem Erscheinen des Lehrbuches von A. Kneser auf dem Gch 
biote der Yariatiousrecbming erhaltenen Resultate finden im Bolza schon 
Buche ihren Platz; die Ideen von D. Hilbert, die in eigenen Publikationen, 
Vorlesungen und in verschiedenen Dissertationen seiner Schüler ihren Aus- 
druck fluiden, sind tau^ gebfibrend beHldEsiohtigt worden; die modernen 
Methoden, die bei Kneser nur in Parameterdarstellung vorkommen, werden 
hier auch für nicht homogene Koordinaten ausführlich behandelt.*) 

Dabei wird ans dem Versehwinden der ersten Vaiiation die Not- 
wendigkeit der Gleichung des Problems nicht nur aut die übliche Weis© 
bewiesen, sondern andi naeh P. dn Bois Beymond, wobei dieTonusseUang 
▼on zweiten Ableitongen bei der gesnditen Fonktion TermiedMi wird. Die 
Untersuchungen von Legendre and Jacobi Aber die zweite Variation 
sind sehr übersichtli<h 'usammengestellt; dagegen ist die Welerstraßsrhe 
Form der Transformation der zweiten Variation wohl etwas zu kurz be- 
handelt worden. 

Im Satze pag. 63, wo der zum Punkte A einer Extremalen (Eq kon- 
jugierte Pnnkt A\ als derjenige Punkt definiert wird, wo die Bxtremale ®q 

zum ersten Male die Enveloppc des Extremalenbüschels durch A trifft 
(mee/5), ist eine kleine üngenauigkeit untergeschlüpft. Zermelo hat näm- 
lich gezeigt'), daß die Euveloppe des bezüglichftn Extremalenbüschels in 
sehr allgemeinen FäUen die Extremale (£q vor dem konjugierten Punkte A.* 
sehneiden mvA. 

Im in. Kapitel wird auf sehr einleuchtende Weise gezeigt, daß man 
durch die Betrachtung höherer Variationen nie ein System von hinreichen- 
den Bedingungen erhalten kann. Hierauf folgt die übliche Weiers tra fi- 
sche Theorie mit der E-Funktion; die Hilbertsche Darstellung mit Hilfe 
seines vom Integrationswege unabbBngigen Integrals wird cAwnfidls eingehend 
besprochen. 

BolzH hat femer die sehr hübsche Bemerkung gemacht, dafi die Er- 
füllung der Jacohischen und Weier'^tra ßschen Bedingung längs eines 
Extremalenstückes iiidit hinreicht, weuu x die unabhängige Veränderliche 
ist, van die Existenz eines starken Mioimuius zu beweisen. Das von ihm 
gewiblte Beispiel (pag. 99) könnte aber die irrig« Meinung veranlassen, daß 
die Form des Vaziationsgebietes, das er banutst, hierfBr von Belang ist>) 

1) In einer .Note (pag. lloi sagt Bolza, daß die Behandlung der I'robleme 
in Piiratneterdarfltellnng gänzlich Weierstraß zu verdanken ist. Ich müibtt» hier 
bemerken, daß t*cbon im Jahre 1H32 W. R TTamilton dan rrtumliche V'ariations- 

problem in der Form J Fix, y, z, x', y\ z')ds betrachtete und dabei die Tatsache 
benntite, daft, wenn x'F^.-^ y' F^.-\- z'F^.^F iit, die drei Gleichungen des 
Probleme eich anf zwei reduzieren. (On STstems cf Ray«, ttnrd Supplement 

Trens. Iriah Acad. Vol. XVn.) 

2) Bolza sagt dafür: Enlersche Differentialgleichung. 

8) Jahresber. d. Mathem. Vereinigtmg. Bd. 11, pag. 184 (1U02), 
4) Die betreffende Extremale hört nümlich im Punkte x — 0 auf stark zu 
sein und liefert für negative » ein ecbwaebei MiniiDnui, 
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Dafi dies nicbt der Fall ist, kann man am Beispiele f Csf'* — y*j/'*)dx 

einsehPD, weua man die Extremale y = 0 zu gründe legt. 

Die Problem«, fttr welche die Weierstraßsche Funktion t\(x,i/-^ 
eo8 sin jf) ftr jeden Wert von y positiv ist und die Bolxa (nach Hilbert) 
regulär nennt, werden abschließend behandelt. Leider wird der Existenz- 
beweis des Minimums im Kleinen, der von Cr. A. Bliss für diese Probleme 
gegeben worden ist, nicht austübrlich gebracht (pag. 14G). Für den 
Osgoodschm Sats dagegen, der bei Stabilititsfiragen in der Mechanik und 
auch überhaiq»t so wichtig ist, wird ein sehr einfacher Beweis gegeben, 
(pag. 190). Es werden auch die Fragen, wo die Endpunkte der Extremalen 
noch variieren kennen, im Anschluß an Ulis« ein^n-hin*! behandelt. 

Ein letztes Kapitel ist dem Uilbertschen Häutungspuuktverfahren ge- 
widmet. Vit Hilfe dieser Methode werden zum ersten Male auf strenge 
Weise sämtliche, im obigen Sinne regvdftren, definiien Yariationsprobleme 
untersucht, und die Hilbertschen Resultate ftlr geodätische Linien auf 
diese Pr< >>i"?Tie übertra<jr'ti. Def Bowt'is hStto sieb vielleicht durch die Be- 
natzung ties Osgood scheu Satzes eleganter geslaliet. 

Im Kapitel über das isoperimetrische Problem wird auf die Schwierig- 
keiten, die bei der W ei erstraB sehen Konstmktion anfbreten, in ausfuhr' 
lieber Weise aufmerksam gemacht. 

Der Verfasser setzt, im Gegensatz zu Weierstraß unl Kncser, 
nirgends voraus, daü die Funktion unter dorn Inteirrahfichen analyüsich sei, 
sondern begnügt sich mit der Stetigkeit ihrer drei ersten Ableitungen Die 
SO erlangte Terallgemeinerung ist nur scheinbar; in den Beweisen werden 
bei analytischen Funktionen ja auch nur die ersten Ableitungen benutzt, 
und die VorausaetKung der ftlteren Autoren ist vielfiich wesentlich be< 
quemer. 

Ich möchte endlich die Ausführlichkeit der Zitate rühmen, sowie die 
Sorgfalt, mit welcher diese geprüft worden sind, wodurch sich das Bolza-> 
sehe Buch au einer kleinen Snsyklopidie fther den G^enstand gestaltet 

C. CARATH^DORr. 



Am Fnliniimiiii« BanwlMenMliaftliolie Anwondunc dor Itttegnl« 

reohnung. Lehrhnch, Aufgabensammlung und Literaturnachweis. Mit 
Holzschnitten. Berlin, 190H: Wilhelm Emst & Sohn (vorm. Ernst 

A KornV XITI u. 2J«2 S. gr. 8». 

Der vorliegende Band hat den Gegentitel: m-^^^o^^^^^ii Lifini- 
teaimiibrechming in den Naturwissenschaften, im Hochbau und in der 
Technik. Lehrbuch und Aufgabensammlung. In sechs Teilen, von denen 
jeder Teil ein selbsttndiges Ganzes bildet. Teil IV: j,Bau wissenschaftliche 
Anwendungen der Integralrechnung." Der Teil III rli'^sf's Werkes wurde 
im Archiv (2) 17, 28, 189d angezeigt. Der Inhalt des vorliegenden 
Buches ist auf vier Kapitel Terteilt: I. Einfhche Integrationen, II. Mehr> 
üaobe Integrationen, IIL DiffBrentialgleichungen erster Ordnung, IV. Diffe- 
rentialgleichungeu zweiter Ordnung. Ein aphabetisches Sachenverzeichnis 
Titnl f\n Literaturverzeichnis machen den Beschluß. Außerlf^m sind in den 
emzelueu Faragraphen zahlreiche V erweisungen auf solche Sctuntten gegeben, 
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wo die It'treffenden Aufaben oder die Hilfsmittel zu ihrer Lösuug zu finden 
sind, fn »lits*»!! Zitaten, die nicht bloß die Werke der reinen ^Tathematik 
berücLsiciitigeu, sondern vorzugsweise die technische Literatur iu weitem 
Umfange herbeiuehen, liegt ein besonderer Werk der gegenwärtigen Vw^- 
Qffentlidiung. Und obsebon viele der gestellten Fragen nur eine besondere 
Einkleidung bekannter Integrationen betreffen, so ist dem Anfänger« der gern 
konkrete Beispiele anstatt abstrakter ann!yti<;cher Übimfri^n behandelt, damit 
gc'dipnt, daß (.-r eifilhrt, wie mau gewissf praktisch vorkouimeuüe Fälle auf 
die iu der iutegralrechuung gelehrten Methoden zurückführt und erledigt. 
Am reichhaltigsten ist natmrgemftB das erste Kapitel Aber einfache Inte- 
grationen bedacht worden, das beinahe di«' Hftlfte des Bandes einnimmt. 
Die beiden Kajntel Aber die DifTtTontialgleichungen dag^p^n beanspnicben 
zusammen noch nicht oin Viertel des Buches und räumen etwa die Hälfte 
ihres Platzes den „Anregungen und Anmerkungen^^ ein. £s möge übrigens 
gestattet sein, darauf Unzuweiasii, dafi in der nichtdeutschMi, bescNiders in 
der englisolum Literatur viele Bebiiften rorhand«! sind, aus denen BeitrSgo 
zu den behandelten Fragen hätten entnommen werden können. Der Verf. 
scheint diese Berücksichtigung der ausländischen Schriften als nicht zweck- 
uiäBi.' fruchtet zu haben. Im ttbrigfn sei die Remitxiing des lUichs nicht 
bloü den Matliematikeru, soudern nach dem Wuusche des eifrig sammelnden 
Autors aiMh den Teehnikem empfohlen, die anscheinend dieser seiner 
,Jiebensanfgabe** nicht die nötige Beachtung geschoikt haben 

Berlin. E. Lampx. 



0« Fori und 0. Schldmilcli. Lehibuoh d«r aau]7tinoh«n Geometrie. 

L Teil. Analytische Geometrie der Ebene von 0. Fort. 7. Auflage, 
von It. Heger in Dresden. Mit Holzschnitten im Text. [XVU u. 

2r)8 8-1 Leipzig 1004, B. G, Tcnbner. peh. 4. 

8eiidem zum letzten Male in dieser Zeitschrift ( II. Reihe. Hd. XIV, 1896. 
Litt Ber. LV, S. 29) über das vorliegende Üuch berichtet worden ist, sind 
nur wenige Indeningen an ihm Torgenonunen worden. Sie haben den 
Charakter des Buches nicht wesentlich beeinflufity sondern sich auf didaktische 

Verbesserungen und eine /.weckmäßigere Anordnung einzelner Abschnitte 
beschränkt. Das früher vorhandene kurze Inhaltsverzeichnis ist durch eine 
9 Seiten starke Zn<finiinent'a.ssuiirr ^teils in kurzen Sätzen, teils in Stieb- 
worten) ersetzt wordeu, wodurch die praktische Verwendbarkeit — das Bueli 
ist hauptsftdilich Ar die Studierenden der Technischen Hochschulen bestimmt 
— recht gefordert worden ist. 

Westend b. Berlin. P. Zühlxb. 

A« Hothheiiii. Aofltabeii ans der aiialytiadiei& (Geometrie der Ebene. 

Heft 1. Die gerade Linie, der Punkt, der Kreis. 3. Auflage von 
F. Hoch heim. A. Aufgaben. [VI u. 98 S.J Leipzig 1904, B. Q. Tenbner. 

JC. '-MO 

,,T>ir vorliegende Neubearbeitung weist gegenüber der /weiten Auflage 
eine Vermehrung um 108 Aufgaben (darunter nur 5 mit speziellen Koeffi- 
äenten, Anm. d. Bef.) sowie die Beifügung neuer Zahlenbeispiele an ver^ 
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aehiedenea Stellen auf. Besonden die AbBchnitte von den homogenen 

Punkt- und Linienkoordinaten sind erweitert und in den Lösungen teilweise 
iiTnp^^nrlH'itet worden, um c'me streii<?e Scheidung zwischen absoluten und 
relativen trimetrifichen Koordinaten durchzufüiiren; ein neuer Abschnitt be- 
handelt den Pmikl ahi Envelc^pe. Den Alia<^initten fiber limenkoordinatBii 
wie fiber homogene Koordinaten sind einleitende Anmerkungen TOraiugeaehickt» 
da das Verständnis dieser Koordinat«>n dem Anfänger oft Schwierigkeiten 
hiet<»t, und violo der gebräuchlichen Lt hrhüchr r dpr analytischen Geometrie 
die betretiendeu Kapitel gar nicht oder nur nebensächlich berücksichtigen." 
Dem treulichen Buche, welches Ref. xn eigener Belehrung und im Cnter- 
rioht lange Zeit benatit nnd dabei cchfttzMi gelernt hat, ist su wflnschen, 
daB es aaoh in der vorliegenden Bearbeitung neue IVeonde finden mdge. 

Westend b. Berün. P. ZOhlkb 

F. Bfitzberger. L^urbuidi der «beneii Trigonometrie mit vielen 

Aufgaben \Tnd Anwendungen für Gymnasien nnd technische 
Mittelschulen. Dritte Aufla^'o. Zünch 1901, Art Institut Grell Füsi^ii 
X u. 68 S. 8^. geb. M. 2,(i0. 

Btttzbcrger gibt im Vorwort eiueu L boiblick über die Geschieht« der 
Trigonometrie und behandelt dann in den drei Absefanitten: „das recht* 
wiaUige Dreieck", „das schiefwinklige Dreieck" und „Goniometrie" das 
Wp<' ntlii h«' d. s Lehrgebietes in klnn-r Weise. Den Aufgniien nnd zwar 
niclit nur den durch R«chnung zu lüs- uikn wird von Anfang an besonderer 
Wert beigemessen. Ks überwiegen die den verschiedensten Gebieten ent- 
nommenen angewandten Aufgaben. Das gut ausgestattete ftufierst praktische 
Bfiehleitt kann warm empfiÄlen werden. 

Berlin. E. Kiilliiioh. 



IL Sehaster« 8teffe«mietriMlie Auflgabeii. Ein Lebr^ und Übungsbuch 

zum Gebrauch beim Unterricht in den oberen Klassen hohert r Schulen. 
Mit besonderer Berü( lcsiohtif:fnng der Mf^thoden der dnr t, ü -udrü Geo- 
metrie. Leipzig und Berlin 19U1, B. G. Teubner. Vlll u. Öü S. 8". 
geb. JC. 1,40. 

\oa passend ausgewShlten Aufgaben aus wird der Lehrstoff entwickelt. 
Die allsuleicht ermfldende abstrakte Aneinandetveihung der Sttse Aber die 
fieiiehttngun von Punkten, Geraden und Ebenen wird so vermieden. Aus- 
^pfranppn wird uiilit vom Würfel, sondern von der Pyrnnude, derart daB 
die begriffe der Ortbogonalität und Parallelität von Kanten und Ebenen 
zunächst noch nicht erforderlich sind. Trots des auf die darstellende Geo- 
metri« bsKugnehmenden Zusatzes sum Titel des Buches fehlen Aufgaben nnd 
Entwicklungen über das perspektivische Zeichnen. Schuster erachtet hierfür 
„eine kurz*' mfln lliche Anweisung" fflr niisreichend. Es dürfte aber empfehlen^- 
■werter sein, die tirundlagen entweder in die Abseimitte 1 (Pyramide^ und 
II (Prisma) als wichtige und besonders interessante Anwendungen aufzunehmen 
<ider sie als besonderen Abschnitt den beiden ersten unmittelbar folgen su 
lassen. Bei den Übungen ist erfreulicherweise auf das konstruierende Dar- 
stellen besonderer Nachdruck gelegt. 
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Zu deD Figuren bemerkt Schuster auf 8. IV, de seien „nicbt in Parallel', 

sitii(lt»rn in Zentral Perspektive ausgeführt*. Das ist bezüglicli eines erheblichen 
Brucht»*ilcs, %vn doili Pariillelprojektion anpewenflet ist. ein In-tuin. In Fi^r 
14 sind die Fyrainideu parallelperspektirisch, die durch Hecbtecke begrenzten 
Stücke der Paralleiebcnen zentralperspekÜTisch gezeichnet, eine ähnliche 
Verbindung zeigt Fig. 10. Dies und die wiedwbolten großen Ungenauig- 
keiten bei dem Fluchtpunkt paralleler Gmiden beeintrtUshtigen den Wert 
der Figurentafel. 

Recht praktisch ist das beigefügte Sachveneiolmis. 

Berlin. E. Kuluucb. 



L. Orlando. Note di Hatematiica. Serie 2. Collezione di opore di 
mat inatica, tisica e scienzp naturali, No. 1. Messina 1902, Ant. 

Trmiarchi. 72 S, 8*^. ireb. Lire 2. 

In interessanter Darstellung werden SUtze und Aufgaben über ver- 
sdiiedeue Kurren in Weckielbeziehung bebandelt. Besondere Abschnitte 
sind der Benutsnng der Vektoren und dw loTersion gewidmet. 

Berlin. E. Küllucb. 



H. de Tries. Di« Iiidm tob dtac Zantralprojektion Im -vieardlmen- 
aionalen Baume. Leipiig 1906, Gfiscbensche Verlagshandlung. 78 8. 
8^. geh. JC. 3. 

De Vries bezeichnet es sls Zweck seiner Arbeit nachzuweisen, daB das 
Studium der Zentral projektionen im vierdimonsionalen Ranmp ( 7i*, i sieh 
vorzüglicli dazu eigne, zur Kenntnis der Originale zu gelangen, eben^o wie 
sich aucb iiu die Zentralprojektion gerade deshalb als Darstellung^- und 
Untersucbungsmethode bewährt habe. Der Verzieht auf die Behandlung des 
allgemeinen n-dimensionalen Raumes gesebieht, weil für It^ noch graphische 
Lösungen geboten werden können. Als Grundlage für die n-dimensionale 
Geometrie dient Schoutes Mehrdimensinnftlp Geometrie (Band XXXV der 
Sammlung Schubert/ In klarer Darstellung werden für die Grundlagen 
der gewShnliehm Zentralprojektion interessante Erweiterungen geboten. Das 
oben angeführte, der Arbeit gesteckte Ziel wird erreicht, da die angestellten 
Untersuchungen sich vorzüglich sur Vertiefung des Verständnisses der mehr* 
diniensioualon Geometrie eignen. 

Berlin. E, Kullrioh. 

€• MartllR. Mathematisohe Aufgaben zum Gebrauche in den oberaten 

Klassen höherer Lehranstalten. Aus den bei Reifepriifunpen an 
deutschen höheren bcbulen gestellten Aufgaben ansrfpwählt und mit 
Hinzufügung der Ergebnisse (IV. Teil) zu einem Übungs>bucbe vereint. 
Dritter Teil: Aufgaben. Zweite Doppelauflage. Dresden und Leipzig 
1904, C. A. Kochs Verlagsbuchhandlung. VIII u. 180 8. 8« geh. 
JC. 4,20. 

T)t(- LnoBe Tirau. hhai keit d- r im 4. Band des Archivs (1903 S. 166) 
besprochenen Aufgabensammlung hat es bewirkt, daß trotz des nicht hilligen 
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Preises nach kurzer Zeit die zweite Auflege erscheinen konnte. Mnrtns hat 
50 sidi in den Rahmen passend eingliedernde Aufgaben neu hiomgefOgt 
Berlin. £. Kullbicu. 



W. Seyffartb* Dr. E. Bardeye methodisch geordnete Sammlung von 

Aufgaben aus der Elementar-Arithmetik. Neue Ausgabe vorzugs- 
weise lum Gebrauche in den mittleren und oberen Klassen der Lebrer- 
senunare, Leipzig und Berlin 1904, B. 6. Teubner. 8*. Vm u, 
300 8. geb. A 2,80. 
Sejffarth hat die Bardeysche Anfgahensammlnng mit großer Sorgfalt 
nnd auf Grund reicher Erfalu-ung für den Gebrauch in Lehrerseminaren 
timgearbeitf*t, so daß das althewnhrte Bxich für Jph besonderen Zweck nun 
mit um so größerem Nutzen gebraucht werden kann. 

Berlin. E. Kullrioh. 



U. Müller und M. Kutuewsky. Sammlung vou Aufgaben aua der 
Arithmetik, Trigouometrio und Stereometrie. Ii. Teil: Ausgabe A. 
Fftr Gymnasien. Zweite verbesserte und stark gekfinte Auflage. 
Leip/ig und Berlin 1905, B. G. Teubner. 8^ VHI n. 273 B. geb. 
JC. 2,20. 

Der 19u2 erschienenen ersten Auflage (hosprochen im 4. Bd. des 
Archivs 1903 S. 15H It) Imbrn die Verfasser schon vor dem vollständigen 
Verbrauch der ersten Auflage eine zweite gekürzte Auflage folgen lassen. 
Sie haben ihren Wunsch, das Büch handli<^er zu gestalten und tou gewissem 
Mingeln frei zu maohen, erreicht Der Preis ist erheblich ermsBigt. 

Berlin. E. Kullriob. 



llllefli. Lehrbuch der Stereometrie nebet einer Sanmilung von 

Übungsaufgaben. Zum Gebrauch an Sekundärschulen (Realschulen) 
und Gymnasialanstalten. Dritte Auflage. Bern 1904, A. Francke. 
VIll n. lOH S. ö'\ geb. A 1,60. 

H. Fenkncr. Lehrbuch der Geometrie für den mathematischen 
Unteniciit an höbexen Lelirukstalten. Zweiter Teil: Baumgeo metrie. 

Nebst einer Aufgabensammlung. Dritte umgearbeitete und vermehi'te 
Auflage. Berlin 1904, Otto Salle. IV u. 131 S. 8». Geh. JC 1,60. 
Daß die stereometrisclieii L^-hrbfieher von Rüefli ninl Ft-nknor sich 
nach Tnlialt und Darstellung bewährt haben, zeigt ihr Erbcheinen in dritter 
Auflage, wobei beide wohl Erweiterungen, aber keine wesentlichen Ande- 
rnogen aufweisen. 

Rfiefli verteidigt im Vorwort der neuen Auflage nach besonders die 
Beibehaltimg d^r bisbri itren Darstolhmgsweise, wonacli d< r I.plirsatz voran- 
gestellt ist Ks entspreche dies freilich nicht dem Unterrichtsgau^'- in der 
Schule, wohl aber dem Verlahreu des Schtilers bei der hüu^slicheu Wieder- 
holung. Hierfttr also, und nicht zur metiiodischen Anleitung für den Lehrer 
sei sein Buch bestimmt. Fenkners Darstellung ist ähnlich, doch stützt 
er die Erfassung des Methodischen durch Hervorheben der „Beweismittel". 
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Von denn parspektiviscLon Zoiclinen handelt Rüefli g.ir nicht, Fenkner 
in einem „Anhanp^" filjcrschriebeue« Abschnitt. Difse Bezoichnung als An- 
hang enseheint recht bedenklich. Der Unterrichtsgaug darf dieses wichtige 
Gebiet keinesfalls als „Anhang" bringen. Vielmehr ist der Abschnitt so 
firOb wie irgend möglich dnrofasitarbettmi, da erst nach seiner Bebandlimg 
die Schiller die doch Tielfoch benutiten Figuren rlnmlidier Oebilde mit 
YerstSndcis betrachten werden. Das perspektivische Zeichnen muB im An» 
schlnfi an die Sätze von den 0('raden ^^r^d TAx^rwri behandelt wenlen, wobei 
gorad«» dicRo Anwendung auf das Schncidtn von ( ii-mden und Ebenen ein 
tretf liebes Mittel zus Belebimg dieüei» (jebiutes bietet. 

Als Übungsaufgaben bringt Rüefli nur Berechnongen. Hier wSre eine 
Erweiterung durch Aufnahme von einfachen Beweisübungen empfehlenswert; 
bei § 99 und auch bei § 144 und 148 könnte so die Erweiterung der für 
gerades n ausgesprochenen Sätze auf ungerades n vorgebracht werden, 
jbenkner bietet auch Zeichenaufgaben ; doch ist daj> .\iaterial zu dürftig. 
Es würde im Gegensatz zu den anderen Aufgabengruppen kaum für eine 
Schfllergeneraiion anereichen. 

Die Figuren sind bei Rüefli sur^^'fiiltiger gezeidinet, doch ist bei beiden 
Büi'liern dr-r wiederholte Wrclisel des für die sehiefV Panillplprojektion ge- 
wültiifii Will kl Is störend. Falsch ist es, wenn der Winkel in der&cllK'n 
Figur wechselt, ja schiefe Paralleiprojektion mit einem Aufriß in einer Figur 
vereinigt wird (Rflefli Fig. 90 u. 89, Fenkner S. 66 n. 48). Wenn Bfiefli 
die Fignren weiB anf scfawarsem Grunde bringt, so ist das weniger empfehlens- 
wert Dem Leser werden so Kontroll- oder Hilfslinien sdir erschwert. 

Berlin. E. Kullrich. 



0. Bflichel. Vorstofb der hShexen Analyeie und der analytieohen 
Geometrie. Mit 30 Figuren im Text Leipzig 1904, B. 6. Teubner. 

X u. III Ö. 8". geb. Jt. 2,40. 

Reichels Vorstufen «jind in prsler lünic dazu bestimmt, den Studierenden 
der Königlichen Landwirtschaftlichen Hochschule eine gründlichere Vertiefung 
in die üBr das VerstBndnifl der niathemaiia«dim Vorlesungen erfiHfd«'lich«i 
Elemente xu erleichtem. Sie können hierf&r, außerdem aber auch als an- 
regende Lektüre für weitere Kreise warm empfohlen werden. IKe arith« 
mctisclien Teile sind in ihrer eharakt<'n<tisehpn Oestaltiing herausgewachsen 
aus der Programmabhandlnng vom .lalire ISB'J und den „Grundlagen der 
Arithmetik" des Verfassers. Stark betont wird die Auffassung aller Er- 
weiterungen der natürlichen Zahlenreihe als „formaler Gebilde**, femer wixd 
besondere Sorgfalt beim Irrationalen und bei den im Anhang in Nr. 14 be- 
rührten Diflerentialen auf den Limesbegriff verwendet In den geometrischen 
Ab'-rhniften werden die uneniHic-h fernen Punkte als- ,,formale Punkte'* ein- 
getührt, V ektoren und Drehungswinkei behandelt und hieran einiges angeknüpft 
über Koordinaten und Winkelfunktionen. Der Grenzbegriff und die Reihen 
dienen endlich der Erklärung des ^analytischen WinkelmaBes** und der Be- 
rechnung von n. 

Berlin. E. Kvllbioh. 
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A. HoffmnnTi. Mathematische Geo^aphi©. Ein Leitfaden zunächst 
für die oberen Klassen höberer Lehraustaiten. Fünfte, verh^si^crto Auf- 
lage bearbeitet von J. PlaBmann. Mit 50 in den Text gedruckten 
Figuren und einer grofiMi Stenikarfee. Pederbora 1903, Ferdinand 
Sohöningh. Vm u. 173 8. A. 2.00. 

fi. Weighardt. Mathematische Qeographie. Leitfaden f&r den üuter^ 

rieht in der Obertertia der Mitt<>lschxilen Zweite verbesserte und veiy 
ni. hrte Autlage. Bühl (Baden) 1902, Konkordia. 46 S. A. 0.60. 

K. (tri L*» 1er. Ansohaulichc Grundlagen der mathematischen Erd- 
kundo aum Selbstverstehen und sur Unterstütsung des Unter» 
riohftM. Hit 58 Figuren im Text Leipzig 1904, B. G. Tenbner. 
VI u. 199 S. JL 8.00. 

Die neue wiedor TOn Plafimann besorgte Auflage des Hoffmannechen 

Lebrbuches, das nun schon Aber 30 Jahre fruchtbringend gewirkt hat, /.t-igt 
in den Kinzelheiten Verbesserungen da, wo die neueren wissenschaftlichon 
Ergebnisse dies torderten. Sonst sind die Veränderungen nur geriui;. Auch 
in der neuen Auflage kann das altbewährte Lehrbuch aufs wftmiste emp- 
Ibhlen werden. Fflr eine weitere Neuauflage rKt Ref., die Angaben in den 
nngebräuchlichen Myriometem durch soli lie in Kilometern »1 enatcen und 
den fünften Jupiterniomi unter dtt'i (iroÜLrt'druckte aufztinehmen und /war 
schein auf 8. 132. Ferner ist es empfehlenswtrt, künftig bei der stereo- 
graphischeu Projektiuu Ö. 33,5 zu erwähnen, daü der behandelte Kreis ein 
Spöialfall ist (&eianittelpunkt auf dem Meridian des Projektioaszentmms), 
und endlich mufi die Begründung von Ebbe und Flut 6. 1 10, 9 klarer 
gestaltet werden. 

Weighardt« kleiner Leitfaden, von dem nach 6 .lahren die zweite 
Auflage erscheinen konnte, ist nach Inhalt und Form für den Unterricht 
der Hittelstufe recht brauchbar. Bei den Figuren sind Texschiedene Ellipsen 
ungenau konstruiert, anfierdem hfttte bei der schematisehen Figur 11 f&r 
dem Theodoliten wohl auch noch der Horizontalkreis geseidmet werden können. 

Zu diesen beiden aus dem Sehnlnriterrii-Iit hervorgegangenen und für 
ihn bestimmten Büchern stehen K. Geiüiers iirundiageu in einem nicht 
unwesentlichen Gegensatz. Ihre "Verwendung als Schulbuch würden äußere 
Likorrektheiten sttem und in geringerem Hafie die StoSabgrenzung. Ein 
8chalbnch der mathematischen Erdkunde kann Einschiebungen entbehren 
wie 8. 11/12 die Parallelenkonstniktion oder lt?(> die Angaben über 
dritte Wurzeln, und es ist aucli an sich mißlich, solche und ähnliche Dinge 
kda Grundlagen, wenn auch kurz, mil/ubehuudeln, andererseits aber z. B. 
auf X nnd die reduzierte Pendellftnge bei der Pendelformel 8. 74 nicht ein- 
zageben. MSngd im Ausdruck finden sich mehrfach, so S. 8 „an eine 
KrfUnmung eine Tangente legen", S. 20 „selbstverständlirlierw eise" rMler 
S. 57 ,,die Pendelscliwingung wird scluieller'''. l)er 6at/biiu ist namentlich 
bei den Fragesätzen undeutsch. Angeführt seien S. 60 „In diesem Falle 
wird man die Knit als wirksam nnr in welcher Zeit betrachten?^ und S. 73 
„Würde die ümdrehnngszcit der Erde größer, so würde wieso . . Be- 
sonders schlecht ist auch das Satzgefüge S. ."1.3 von /.eile i ab. Wenn 
Schlesinger in einer lesenswerten Programmabhandlung „über die Sprache 
in den mathematischen Schulbüchern'', ^Lessinggjmnasium 1^04) es als 
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„eine um-H.tßliche Forderung'* hozeichnet, „daß die Darstellung in den Schul- 
büchern mustergültig s>ei'^, so ist diese Forderung zweifellos zu verallgemeinem 
und zwar einmal flb«r di« Grenxen der Sclmlbüclier lümuiB, andererseits in 
der Bestahung, daß auch Mustergültigkeit der Figuren zu findwn ist Dar 
letzteren Forderung wird Geißlers Buch ebenfalls mehrfach nicht gerecht. 
ZurtUchst sind verschiedene Ellipsen zu beanstanden, dann aber bpsonders 
die Figuren 2, 2G und 27. Bei der letzten Figur sind vier parallele Linien 
so dargestellt, daß sie zwei Tenchiedeae (fast 2 cm auseinanderliegende) 
Fluchtpunkte haben I Da Aber die Figoren so oft zu klagen ist, mOohte 
Bef den grüßen Verlagsbucbhandlun^'en empfehlen^ einen tüchtigen Zeichner 
anzustellen, der ein fflr alle mal die Figuren neu herauszugebender Bücher 
auf ihre zeichnerische Korrektheit prüft. £s ist vielleicht nicht von jedem 
Verfasser zu verlaugeu, daß er korrekt zeichnet. Notwendig aber ist es, 
dafi sich in Bftdiern, die zum Drucke gelangen, einwandsfirne Figuren finden. 
Es geht nicht Unger an, die MißstiitKlc bei den Figiu-en als belanglos an- 
zu8eb«»n, «ondprn p<? muß versucht srltn. hier Abhilfe zu schaffen. 

iniialtlich ist die Angabe Geißlers Ö. IS'A unrichtig, „daß nnr eines 
der beweglichen Feste des Kirchenjahres nämUch Ostern sich nach dem 
Monde riditet". Verschiedene Angaben Aber das Massenanziehnngsgeseta 
bedürfen einer Umarbeitung. Hier ist zwischen „proportional" und „gleich" 
nicht sorgfältig' unterschifden und jegliche rrravitationskonstant« fälschlich 
untt'idrflekt Zugleich ist die KinfUhning des alten Kraftgrammee statt des 
Masseugruiiuiies wenig empfehlenswert. 

Nach alledem sind öeiOlers Grundlagen, wenigstens vorlSntig, kein 
besonders geeignetes Buch in der Hand des Lernenden, sei es „zum Selbst- 
verstehen", sei es für die Bonutzunj,' beim Schul inirrricht. Sic küniien aber 
zur ,,l'nter8tützung des Unleirii hles" in d»'r liand des Lehrers dienen und 
seien in diesem Sinne empfoiilen wegen der Anregungen, die der Lehrer 
an den Terschiedensten SteUen aus Eigenartigkeiten in der Stoffbehandlung 
schöpfen kann. ErwUhnt !>ei hier Oeißlers Zonenapparat, der eine hübsche 
praktische Orifiif icrung biet^^t. 

Zum Schluß möchte Ref. noch raten, die Verse iS. 4ö und 91 bei 
einer Neuauflage fortzulassen. 

Schöneberg. — E. Külluich. 

Newest* Die OravitstloiMlelire ein bTtnint Einige Weltprobleme. 
Wien ld05, Karl Konegen. 93 S. JC, 1,35. 

Piine große Anzahl von Erscheinungen, die man bisher — wie wir 
glauben mit Erfolir — auf die Gravitation zurückgeführt hat, scheinen dem 
Verfa.sser so schlecht begründet, daß er fin*» nmip Theorie aufstellt, dip — 
wie er glaubt — diesen Tatsachen gerecht wird und zugleich über sehr 
viele andere mit der Chrantation kaum zusammenh&i^fende Erscheinungen 
Bechenschaft idhi. Die Sonnenprotuberanzen, wie die Ebbe- und Flut- 
erschein un'^'f^n, FlußbettwaiideruniTcn (I), den Golf.stroni erklärt er, wie schon 
den Leiden t rostseben Versuch dadurch, daß Würmcstrahlea Wasser ver- 
drängen. Usw. 

Charlottenburg H. Sa-mter. 
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^'oack. AufSsaben für pli^slkaliaolie S(diülerübuiigea< Berlin 1905, 
Julius Springer. XII «. 170 S. geb. «4f. 8. 

Seit efcwa 15 Jahren sind ans dem «fewas imbefltimmte& QeftUe, dafi 

der theoretische physikalische Unterricht einer gewiaaen Br^^nsmig durch 
die Handfertigkeit der Schüler bedürfe, und daß man dem Drange dieeor 
nach einer solchen Betätigung von Seiten der Schule entgegenzukommen 
]iabe, praktische Folgen gezogen worden. IVeilich sind die Ausichten, welche 
Ziele einem eolcben üniemdite anniwdiai meOf noch weoig geklärt Die 
einen wollen nach engliadiem Voargange von den SchUlem physikaliBehe 
Gesetze selbst&ndig finden lassen — was natürlich nicht wörtlich zu ver* 
stehen ist. Denn der Lehrer, der ja das Gesetz kennt, wird den \Vr«n''hpm 
die Bichtang zu geben haben, die zur Bei»tütigung desselben schnelläteus 
lünlnlui, und meist den Lehrsatz vorher anführen müssen, dem zugestrebt 
wird. Sie andeni wollen einfach Ton den Schülern nne teils im üntoniobfte 
bereits durchgeführte teils wegen Zeitmangels nicht durchführbare «rginzende 
Versuchsreihe machen lassen. Die dritten arbeiten darauf hinaus, von den 
Schülern die physikalischen Konstauten ähnlieh be<?timmen zu lassen, ^vie 
das im UniTersitfttsunterrichte etwa nach den Kühlrauschscheu Bücheru 
gesefaieht Der VerfiMser, der als nner der ersten praktische Übungen in 
Deutschland einführte, ist EU^tiker in besng auf diese dreierlei Ansichten. 
T>ie meisten Übungen bewegen sich in den an erster und an dritter Stelle 
genannten Richtun*:ren. Für diese Zwecke hat dcr'^elbe eine Anzahl von 
Apparaten selbst konstruiert. £s ist keiu Zweifel, uuÜ das vorliegende Buch 
sowohl dem Lehrer als dem SchtQer, der es wohl hanptsSchlidi benntsen 
soll, sehr gute Dienste leisten wird, insbesondere auch duroh die Art, wie 
er die Versuehsergeniu>se vnn den Schüh'rn protokollif^rcn iintl rechnerisch 
verwerten läßt. Er verbkugt aber von den Sehülern einen so hohen (Jrud 
von kritischer, sorgfältiger Arbeit in bezug auf Messungen und Wäguugen, 
wie er nur im Hoehschnlpraktikom vorausgesetet werden sollte. FreSieh 
werden Schüler, die wirUich allen diesen Forderungen gerecht werden imd 
das Buch das Verfassers praktisth durcharbeiteu, davon einen groBen Nutzen 
haben und einen elementaren Hochschulkursus sparen können. Eine Anzahl 
Tabellen, welche zur Erleichterung der numerischeD Rechnungen dienen 
sollen, werden sich beim Gebrauche des Buches recht nfltsUch erweisen. 
Das Verständnis des durchaus korrekteo Textes wird noch durdi 93 scharfe, 
aohematische Bilder erleichtert. 

Qiarlottenbuig. H. Sahtbr. 

Waeber. Lehrbuch für den Unterricht in der Physik. 11. Aufl., neu 
bearbeitet von Oberlehrer J. TTn verriebt. Leipzig 1905, I^'erdinand 
Hirt und Sohn. 343 S. geb. M. 3,75, 

Ein Buch, das in einem Zeitraum von 16 Jahren 11 Auflagen erlebt 
bat, ISBt besondere YorsQge Toranssetzen. Ursprünglich üBr den Seminar^ 
Unterricht bestimmt, mußte es nach den neuen Lehrplänen der Lchrerbildungs> 
anstult'i von 1901 umgearbeitr-t werden, wobei noch insbesondere die 
matberaatiscbe Begründung einiger Gesetze, ein Abschnitt über das ab.^olute 
Maßsystem und ein reclit klarer zweckentsprechender Paragraph über das 
Potential hinsugekommen sind. Hierdurch erscheint das Bndi auch dem 

Anhiv 4w ll««h«utlk und Pliriik. ULBM», X. 18 
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UntTriehte nn bttheren Srhulr ii nu hr angepaßt, wenn auch dio Artforderungen 
au die matheiuatische Ableituug hier größere sind. I'a.s im elementaren 
Untemehte so notwendige Ausgehen Ton den Er&lirungen des ti^lichen 
Lebens ist recht passend durchgefdhrt, und die Anwendungen der physi» 
kalischeu Tatsachen in der Technik sind zum Teil eingebender behandelt 
als in andern ähnlicbon Zwecken dienenden Bücbern: so sind die Pendfhihr 
und die Aokerhemmuiig der Taschenuhr, das Aueruid, die Prismenbeleuchtung 
der Lencbttttrme, die Lokomotivensteueruug, die Nemstlampe, die Telegraphier 
Telephonii) und Funkentelegraphie n. a. nicht bloß erwfthnt, sondern mit 
techniaohen Einzelheiten in klaren Abbildungeu dargestellt. Eine K«nhe von 
einfnrhrn AufgaV>pn wird das Eindringen iu dio (iesetzi' fördern, beigegebene 
Zahleutabelleu, /. B. einp Psychrunitiiertatel werden bei der Losung derselben 
nützlich sein. Eine histurische Naclisehlagetabelle vervollständigt das recht 
bnnchbare Buch. 

CharlottoDbnrg. H. BiuiTBR. 

F, Lopp4. Bssais indnstriels des maohines tieetriquas et des grovpes 

Aeotrogönes. Paris 1904, Gaathier -Villars. 

Schon für den Fachmann der Elektrotechnik ist es oft schwer, anter 
den zahllosen Bür-horn über dieses Gebiet ein ihm zusagendes und für seine 
Studien zweckiniiliiges Buch aus/^uwühlen. Noch viel sciiwerer aber kann 
siob der nicht speziell elektrotechnisch, aber physikalisch und mathematisch 
gebildete Leser ein Werk anwncben, das ibin über Dinge Anlkohluß gibt, 
die ilin gerade interessicrctj. Die meisten Leser des Archivs dürften 
wohl wenig Interpssp für den kunstruktiven Anthau, die Zweckmäßigkeit 
oder dif^ Ausmitzung elektrischer Apparate haben, dagegen recht viel 
Interesse für die Art, wie man sieh in der Großelektrotechnik physikalischer 
und mathematischer Methoden bedient, um soldie Apparate an bauen, m 
prüfen und zn betreiben, und wie diese Appsrate arbeiten. Solchen kann 
das Buch von Loppe sehr empfohlen werden. Es beschreibt in Wort und 
Zahl Versuche, wie sie tagtUglich in d«'n «lektrotechnischen Fabriken oder 
um Aufstellujigsorl der Maschinen vorgcnunimeu werden. Es kann an dieser 
Stelle besonders deswegen empfohlen werden, weil es nicht utxr Versuchu 
bringt, die fiber das richtige Fankttonieren einer Maschine orientieren, 
sondern auch Veisuche, die ins Wesen der Maschineu einführen. Außerdem 
ist es sehr klar und verständlich geschrieben imd gibt bei allen Versuchen 
Sinn und Zweck genau an; endlich bietet es durch ausführliche Besprechung 
der Versuchsmittel und der damit gemachten Erfahrungen die Möglichkeit, 
selbst mit Erfolg ttbnliehe Versuche auszufahren. Daß der Leser die 
physikalischen Grundbegriffe der Elektrotechnik behemcht und einige 
BekanuLschaft mit den elektrischen Maschinen und Apparaten hat, ist 
natürlirli vorausgesetzt. Ks enthält folgende Kapitel: l. Zweck und 
Organisation von Versuchen. 2. Allgemeine Vorsuchsmethoden. 3. Versuche 
au Gleichstrommaschinen. 4. Versuche au VVechselstrommascbiueu. 5. Ver- 
suche an ▼oUständigen .cVnlagen. In diesem siemfich ausl&hrlidien Kapitel 
werden dem Loser auch Versuche an Dampf- und Wasserioraftmasehinen 
gezeigt. 6. Ergttnsungen, behördliche Vorschriften, Protokollformulaara 

Charlottenburg. M. SobknkiXi. 
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Marx, r^feher principe uuiversel des foroes. Memoires resumes par 
C. Benoit Fans 1905, Ganfhier-Villan. X u. 317 8. tr, 6,50. 

Diesen gemmmelten Abhandlungen des ehemaligen General-hispelrtQKS 
der Brucken und Chansaeen ist ein Bericht einer Kommission der Pariser 

Akademie vorangestellf . welcher aus den Comptes rendus abfredruckt ist. 
Es überrascht uns, danu zu lesen, daß einer actio in distans philosophische 
Bedenken entgegenstehen sollen, die in der vorliegenden Schrift durch 
Konzeptionen Uber den Äther eraetst seien. Aus der Erkenntnistheorie kdnnen 
sich solche Bedenken nicht erheben, weil ja die Begriffe der Ursache und 
Wirkung nicht in den Dingen selber liegrn; aber auch die Metaphysik 
liefert keinen Anhalt gegen die Fernewirkung, weil diese nicht weniger 
unerklärlich ist als eine solche bei unmittelbarer Berührung der Körper. 
Das ist es andi, woraaaf Kant (litiert bei Isenkrahe, nusel der Schwer- 
kraft S. 27) hinweist mit den Worten, daB ja kein Ding dort wirke, wo 
es wirklich ist. Eine ZurttckfÜhrung der Femewirknng anf eine ( hertragiing 
dtirch den Äthpr wird also von der Philosophie nicht gefordert und von 
den ^iaturwiüsenschaften nur deshalb gewünscht, weil man ähnliche Er- 
scheinungen einheitlidi behandelt sehen mOehte. Fftr die elektrisehen 
Phlnomene aber hat sieh die Nahewirknng als unumgSnglich herausgestellt, 
demnach ist für die Gravitation die Beseitigung der Femwirkung ein 
erst rebens wertes Ziel, dem freilich bisher nnr eine große Anzahl uu zureichender 
wenn auch geistreicher Theorien mehr oder wemger nahe kommen. 

Die Ansichten des Verfassers sind zum bereits in der Theorie 
Ton Challis 1859 (EncjU. Bd. Y, 1. 8. 55) enthalten, wonaeh Lttnga- 
wellen im Äther die Schwerewirkungen erklären sollen^ Dagegen sieht der 
Verfasser diejenigen Wellen, auf die er die elektrischen und oji* i-^fli'^n Er- 
scheinungen zurückführt, als helikoidal an und glaubt Besonderheiten in 
ihrer Natur entdeckt zu haben, die sowohl die Polarisation des Lichtes als 
audi die X-strahlen erklären können. 

Charlottsnbuig. H. Samtbl 

E« Jonlfret. Trall^ dUmenialxe d« G^mn^ferle k qpMn öhMioakcm 
et introduction & la Geometrie k n dimensionn. Paris 1908, 

Gau thier -Villars. 30 u. 215 S. S'^. 

Das Erscheinen elementarer T.ehrhüchpr der mehrdimensionalen Geometrie 
darf wohl als Anzeichen füi* das Eindringen dieser Disziplin in tiefere 
mathematisdie Schichten anfgdaBt werden. Es ist in dieser Hinsicht er- 
freulich, dafi kurz nach dem deutschen Lehrbudhe der mehrdimensionalen 
Geometrie von P. H. Scheute (Samml. Schubert XXXV, Leipzig 1902) auch 
ein französisches erschienen ist. Obgleich diese rasthc Aufeinanderfolge der 
beiden Werke zu ihrer Vergleichung herausfordert, so will ich diesem Jtieize 
dock widerstehen und mich anf eine kocze Inhaltsangabe des vorliegenden 
besdninken. 

Ein hervortretendes Keonzuchen des Buches ist die mlseitige Be- 
rücksichtigung der Literatur; an vielen Stellen stören sogar die Berichte 
über die Literatur den einheitlichen Charakter, den ein Lehrbuch haben 
solL Insbesondere gilt dies von dem umfangreichen Vorworte, worin An- 
tiditen yomdiiedaier 8duriftste]l«r ttber das Axiom der Dreidimensionalitilt 

IS» 



Digitized by Google 



196 



Besenrionen. 



unseres Raumes, sowie über die wirkliche Exist^'iiz oder Vorstellbarkeit 
mehrdimensionaler Rilume wiedergegeben und An Wendungen zusammen- 
gestellt werden, welche die letztere BegrifiDsbildung in Mathematik uad 
Phjsik gefitiiden hftt 

Den TierdimenaUmaleii Baum definiart der YttHusor aoafytiseli, jndem 
er die Zahlenquadrapel Xi . , . als Punkte und die durch ein , zwei oder 
drei lineare Hleichungen zwischen Xj, . . .r^ bestimmten Punktmannigfaltig- 
keiten als Räuino, Ebenen oder Geraden einrührt. Auf dieser Grundlage 
werden die Begriffe Paralleibiraus, LHnge, Normalitiit und Winkel definiert 
und die wichtigsten darauf besfigUchen Sfttse abgeleitet In % S5 findet 
auch die darstellende Geometrie im ^4 (übereinstimmend mit der Biethode 
im Scheute sehen Buche), ferner im Kap. VII die Theorie krommer Linieo, 
Fl&chen und Räume im 7i', kurze Erwahnune. Ein Drittel des Buf^h^s ist 
den Polyedern (insbesondere regulären^ des vierdimensionalen Kaiiiue)>> ge- 
widmet. Die in dem Kap. IX angeführten Anwendungen der vorhergehenden 
Lehrra auf Phjeik und Chemie dikrften wohl eher verwinren als belehren. 
In dem letzten Kapitel ist der ra-diiiu nsionalen Geometrie, im ^ 57 auch 
der sclioii in der RiemannscVicn Hiiltilitatioiis-schrift crwühnten Möglichkeit 
gedacht, Mannigfaltigkeiten von unendlicher Dimensionenzahl zu untersuchen. 
Ja, am Schlüsse wirft der Verfasser sogar die Frage auf: ,Jje geometre 
▼a-t-il se trouver amenj k considirMr des champs de degre fractionnaire?** 

Unzweifelhaft euthftlt das Buch viel Anregendes ond Brauchbares; als 
Lehxfouch scheint es mir jedoch nur in einigen Kapiteln empfehlenswert. 

Wien, im Januar 1905. E. HfoLmt. 



Bodo Haibenlellt. Beiträge snr mafhematiaohtii Begründmig einer 
Morphologie der BUtter. Seiten und 4 Figurentafahi. Berlin 

1905, 0. Salle. 

Dem Verfasser ist es gelungen, eine große Anzahl von Blattformen etc. 
als Kurven der Form r — f (cos qp) darzustellen, auch gewisse Aupn'^^nn'^'S- 
richtuugeu (Triiufelspitze, Bau der Kletterpflanzenblätter etc.) mit gewisseu 
Abänderungsrichtungen der analytischen Formel in Beziehung zu bringen. 
LftBt sidi auch naturwissenschafüidi mit diesen Ergebnissm noch nichts 
Rechtes anfangen und sind sie noch weit davon entfernt^ einen inneren Grund 
für die Morjihologie der Blätter auf/iKlHckon , so hcdeuteu diese ArbeittM!, 
wie di*' fnih'ien („Die analytische Form dtr liliitter*" Quedlinbiircr 18*.*.'j | 
doch emen wichtigen Schritt zur einheitlichen mathematischen i^arstellung 
der Toriiandenen Naturformen. 

Greiz. F. Ludwig. 



Digitized by Google 



Yerialsciite Mitteilimgen. 



t AvSg^n und UiktMu, LtomigvB. 

A. AufgabMi mmü Lehrsits«. 

14^. Die Anzahl der Kombinationen von n Elementen zur rten Klasse 
obw Wiaderixolungen, wob« htm» K<nnplexion zwei J)ettaehbarte" Elemente 
adnlteii darf (juuik das erste und letsto Ekmaut sollen als »bsnachlHurt^ 
idtsD), betrigt 

jc;-v("7:7')- 

So iit s. B. die AnzaM solcher Amben — — ^ - — Anzahl der Diagonalen 
OMs «'Eckee. 

Aussig, Böhmen. sind. math. J. Ksvo. 

144. Sur une surface quelcouque de revolution on considere les lignes, 
ilant la iangento en tont point M se trouve a une distanee constante a da 

|K)int de rencontre de Faxe de rotation avec le plan tangent a la siirface, 
Jf. Demontrer que la courbtire g*H>desiqiie de ces lignes est ^ale a la 
coorbure de la surface, moltipliee par a. 

Naples. £. Cucül&o. 

145. Alle Geraden, die ans zwei festen Kreisen Sehnen von gleicher 

LlDge ausschneiden, umhiillcn eine Parabel, die die Poten/.linie der beiden 
Kreu« zur Scheiteltangente und die Mitte der Zentrale zum Brennpunkt hat. 

Strasburg i. £. Paul £päT£iK. 

146. Ein Brett hat sechs mit den Zahlen 1 bis 6 bezeichnete Felder. 
Vu würfelt mit einem Würfel; beträgt die Zahl der geworfenen Augen a, 
M besetzt man ein oder mehren Felder v<m der Besohaffenheit, daB die 
Summe der auf ihnen stehenden ZaUen gleich r i-t Um WiUkürlich- 
h'ixm bei der Felderbesetzung tu vermeiden, die das rrolilcni äußerst 
implizieren würden, sei festgesetzt: 1. mau besetze stets nwglidist viele 
Felda; 2. kann man zwei Felder auf verschiedene Arten besetzen, so besetze 
ntn iiujtiiiige Felderpaar, das das Produkt d«r Feldersahlen am größte» ist 
Din Verfahren setst man solange fort, bis es abbricht. — Wie gro6 ist: 



198 



Yenuiidite Mitfenlmtgen. 



») Die Wahrscheinlichkeit ir^, daß das Verfahren nach dem vten Wurfe sein 
Ende emidit? (Em Warf, bei dem der Angabe entsprecbeDdea 
Feldbeeeteen nicht mSglifA iBt, tMU nkM mekr mit, mufi aber bei der 

Berechnung der Wahrscheinlichkeit natürlich in Betracht gezogen werden.) 
b) Dif Wahrschpifllichkeit w, daß — gloichgültig wieviel Wfirfe erforderlich 
sind — alle Felder besetzt werden? (Es dart natürlich kein Feld 
doppelt besetzt werden.) 

Die Wahneheinliefakeit w^, dsB v Felder frei bleiben? 
d) Die Wabrscheudicblceit w*, daß die Summe der anf den freibleibenden 

Feldern stehenden Zahlen i' ist? 
Folgeuik'S mag zur Erläuterung di<'iif'n: l>t im 1. Wurfe 1 odr-r 2, im 
2. dieselbe i^ahl geworfen, ao hat das Verlahren bereit» mit dem erslen 
Wurfe ein Ende, und wie lei<^t ersicbtiich, nur dann: Wi = + 3« = 
Bleiben nach dem fiten Wurfe die Felder 3 und 3 frei, so ist: 
das Verfahren mit dem juten Wurfe zu Ende, falls beim (ft 4- l)teii 
1. } ofler 6 ffillt (Wahrscheinlichkeit hierfür = |); 
das Verfahren mit dem (a -\- I)ten Wurfe m Ende, falls 5 Tällt. 

FSUt dagegen 2 (3), so iit das Vnühhren nut dnn + 2)tett 
Wurfe zu Ende, falls in diesem 3 (2) fült, andemfklls schon mit dem 
(/* + l)teD.>) 

r)fft'nt»ar i^t ir = Wq = Wq. 

Potsdam, den 28. Oktober 1905, Otto Mbibbkxr. 



147. Der Ort fttr die Wendepunkt»' aller Kotichoiden des Nikomedes 
mit derselben Basis, demselben Pol, aber variablem Zwischenstück ist eine 
Neilsdie Fteabd. 

Speyer. H. WiBLBmn«. 

148. D^terminer la direetion A'B'C tele que la somme des carres 
des projections des eot^ d'nn triangle ABC sur c^te direetion soit minima. 

Paris. £. Lbmoinb. 



B. Lusuuiipen. 

Zu 1'31 (Bd. IX, 90) (Gino Loria). — Les deux theoremes suivants 
sont bien connos (t. p. sx. mou ouvrage 6jpec»«/le oXg. ^. traiiss. Kurt eh ^ 
Lei{>zig 1904, B. 6. Teubner, p. 446 et 472). 

I. Si Ton projetto une bilioe trac^ sur un (^^Undre drculaire droit 
d un point de Taxe Sur un plan noimal k eet aze, on obtient une Spirale 
hjperboliqne. 

II. Si au contraire on projetto la meme courbe sur le meme plan, le 
eentre de projection Awat a l'infini, on pai-vient a une cjclolde, ordinaire, 
allon^e ou raccourde sniTant la direetion des rajons pirpjetants. 



1) Also % — i. %+i — 1 1 % +t 1« ^ Annahme. 
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Ola prouve que la spiralö hyperbolique et ies cjclotdes sont des 
geares d'une mime espece de oourbes, qu'oa obtient en projetant une h^lice 
ordinalre snr vb plu parpcaßiealain a son u« d'un point qneloonque de 
reqtace. Si (a, 5, e) sont ies eoordoim^ du ceutre de prqjeetioii et 

» — rcosy, i/==rsia<p, e =^ li<p 

les eciuations de Thdlioe, lee eqoations giaiinioa des rayons projetant la 
courbe seront 

as'—ft ff — h 9—e 

a — foof9 6 — rsiiif» e — 

Lü faisant ^ — 0 on eu Lire 

c(a— rcoBop) - e{a~rBiatp) 

e — htp c — Aqp * 

ce sont Ifcs equations fle la courbe do projection (^quations qu'il faut mettre 
a la place de Celles (lui so trouvent daus l'^nonoe de la question, ou s'esi 
glis^ee une faule de tranäcription). 

Od pent pousser plus loin eee om^^tioiu. On aalt, en effet, que 
la pmjectioii orthogonalo de rhelice sur im plan parallUe k Taxe de la 
coTirbe est une sinusoide; donc la spirale hyperbolique, tontes les cyclo"ide8 
et la sinmoide sont des geures dune espece etendae de courbes (^ui com- 
prend toutes les projections (centrales et paralleles) d'une helice ordinaire 
tnr im plan queleonque. 

Oes ranarqnes, qnelque irimples qu'eUes paraiatent, me aemblent don^ 
d'une certaine valeur: car en ^tablissant les rapports entre des courbes 
transcendantes differentes, elles viennent jeter des lumieres sur ces figures 
et proavent que la sphere d'influence de la methode des projections n'eet 
pa& bom^ eomme on crojait, au dbamp algebrique. Cela pent Itee nüle: car 
on sait qne la theorie des courbes tranaoöidantes n'est qn'a see d^uts. 

GSnes. Gno Lobia. 



Zu I2i (Bd. IX, S. 91J (G. Kober). — Von einem Kegelschnitte 
nnd gegeben der Mitkelpnnkt 0, die Richtungen OA nnd OB der Achsen, 

der Kurvenpunkt P und die Richtung der Tangente PT. Der Krümmungs- 
mittelpunkt für P sei K. Von P nns i'i\\h' rrmn nnf dh' \i'h^en OA und 
OB die Lote FA' und FA"; die langeute FT sckneide A' A" in Q und 
die y- Achse in Ä; die Nonnale P3f^ treffe die Achse in Ä"; die Gerade 
PA' werde von $ JT" in JT', von OK in X geschnitten. Nach einem vom 
Aufgabenstellor veröffentlichten Satze (Hoffin. Zeitschr., Bd. 36, S. 275, 
Aufgabe No. 23^1 ist das Doppelverbültuis der beiden Büschel P(ABPK) 
lind OiABPK) j!lpich. Nun schneidet das Rft«5chel P{AliPK) die »/-Achse 
in den i^unkteu A , Ii, K \ das Büschel 0{ABFK) die Gerade FA' 
in den Punkten A\B,P^X. Demnadi beben diese beiden Punktreihen 
sowie die beiden durch sie gelegten Strahlenbflschel (?( yl"J5ÄJr") und 
Q( A ' B FX) dasselbe Doppelverhältnis. Nun fallen in den zub>tzt genannten 
beiden Büscheln die ersten drei Strahlen des einen mit den enuspreclv ridea 
Strahlen des andern zusammen; mithin sind auch die vierten Strahleu (^K" 
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und QX if^onti<?(h, d. h. Punkt X fällt mit K* zusammen. Daraus ergibt 
sich folgeude lineare Konstruktion des Punktes K: 

(OA , PB ) = A \ (OB, PiV) = IT', 

(0jB,PA)-A", («jr; pjB) - z', 

Prenzlau., W. STBOsiiAim. 



Zu 126 (Bd. IX, S. 91) (E. Jahnke). — Die Ecken eines beliebigen 
Vierecks seien A^, A,., i^, ^l^, die Seiten a,j, «j^, «^u, a^i, die Diagonalen 
o,,, 014, die Mitten der Diagonalen M^^ If,. Ferner sei Jlf^ 3/, = 
M^Ä^ Xy M^A^ jf, Jf|^ = «I M^A^ » 9. Dann wgibt sieh naoli be- 
kanntem Satze 

aus Dreieck A^A^A^i a*^-^ 2u* t^* 

Durch Addition eriiUt man 

2 («1» + + + a ») - 2 + -f + y«) + « * + «£. 

Femer ergibt sich aus den Dreiecken M^A^A^ und JITj^^^,: 

n« H- f?> 2»« + ioi, a;«4-y««:2m* + ia«. 

Setzt man dies in die Toiige Qleiclinng ein und dividiert durch 2, 
so folgt a£ + a£ + aM + ^u'~<>u + afti + od» 

(1) 4 m» = rt * + + a,« + «/, - (a* + a^). 
Hiernach erhält man für ein beliebiges Fünfeck AiA^A^A^A^ 

ans Viereck A^AtA^A^l 4m} — + + + «»1 — W + «te)» 

„ » A^A^A^A^i 4mJ » + a/j + a/, + < (a/j + o^), 

„ « A^A^AtA^i 4m; - «b? + + «Ä + «m - Wi + 

„ „ A^A^A^A^: iml = o/, + + «jj + a/^ - (a^-, + a^). 

Durch Addition ergibt sich 

(2) 4(ii^ + ^ + m{4-m; + mJ)-8(ai + a« + fli + ai + a*) 

was mit der Hehauptung i<leiitisch ist. 

DurcU Anwendung der l'orinelu (l) und (2 ) aut das Sechseck erhult 
man Dir dieses mehrere Shnlicbe Fonneln. Aus den Sdq[»unkten des SediS' 



Digrtized by Google 



yermiiehte Ifitteilimgeii. 



201 



pcks lassen sich ohne Inversion dieser Punkte 15 Vierecke bilden. Nimmt 
man zu ihnen noch die Vierecke A^A^A^Ar^, A^A^AiA^. A^Ar^A^A^ hin- 
zu, so gehören ku diesen 18 Vierecken 18 Strecken m als Verbindungs- 
•trecken der Mitten ihrer Diagoiuüen. Mehr als ^ene 18 Yerbindtuigsatreokeii 

von Diagoualmitten sind im Sechseck nicht möglich, wenn nur Paare soldier 

Dil^onalen bfrikksichtigt werden, die keinen Endpunkt gemein haben. 

Wendet man nun die Furmel ( 1 ) aut die «rananntim 18 Vierecke an, 
so erhüit man durch Addition aller Gleichungen 

Wendet man die Formel (1) nur auf die Vierecke 
AfA^A^A^y Afi^^A^A^f A^A^A^A^ AfA^A^A^^ A^A^A^A^, A^A^A^A^ 

aa und beieichnet die ihnen zugehörigen m d«r Reihe nach mit m^, m^, . . . 
so ergibt sich 

Bildet man aus dem Sechseck durch Weglaäsung je eines Eckpunktes 
sechs FBnfecke, so gelaugt man durdi Anwendung der Foxmel (,2) aaf diese 
sechs Fünfecke an der Oleichnng 

wo die Summe auf dar linken Seite die Größen »ij, »i^t enthält. 
Prenslau. W. STBosiiAinr. 



2. Anfragen nnd Antworton. 

(Vacaft.) 



3. KUlnere Notlien. 

über die Ablettunf der Eule redten Knieknagstormel. 

Der Fall der Enickungsbelastung eines geraden Stabes hat in der 
tet'hni.si'hoii Klastizitäts- Festigkeitslehre seit jeher eine eigentümliche 

Stellung eingenommen. Emerseits erscheint die durch die sogen. Eni ersehe 
Knickungsformel gegebene Beziehung sehr merkwürdig. Andererseits wider- 
stecht der Fall ein» Behandlung in jener Form, wie sie in der tedmisehen 
Festigkeitsberechnung hftufig angewendet wird, iasolem, als es <^e will» 
kürlicbe Annahmen kaum gelingt, die zulässige Spannung in praktisch brauch- 
barer Weise in die Formeln einzuführen Beide Umstände sind vielfaeh 
besprochen worden; doch halte ich es trotzdem nicht tür überflüssig, den 
«steren ftbennals ins Auge su fiusen, weil er in gewisser Binsidit immer 
BOdi nicht 'vollkommen beleuchtet sein dftrfbe. Man mag Ober die Anwend« 
barkeit der Eul ersehen Formel welcher Ansicht immer sein; es besteht 
kein Zweifel. daB sie tntsäehlich vielfach angewendet wird, ihre allseitige 
Betrachtung also jedenfalls nützlich ist. 
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Zur Ableitung der Eul ersehen Knicknnc^formel wird äic Oleirhungf 
der elastischen Linie benutzt. Der Weg ist, mathematisch genommen, voll- 
stftndig klar und durchsichtig; man kann aber nicht sagen, wenigstans bei 
dw mir bekfto&ten DaistelliiDgeii, daß dies in meoh&nisdiem Binne aiieh 
der Fall wäre. Mathematisches uml mochaiiisclirs Verständnis ist eben 
durchaus nioht dasselbe. Die Ableitun<r dor Eulerscheu Formel wird meist 
nicht in einer soluheu Weise gedeutet, daß wir das Zustandekommen des 
Ergebnisses in mechanischem Sinne gut durchschauen. Das Bestreben nun, 
jenM 80zuflag«ii dem mecbaiüfloheii Geftthle näber va bringen, liegt dm 
folgenden Ausftthrangen mgninde. 

Zunächst sei darauf bingewiesen, da0 die Eulersche Knickuogsknft 
iheordisch nicht als Bnichlcraft df« Stabes angesehen werden kann, w<»il 
ihr Wert abgeleitet i.st mit Heuut/.urig der Hookeschen Beziehung. Diesp 
stellt den Zusammenhang zwischen Spannung und Dehnung nicht bis zum 
Brache dar, im allgemeinen nicht einmal bis zur Elaatiziiätsgrenze, sondern 
mir bis zu einer gewissen Dehnung, welche eben deshalb den Namen Fto- 
portionalitätägrenze erhielt, wenn es sich auch natürlich nicht um ein ganz 
scharf abgegrenztes Gebiet handelt. Der Eulersche Wert kann nur Be- 
deutung haben iür solche Zustände des Ötabes^ bei welchen die Voraus- 
setzungen seiner Ableitung erfüllt sind; jedenfalls gew&brt er also sunSchst 
kein«! AnftdUnfi ftber den Brach des Stabes, sondern nur Uber Vor^boge, 
bei welchen die Formänderung unterhalb der Proportionalitätsgrenze bleibt. 
Euler selbst sab den gefundenen Wert der Knickungskraft als Hmchkraft 
an, ein Irrtum, der jedoch schon von Lagrange richtig geswUt wurzle 
Lagrange gab die zukeffende Deutung jenes 'Wertes durch den Nachweis, 
daB er iJs Greoawert aufto&ssen ist, unterhalb welches eine Ausbiegung 
durch die Kraft nidit erhalten bleiben hami, von welchem an jedoch die 
Ausbiegung stetig von Null aus mit der Eraft zunimmt. Euler war zu 
seiner Folgerung dadurch gekommen, daß bei seiner Ableitung die Größe 
der Ausbiegung unbestimmt bleibt. Es ergibt sich uur, daß die Kraft den 
sogen. Eulerachen Wert haben muÜ, damit eine Ausbiegung möglich iat. 
Daraus schloß Euler, daß bei jenem Kraftwerte jede Ausbiegung möglich 
sei, also auch die beim Bradie. Die Unbestimmtheit des Biegungspfeiles 
bei Euler hat, wie Lagrange zeigte, ihren Grund in der Einführung der 
Abszissen der elasti.scben Linie (gemessen in der ursprünglichen Stabrichtimg) 
fttr die Bogenlängen. Bei Lag ränge ergibt sich die Unhaltbarkeit der 
Eni ersehen AuffiMsung als Folge der Beziehung, welche er zwischen der 
Kraft and der durch sie bestimmten Ausbiegnng findet, sum üntersefaiede 
TOD der oben angestellten Überlegung, aus welcher nur jraies, allerdings 
unmittelbar, zu erkennen war. 

Wenn es sich bloß um (lie richtige Auffassung des Eul ersehen Wert«s 
bandelt, womuf es an dieser ätelle in erster Linie ankommt, so genügt zu 
diesem Zwecke durchaus die Ableitung Ealers oder ftberbaupt eine Ton 
derselben Art, im Vereine mit der TorgefiBhrten ErwSgung, welche vor 
einer Anwendung der Formeln über das Gebiet ihrer Gültigkeit hinaus 
schfltst Bevor wir hierauf eingehen, noch einige Worte über die Eigenart 



1) Vergl. z. B. Winkier, Abriß der Geschichte der Elastizit&tslehre, Xecb- 
nisohe Blfttter (Prag) 8. B. 1871. 
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des ErgebnisiJies, Daß es stets als tigentüialich emptuaden wui"de, ist be- 
kanot. Beo^ielBweise sagt Orasbof diesbezüglich in seinem verbreiteten 
Buche „Theori« der Elutisit&t und fwt^keit^^): ^Das Ergebnis der Yor- 

hergebenden Untersuchungen, daß in allen Fullen erst bei bestimmter Or56a 
der üiißt^rtTi Kraft P irgend eine Biegung des Stalies möglich wird, . . . 
erscheint so auffallend, daü es von Interesse ist, zu prüfen, ob und iawieferu 
dieses Ergebnis etwa nur 
von den üngenauigkeiten 
der Entwicklung herrührt". 
Um uns den Unterschied 
zwischen der Knickungs- 
belastutig uud anderen Be- 
lastnngsf ftllen recht deutlich 
▼or Ängen zu rücken, stellen 
wir einen Vergleich ;in. Wir 
denken uns einen einerseits 
eing^panntcn Stab durch 
dne Qnerknft P gebogen, 
Welche an seinem Ende an- 
greift (Fi;^' 1^) Nun lassen 
wir die Kratt alimählich ab- 
nehoien und achten auf das 
Verhalten defl Stabes. Seine 
Aasbiegung nimmt stetig ab 
und verschwindet schließlich, 

sobald die Kraft P Null wird. Andererseit'^ stellen wir uns jetzt den Stab vor, 
belastet durch eine Druckkraft in der Richtung der Achse des ungebogenen 
Stabes (Fig. 2). Die Kraft sei hinreiohend groß genonunen, um eine seitliche 
Ansbiegiang des Stabendes 
zu erhalten, welche man 
auf irgend eine Weise 
hervorgerufen hat. Wenn 
wir hier die Kraft all- 
m&Uieh Termindem, so 
wird die Ausbiegung 
ebenfalls abnehmen; sie 
verschwindet jedoch nicht 
erst beim Nullwerden der 
Kraft, sondern schon bei 

einem endlichen Werte P derselben, nämlich sobald P herabgesunken ist zu 
dem Eulerschen Wert^-, der „Knickungskraft". Tudem wir die beideü Fälle 
weiter vergleichen, ricliten wir nnsere Aufmerksamkeit auf dir liiegiinfjs- 
iuomente. Das frt>ie Ende de^i gebogenen Stabes sei als Aiitaugspuukt 0 
eines rschtwinkligen Koordinatensystems genommen, dessen dP- Achse die 
Bichtnng der ungebogenen Stabachse hat, sodaß x di>r in dieser Richtung 
gemessene Abstand eines Querschnittes vom Stabende i^t. Die »/-Richtung 
sei positiv nach der konvexen Seite der elastischen Linie, und wir tragen 



Ftf.! 




VIg.«. 



1} Berlin, 187S. S. 168. 
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die Bii'gungsmomente ]\[ als Ordinaten auf. ^) Bei der Qiu'ibelastung, wie 
der erste betrachtete Fall kurz genannt sei, ist die Kurve iler Bi^gongs- 
moraente eine Gerade durch den Ursprung mit der Gleichung 

Setzen wir voraus, daß man statt des Bogens der elastischen Linie die 
Abszisse setzen darf, d. h. nphmen wir eine flache elaRtische Linie nn, so 
sagt die Gkichimg aus: Das Biegungärnomeut ist unabhängig von der Größe 
dar Eiiia«Dkung, die Momentenkunre also vnabldUigig von der elastiMlieii 
Linie. Dem gegmüber atehi im Falle der Kiickungsbelastung die Momenten» 
kurve in einer besonders engen Besielning snr elaetiaehen Linie. Hier irt 
das Biegungsmoment _ 

wo p die Ordinaten der elastischen Linie sind. Die Monientcnkurre ist also 
zur elastischen Linie affin, oder dieae kann bei geeigneter WaU des 
MomentenmaOstabea*) selbst als Homentenkorre angeieben werden. Anders 

ausgedrückt heißt das: Wenn hei der Knkkung^dastung die Kraß P eine 
Ausbiegung zu erhalten imsiandc ist^ so ist ji-de in di/sem Falle mSijVuht^ 
rln^tisdie TAnie sngldch Mommtcnhtrre, weidu' v»} der Kraft (feUcfWt n erden 
muß. In diesem Verhalten liegt die Eigentümiiciikeit gegenüber der Quer- 
belaatung. 

Die weiteren Betrachtungen sollen an den sogen. Normalfall geknüpft 
werden (Fig. 3). Wir nehmen daher die beiden Enden des Stabes voll- 
kommen drehbar an (etwa Spit/en- 
lagerung). Um leruer d«jn Iiibalt 
der eben für die Momentenkurve 
ausgesprochenen Bedingung mdg- 
liehst losgelöst ron unwesentlichem 
Beiwerk darzustellen, benutzen 
wir die Bemerkung Möhrs, daß 
sich die elastische Linie auf- 
fassen U6t ak Seilknrve, welche 
zu der als Belastangsknnre gedeuteten Homsntenknrre gehdrt, wobei als 
Folabstand die Länge EJ zu nehmen ist. Dabei ist E der Elastizitäts- 
modul des Stabmateriales und J das TrJlgheitsmoment des Rtabquerschnittes 
för jene Behwerpnnktachse, um welclie er gedreht wird bei der Biegung. 
Die Frage: welches ist die elastische Linie^ bezw. Moiueiiteukurve, die der 
angegebenen Bedingung Genüge leistet^ nimmt dann die Form an: »ekhe 
BclasfungsTcurve erzeugt »kk selbst als Seilkurtfe. Zur Beantwortung ziehen wir 
die Differentialgleichung der Seilkurve heran . und natürlich läuft so die 
Behandlung dos Fulles schließlich w^ieder auf eine Integration jener Gleichung 
hinaus. Immerhin erscheint die Integration hier in ein Gewand gekleidet, 
weldies sich fOr das Verständnis im meohanischen Sinne weiterhin als nüt«- 
lieh erweisen durfte. Sind ff die Koordinaten eines Punktes der Seil- 
kurve, q die ^edfiseihe Belastung der Horisontalprojektion und H die 

1) In den Figuren ist als Momeotenniafistab lemMaP^tkgm genommen, wo- 
bei 1 cm = Xm der Längeamaflctab ist^ Bodftfi das Moment nmniitubar durch den 
Kraftarm cUu^^tellt wird. , 

S) wie sie oben sehon angenommen wurde. 




Fig. S. 
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Horizontalspaaoaiig oder der Polabstaadf so h»t man als Differentialgleichttng 

der Öeilkarve ^ 

rfar« ff * 

Da diese Linie ihre eigene Beiaatuagskunre abgeben soll, so ist 
zu setsen und demnach 

5P ff 

di*) DifferenÜaigleichung der gesuchteu Kurve. Das allgemeine Integral 
jener ist bekanntlicli 

ff — ^8initi« + A^wtn^x, 
willkfirliclM Konstanten, «j, die Wurseln der Gleichung 

sind, also 



"'1 = + 1/ * 

t.,i ± r i/- 

(Der Ausdruck für das Integral ist riaheliegend. y um Ii gemäß dtr Diffe- 
reutialgleichung eine solche Funktion von x sein, daß sie durch zweimalige 
Differentiation sidb selbst erseugt bis auf einen konstaaten Faktor; aufier- 
dem muß sie im vorliegenden Falle offenbar periodisch sein. Setsct man 
in die Diflferentialgleichung ein, so ergibt sich die Bestimmungsgleicbung 
für «). Die Konstanten A^, A^ sind so zu wählpn, daß den Grenzbedinguugen 
für die Seilkurve Genüge geleistet wird. Da die Kurve durch den Anfangs- 
pankt des Koordinatensystems geht, mnB ihre Gleichung y ^0 Itefeni für 
j; s> 0, sodaft A^^O za setsen ist, und die Gleiohung die Tonn annimmt 

1/ — fsiunx, 

wobei für die Konstante A^^ die Bezeichnuiit; / eingeführt wurde. Die 
Kurte igt eine Smvdwie und, wie man sieht, ist f der grOßte Torkommende 
Wert der Karrenordinate, also die Einsenkung in der Mitte der Sipannweite 

I, als welche die halbe Wellenlänge der Sinuslinie auftritt. 

In der Knrvon<rl*»ichung erscheint als gegebetip Größe der Polabstand 
oder die Horizontalspannung H (mit Rücksicht aut den Ausdruck für «). 
II wird bei Annahme einer bestimmten Form der SeiUnmre im allgemeinen 
abhftngen von der Spannweite und bei symmetrischen Kurren von der GrOße 
der Scheitelordiiiate f. Nehmen wir bei-spielsweise eine Parabel als Seil- 
kurve, deren Hauptai-hse in die Orflinatfiirirhtuni: fflllt. Zn ilir (jphört als 
Belastungäkurve bekanntlich eine (ierade parallel zur ' Achse mit der Gleichung 

— const., und der Polabstand ist H^-^j.. Halt man die Spannweite 

fost. so ist hier also der Polalistand verkehrt proportional zur Sclieitelurdi- 
riate. »Sehen wir uuu darauf hin die Sinuslinie an. Der Zusaniiiienhang 
zwischen JI und / ergibt sich aus der Kurveugleichung durch Einset/.en 
der Endkoordinatmwerte « o, y = /, also /*8ini»^ — 0, woraus 

nl = n 
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folgt. Demnach ist hier 




^ b. die Sitwaime hol als 8eilkurv$ die JEigmscfiaft , daß bei ikr der JM- 
al^ikmd nur abhängt von der SparmweUey nieAt aber von d«r OrÖfie der 

Sdieiielordinate. Mit andern Worten: alle Sinuslinien zwischen denselben 
beiden Endj/nnftien hahrn denselben PoJahHand oder dic.^'Ibe JJorixontal- 
spannujiff^ uie groß oder klein die Seite delordinate auch iein mag. 

Dieses Ergebnis übertragen wir nun auf den FaU der Knickungsbelastung. 
Die DifferentialglMcliniig der elMtiBchen Linie in der Nävi ersehen Form ist 

d*y _Py 
ä»* ^ EJ* 

P 1 

es eatspricht also der Faktor dem jj der Seilkurve. Da, wie früher 

gezeigt, eine im vorliofreiideu Falle mögliche elastische Linie nur jene sein 
kann, welche ihre eigene Momentenkurve ist, so sehen wir zunächst nach 
dem Obigen, daß hier die elaatisdie ünie nur eine Stnuslinie sdn fcanii. 
Die GrOfie der Aiuhiegimg in der Mitte f bleibt willkürlich, weU die obig« 

DiflFereutialgleichung gewonnen ist durch Vertauschung der Bogenlänge mit 
der Abszisse. Jedoc h i>t der Biepnnespfeil f durch die Voraussetzungen 
beschränkt, welche der liülügkeit jener Gleichung zugrunde liegen, und dem- 
gemäß uach früherem klein anzunehmen. Weiter folgt aus dem oben dar- 
gelegten Unostande, dafi bei gegebenem Abstände 2 der Knrrenendpunkte 

jede Sinuslinie zwischen denselben den Polabstand ^, hat, die Anwendimg: 

Eine trgitidtcie eneugie Ausbiegting des dt<(ö>s, und sei heliebig klciriy 

kann nur erhaHm ilethm, fatts die Knichungsbelasfung P so groß ist, daß 

E.f 

der Polabstmid ^ du- notueudige Größe erreicht, also wenn P= und 

— oder = ^J^i ' 

Bleibt die Kraft kleiner als dieser rirenzwert, die „Eulersche Knickungs- 
kraft", so ist sio nicht imstande, das Zurftckgt-hen dfs Stabes in seine ur- 
sprüngliche gerade iibstalt aus> der gebogeueu Form zu verhindern. 

hl der vorgfefOhrten Weise dargestellt, IftBt die Ableitong, glaube ich, 
das Auftreten der Eul erscheu Knickungskraft als emes Gmuswertes un 
mechanischen Sinne überzeugender erscheinen, als wenn rein mathematisch 
die Größe von P^ gefolgert wird. Betreffs der Übereinstimmung der Formel 
mit Versuchaergebnissen muß betont werden, daß eine solche gerade hier 
▼on vom berein meist nicht in vollem Maße erwartet werden kann, weil 
bei diesem eigentftmlichen Belastungsfislle bekanntlieh einerseits sehen eine 
geringe Abänderung der Voraussetzungen die Form der mathematischen Be- 
handlung und damit der Tiösunp' beeinflußt, andererseits aber in einem vor- 
liegenden Falle einiiT"' Verhaitnisse, welche da maBg(d)end im Spu'lc sind, 
ihrer J^atur nach uubekanut bleiben. Eigentlich muß man sagen, dal^ sämt- 
liche Voraussetzungen der EnickuDgrfbrmel tatsldbüch haum oft erfllllt sein 
werden, wenn auch Koßerlich keine Abweidmng wahrzunehmen ist Als 
solche sind s. B. mOglieh die £zzentoit&t der Belastung, eine schon yoi> 
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handene Krttramung der f^tnbaehse, die UnbrimogenitÄt des Stoffes, ans dtm 
der Stab besteht. Besonders dieser letzte Umstand entzieht sich gewöhnlich 
einer strengen Beurteilung und kSnnte schon allem eine Ausbiegung ver- 
anlassen. Genau genommen kann ja nicht von einem Angriffipiukte der 
Knickungslast die Rede sein, sondern man hat eine AngriffsfliLche, in welcher 
eine An7;ahl von Fasern des Stabp? gedrückt werden. Dos Zusammenfallen 
der Druckresultierenden mit der «Stabuchse wird dann bei der stets vor- 
bandenm miTollkommenen Gleichfltrmigkdt des StaJMM nndit Unreichenf 
um ungleiehe Terkürzuugen der gedrOekten Fasern an. vermeiden, womit 
wohl bereits ein Schiefätellen der Querschnitte und AusbiegMi des Stabes 
eingeleitet werden kann. 

Prag, April 1905. _ _ F. Juno. 
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Stuttgart 1906, Metsler. 830 S. JL 5,20. 

Beriebtigiuig vsm mten Hefte dieses Budes. 

8, 67, Z. 12 V. u. j>;irtant «tatt pourtant. 

S. 81, Z. 9 0. pourrait ue pas tendrc statt ne pourrait pas tendre. 
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Hocbhoim, A.« Aufgabeo »a« d«r anaiTüselwn Oeametito d«r £b«a«. Von -f. VUtlkt. 
S. — Btti^err«r. F., Lehitadi 4« ilbiMa TrifoonacM* Mlfe ttglan A«f- 

flhW ood Anwüii'-liin^an thr Ojannatien uni^ tPc^niscTii^ MIttG!-.chnlf!j. Von E. KulMtL 
8. 187. — Sehoster, M., Star»oin«triKb« Auffaben. Vou E. Kulliieli. S. 187. — 
OrUta«, X.., Note a MttlMMti«. E Mrf*. & m - Vriaii. H. d«, Di* 
T.^hre ran der Zentnlprojelctlon Im TierdimeüBionalen R«mne. Vou 1. KnUrieh. S. 188. — - 
Msrtus, C.i Uathtciatitcb« Aafgabeo itiin Oebrtuohe in den obflfstou Kl&uaa höherer 
Lebniitteltea. Ton B. lUkMI. 8. 188. — SAyffarth, W.. Dr. B. Bardvy« metho. 
diteb geordnoie Sunmlunif toti Anf^ben «ns der Elementar- Arithmetflc. Ton B. KalMah. 
8. 189. — Malier, U. uud Ku^nevsky, M., Summluag von Anl||r*t»6n aus dar 
AitthMtikf Trigonometrie und StsraonatH«. Von B. KalMah. S. 180. — ROafll, J., - 
MUtaah dar Staraometri« nabat ahiar Sawlnay ton ObmgMiilbalMB. F«Aks*r, &* 
Lalilwli lar Oaomctria Ar d«n naatbamailaelMB ünterrkiit bd li<lii«raa IMnuMUm, 
Tod I. Knllrlcb. S. 189. — K> ich>il, 0., Tontofo der höheren Analysii und der 
•nalTtbebeii Gaomatria. Von M. kalltlah. 8. 190. — HoffaiaBn, A,, IfatbeaatUelia 
Oaognplito. WtfffhtrdttS., IblbaawtMMOaofnpkra. Oftlfltr,K., AitoeiaalMi« 
OriDcTIi^cn der Inatb•nlatiRc^''n FrrJkiiii'ilf! zun Salbatrarataban nnd tvr rntrrstntzunK 
dM Uiiterrichtaa. V<m^ E> KoUriab. S. 191. — Na»«at, Dia OravitatioQslebre ain 
IMmt Tob 8. Umtm 8. 191 — Hoaek, kvttäm Ar phfiiHHaetia 8elifttew 
Abangan. Von H. Saatar. S. 198 — Waebar, Lahrbaeh dir tf^n ünt/^rrirht in 
dar PbjaUu Ton H. Samter. S. 198. — Loppi, F., Eaaais induetriols w&chluea 
^leetriqOM «t d»i ^riMipe« öloctrog^nfs. Von M. Seheakei. 8. 194. — Marz, l'itber 
prindp« nnirersel de« forcea. Von H. Saaiter. S. 196. — Jonffrat, E., Traitd 
titeantaire do Q^oniätrie a quatre dimensfoiis et introductioo ä la OdofflMfie i A ^ 
dlmenalona. Von 8. Müller. S.196. — Habaniebt, Bodo, niiitiljfi im nutllWMttinllOT 



BafTOndnng einar Morpboloflft d« BlMt» Von V. Uivtf. 8. 196. 
FanMMsUe Mateihrngm W 

1. AcffTsh^n und TrehrsÄt«e. I^snngan. 

A. Auffaban and LubrUtso. 143. Von itnd. math. J. Kra«. S. 197. — 144. Von 



^tmtn. S. 197. — MS. Fm nmipMi. 8. 197. — 14f. FaBHa l iait f; 
8. 197. — 147. Von I. Wlalaltiar. S. 198. ~ 148. Vou B. I^nelar. S. 198. 

B. Lflatmfan. Zq 121 (Oino Loiia) von Qlao Urla. S. 198 — Zu 124 (G. Kobar) 
von W. n«g«Maaa. S. 199. — Za 126 <E. Jabnka) tob W. 8l«gaMU. 8. 200. 



* f. iBftitw »8 AnfemtlM. (F««9 IM 

9. Klainara Notizan. th» dla AUaNn# te BidiMNim bfakaaftHnniL Tw F. ivf> 

Mit 8 Flfuran ta Text 801 

8. B«l dar Badaktlon alngafaacaoa BOobar 207 

Sämmpsb^riOiie dar BerUner MaäumMkm €MIMmfts 

89. Sitiunf Am lÜ. DP7.einb«r 1906 17 

40. Sitzung' am ;^1. JanuRr 1^06 17 

Übar aofenlharta \^[iakfilteiliu)£aa mit Zirkel und Lineal. Von £. LtBjpe. Mit 

«n^uwlBtal tT 

HiiDBfciii DwiiAt Mit MifaMliK MUMUria. T— 8. BfcHiti 17 



Emgelaufm swd und «um Abdruck m dm nächsten Heften gelangen Betträge der Herren: 

■.BMaan, O.VlanttB%T.8kaffear«, CKeKkardt, P. Epit«la,W.fiadt, lL«raf, K.Haaataa«hal, 
T.BajraahJ, R. Wcftvr, J.Henas- CLFaldmAuu. 0. Holimailer, J. Horn, K. Hanratli, A.Harwltai 
14. JtaBlaab, 8. F. ifaaxdata, C laaakrake, A. Siefar, G. Kobar, P. Kokett, K. Eraaie, I. Laadaa, 
iMift, F. lifwH^ W. Iratwitf V. Bala, 0. ValBaar, B. aeyar, W. F. Sayar, G, HUIer, 

J. l^fihetg, ¥. rftr, T. PuHcr. J. Ki-ulr>), F. Tlcigfl, I,. 8m1«< lintz, F. n. SütTord, P. Sahaf. 
baltUa, 4, ScbyBldtj II. SabBaalar, C Sefre, 0. Sflaft, B. 6Ubl, E. Stana, «.tatsalr^ 

A.WiBlli#, m, UMtltMr, X. MtMnfeL 
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Vorias voo B. 6. TEUBNER in LEIPZIG. 



Reformvorschläge für den matheinatiscben und 
naturwissenschaftlichen Unterricht 

Entworfen von der 
üntomohtelroininiBirioii d«r OewUsohaft Deutoohar KatnrfoisolMr und Änto. 

Vebit eiiMa aUgtmniMB Beriobt flW di0 Uihnig» TitiglDBll dnr Kmniniwioa 

von rk o ft wo r II« ttiilBaMr m Iblla «. fl. 

pT Q. 48 8.] gr. 8. IW». gek B. 1.— 

Das allgemeüie Interem«, mit dem die gebildeten Krriie DeotselilMdf tmd 

anderer KiiUnrlrindor die ArbiMten der auf der Breelaaer Naturforsch er- Yerriammlnng 

im Herbst 1904 eingesetzten Unterxichtskommission dex Gesellschaft Deutscher JN^atur- 
ftraober tomd liste beg1eft«D, llit es erwttntolii endieinen. cBe fBr die Neugeetidtujig 

des matheniatisi h-uLiturwiBsenßchuftlirbon Unterricht« dcöf höheren T ehranstalten aut- 

rbeiteten Lehroläne aUgemein zugänglich zu machen. Diesem Wunsche soll durch 
vorliegende MadsiftnsgBbe entqnoäieD irordeu. Sie enthllt nmiehii den von 
Outzmer cor (lisBjnhrigcn NaturforBeher-Yersainriilüii^' in Meitm erstatteten allge- 
meinen Beäoht flber die bishenge Tätigkeit der ILommisiion, in dem die allge- 
m^Beo GedelitqraiiMe, die die Knanueien hei fluoB AiMtm leiteten, «naamineoft- 
liüngerjd dargelegt wcrrlen. Hieran scWicßen eich drei Einzelbcrichte npbst Lehr- 
pliüiea für den mathemetischen, sowie den chemischen und biologischen Unterricht 
•a den nennklassigen bOheren LdutanaleMen. — Mit der Anserbeitong dieser Eintel- 
licricbte hatte dir Kommission eine mathcmatigeh-physikaliacbo und rine rbemisrh- 
bioiogische Subkommission betraut. Die Ergebnisse dieser müheroUeu und zeit» 
raubenden AxlieifeeB worden dann von seiten der (1 nwimliMiDmission dner «iafdModeD 
Becatong nntersogen .md in der verliegenden Fasmmg ehirtiimeig angeaoBunen. 



Methodik der elementaren Arithmetik 

io Verbiiidung mit alg«braf«dnr Analyst 

Ton Dr. Mu Simon, 

Trotamor u te TO tft iw im Stostborg i. B. 

Mit i» Textaguren. [VI u. 108 S.] gr. 8. 19U6, geb. n. .k. 8.20. 

Die vorliegende Schrift bezweukt, den Studierenden die Ziele des arithmetisch- 
algebraischen Unteniidite der nennklassigen höheren Schulen zu zeigen und sie an- 
zuleiten, den zusammenfaseenden Cbierblick auf der oV-nrst ts Stufe methodisch zu 
geben. — Die Schrift zertUllt iu zwei nebt-neinauder heriauteuJe Teile: die Entwick- 
lung des Zablbegriffs vom ^hlen an bis zu den komplexen Zahlen und die Auflösung 
der algL'braiBch auflösbaren Gleichuugen. Der Begrüntliuj^: de« B<:griffiB und der 
Eecbtiungi^rugeln der Rechenzahlen iät besondere 8orgtalt gewidmet, der Verfaaaer hat 
fleh dabei wesentlich an die Georg Cnniorii^e Methode gehalten, weil »ie b. E. 
wcBcutliche Vorzüge vor der Dedekindschen und WeierstraßRoben besitzt. Eine 
geringfügige Modifikation ist durch die Auffassung des Verfassers vom Grensbegriff 
als emer Kategorie d. b. eines irrednzibeln Grundvermögens der Vernunft bedkigt. 
Die ^nze Entwicklnnc; wird bebt-rrscht von der Ausbildung des FtinK'tionsbegrins, 
deaäea zentrale Sk-ilung im Unterricht der Verfasser schon seit mehr als 20 Jahren 
beteiit hat 



Uienm Beilagen von B* Ü, Teftbaer in Lelpxlg^ die wir der Beachtung unserer 
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THEMATH UND PHYS: 

MIT NDERER RÜCKSICET AUF DIE BEDÜRFNISSE 
' ' ' UER AN nÖnEREN UNTERRTCnTSANSTALTEN. 

CH J. A. G :t. 



DRITTE REIHE. 



^f \TT<JrTTFV OESEIXSrfT \ FT. 



E. LAMPE 



W. FRANZ MEYER E. JAHNKE 



10. BAKD. 3. UND 4. (DOPPLl^j ilEFT. 

MIT 0KKBBAI.REOIST1 ^ -10 

MIT M TBZTPIUL'KEN. 

▲USaJECUEBEN AJii i,. .ilI.i 1906. 




LEIPZIG UND BERLIN, 
DKÜCK ÜND VERLAG VON B. 0. TEÜBNEB. 

1906. 



'■ r zam Artinv der Mallituiuuk uiiU i'lijsik, li. Xieiiu', Laua 1—17, 
Jahnke. Mit oincm filOni« nml Rforrnnliio R. Ho^ppi. rxxxi a. 
h. B. Mk. 0 



ARCHIV DER MATHEMATIK UND PHYSIK, 



EUeBAUBOKOXBXH VON E. IiAMFE. W. FBANIS XXYXB UND B. JAHNKE. 
DBUCK um) WR^AQ VON B.O.TXUBBXB IN LETPZIO. FOST8TBA88S S. 



All« für did Bed&ktion bactimmt«n 8«ndu3i«cai (Briefe , U&nualulpte , 
■ «naioDBezsmpl&re n. ■. w.) Bind en den (MOliUtefBilirandan Bedektetir: 

Prof. Dr. E. Jahnke, Berlin W Iß, Ludwigaklrohirtrafla 6« 

■tt richten. XUi nehmen .aber euch Geheimer Becierantmt Prof. Dr. E. Ii am pe in 
Berlin W Ü, l^MenenetraAe 04. und Prof. Dr. W. Pren* Meyer in Königebers i. Pr.. 
Mittel tracheim 61, 8endant«n nür die Bedaktion an. 

BV Die Herren Verfkeaer erhalten unentceltUoh von gr&Aeren Aufafttaen 80 
Unuchla« veraehene Sonderabdrüoke , Ton kleineren Beitricen, MitteUoiuren. 
aionen o. a. w. 10 Abcä«e der betr. Seiten ; eine groflere Ansah! dacecen. ala die 
ma den Heratoll uncB^o*^*'!^ 

BV Jeder Band des Arohirs umlhAi 24 Drackbogen in 4 Heften und koste 
14 Mark; jihrlich aollen nicht mehr ala 6 Xlnsel- Hefte ana«eiteben werden. Alle 
handluncen and Postanatalten nehmen Beatellansen an. 



Die Be4aktioi ersteht die Herren Aatorea, ii ibrea eigenen Interesse itm 
UHfanr der flr das Arcbiv besÜBBtei Maniskrinte nnch Möelirbkeit einsehrfaikeB 
u wollen, dn nnr stiebe eeringei Uafuges Anssicbt btbei. Ii liduter Zeit abredmckt 
II werden. Die ßedakttoi teilt ferner mit, daB sie sieb dtreh den Umfang de« 
ftrlieeenden Mannskrlptennaterials fir die niebste Zeit rerbindert siebt, Inangaral» 
dimerutionen in extenso ins Arebiv aofznnebmea. 
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•i i,uifacts t'ai t. 6egrc, ^ iunu . SC 

i.r 3. Ordnung durch koRiMore Bündel und liHiintart 

nreslaa Sl«, 

Von Alexander fileifhen in Berlin. Mit 
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Sur la gincraiion prqj' 
Über ' ' ' ^euffung der j 

J. Von Rndoir .Stnrni 
Beitrag iur Dioptrik der Atmmt} 
8 Figuren im Text 

RoUüion Cyclids and Lam^t Products. Von F. U. Safford in PbiUdelphia, U. 8. A. 

Bemerkung tu der vorstehenden iV Von Emil Ilaentzsehel in Berlin 

Über P( tdtzeriegung bei vulfachen Linearfaktoren de$ Nennern. Von 

W. k v. .Uejer in Königsberg i. Pr. , . 

Einige JntegraisäUe. Von 0. Spieß in Basel 

The Development of the Theory of Transfi»'fr Xuirl-^rf n»il?p F. B. .Tonrdnin 

(Broadwindsor, Dorset, England) 
Über widerttandstreue Umgestaltung eJel Leitungsneixe {Trav 

Von Josef Hentg in Budapest und i'iarence Feldvann in Delfl. 

Si Figuren im Text 

Üesentionen. Von Panl E))!>U'iu. L. uniuhebl, üiTiiard üciitieubf r;:, b. tlukmuilcr, 
M, Rranse, A. LeMan, Heinritli I ipl»mnTiTi, H. T in«!pnmnnTi. F. Vcfti». ]\. ^nmtfr. 
A. Seboeaflies, A. Wangerin 

Catäro, Ernesto, ElomcntarM Lehrbuch der alfebraischoo AoAl3*»ii ood der i 
tetlinallreebiiang. Tod 0. HolmBUer. — Hadamard, J., Ltfoos f- 

propagation des ondos et f«» • rifiationsd« . . ...namiqno. Von A. Waagerla. S. S<' 
Fönet, B. A., L«9oni ' ras sar la thöorie des fonotioDS aoaljtiqnu. Se. 

parü«. To- "''"ripk Lui.aii.uu. S. 809. — Lobstsehofikijf , N ' ^ 
n«onietrie'' >awtndong dsr Imafrioiroa Geotnstrie auf einige ii 

Psal E|H»(eia. 6. 810. — Lejeuns-Dirichlets, 0., Vorlsiaofren Qbor di« Lehr» 
Ton den «Inf n ' ■ ' • < - ' estiniinteo Intefnlen. Von PaolBpttcla. S. 811. — 
Schwalbe. ie. Ton B. 8a»ter. 8.818. — Hftflcr, Alof*. 

Phjiik mit Zus&tzen aui der ugew^andten Mtthcmatik, aas der Logik an ' 
Voo l.6riB»eU. S. 314. — LlebmAnn, Heinrich, Nicbteuklidleche Gt- . in . 
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Sur la gön^ratioa projective des surfaces cubiques. 



Extnit d*mie lettre adr e t roo ä M. le Prof. B. Stam; 

Par M. C. S£OB£, a Törin. 

Dam Totre admnable biograpHe de GremonA*) ü y a im paesage 
rar lea nrfaeei du 3* ordre^ anqnel je Youinia, avee TOtre pennieaiony 
^lottter qaelquea ^clairciaeements ponr lea lectenrs de VAnMv. 

En analysant le m^oire de Gremona*), apr^ aToir parl^ de la 
repi^sentation de ces BDifacee mxt im pltti, yona dites (p. 200): 

„Um mm m arkammf daß jede kubische Flädte ao äiAüdbar ist, 
wird der Verm^ gema^, gu beweisen, daß jede durdi drei TuXUneaft 
Bündd ereeugt teerden kann, welcJie Erzeugung, wie Clebsch gezeigt 
hat*), m einer eindeuHgen AkbUdung führt Aber dieser Beweis (Nr. 118)*) 
muß als nicht gelungen angesehen werden. Die Fläche wird zunächst 
dmrch duploprojektlie (oder trilineare) I^tenenbüscltel (nach August) er- 
eeugtf aber die ümwandluyuj dieser Erseugung in diejenige durdt koUp- 
neare Efmekbündd ist mehi richtig. Diese Erseagmg ist mdtt immer 
möglich." 

Or, il est bien vrai (inutile de le dire, apres vons!) quo la de- 
in onstration de Cremona n'est pas complete. Oependaiit oii peut ajouter 
qae Tidde, sur laquelle eile a'appuie, est träs bonne et capable de porter 
aa resultat voulal 

11 s'agit preoisement de la consideration que Gremoua fait vors 
la fin de ce n". 118, de trois fniscraux de plans duplo-projectifs, ou 
tnlineaires, comme cas particiüier de trois reaeaux (Bündel) projectLfs. 

Cette consid» ratiun u'est pas bien expliquee par Cremona; et 
lorequ'il dit d'appliquer la methode exposee an n". 45') pour snbstituer 

1) AreliiT dw Hath. n. Ffa. (8) 8, 1904, p. 11 et 196. 

2' Memoire de geometri'e pure sur Us surfaces du troisieme ordre. Journ. fOr 
Math. 68, 1868, p. 1. — II e-,t reprodnit, commt^ IV.n sait, dans les Grundzüge einer 
aügemeintn Theorie der Überfiddien in synthettsd^r Jiehandlung, Berlin It5l0. 

9) Joam. m Math. 66, 1866, p. 86». 

4) Ormdtßge Nr. 8S0. 

6) Grmdsiige Nr. 154. 

AnUv 4v MalhMMtik nd Plqralk. m.B«ibe X 14 
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C. Sbokb: 



auz troM ftutceanx troii r^eatox geii^nx projectifs, on ne Toit pM 
bien comment eette m^ode pourtait s'appliquer. 

Mais on anriTe i ceU lan« diffionltl an moyen de la repr^entatton 
analytiqual II eet bQt que Crem ob a se sera inspir^ des coiisid6»tio]iB 
analytiquei des geomitm anglais^) dana l'etade syntli^tiqae qu'il a 
fiute, dans le Memoirt et daos lee Prdminarif dee eonrbes et aaifiM»« 
engendr^ par des syat^es projectifs, ou, plus en general, repreaent^ 
par dea matrices. La possibilite, pour de toUea Tarietös, de changer 
lea ayst^mes projectifs generatears, posaibilit^ qne Oremona demoniare 
g^m^triqaement, dana le caa de trois rdaeanz, aa n^45 cit^, est ivi- 
deate dana la repreaentation analytique. 

D'ailleura, loraquW engendre tine aorfiMse onbiqne generale JF* par 
dea faiaceanz trilin^abea, Augnat*) remarqne qu'on peut repieaenier 
caa faiaceanx par dea ^quationa 

la eorreepondance irilin^aire etant ezprim^ par: 

(2) Xfiv^l. 

11 b euHuit que la surfactj sera representee par 

(3) A^B^C^-^Ä^B^Ct'^O, 

C'eat joatement i'equation d'une JF^ generale, i^pportee a deux 
tri^dres conjugn^s, qae Cayley (en coUaboration ayec Salmon?) avait 
donn^e en 1849.') On la lencontre ploa tard dana tm memoire bien 
eonnu de Sebllfli^), qoi fiit anr eile (p. 114) la remarque auiTante.*) 
On peat ^rire (3) ainai: 

(4) 0 ^, -0. 

^ Q (7, 0 I 

1) Cayley, On the order of certain Systems of Alge^aieäl Equations, Cambr 
and Dul)l. Math Jouni 4, lS4y, p. 132 ^— Coli Math. Papers I p. 457). — 
SaliuoQ, Oti Ulf ordci ()/' crtdiii Systems of l^quationSf Quart. Joom. 1, 1067, 
p. 246. — Puis, lea trsitoa de Salm od. 

8) Diaquüitiane» de superficidm UrtU oriini». Berlin 1869. 

8) Ow Ite frtjrie tangem fkatte» of 8wffaees of tihe Ümrd Order , Ganbr.- and 

Dahl. Math. Journ. 4 p. 118 (<- CoU. Math. Paperai p. 445). La döclaration de 
Cayley, ü la fin de ce memoire, ent relative ü la coUaboration avec Salmon. 
D'apr^s eile, il me semble qu'oo puis»e bien uttribuer cett<2 e<|UBtiou a Cayley. 

i) An Attempt to Determine the Ticenty- Seien Lines upoti a Surface of the 
Uvird Order, etc. Quart. Jovra. 8, 1868, p. 65 et 110. 

6) W. Frant Meyer la rel^Te auwi, ma n*>. 7 de soa projet d'article tur lee 
•uifteee cabiqnee, ponr I^Sneydopädie der maik, W.^ 1898. 
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\k B ^par combinaisons lineaires des lignes et des colonnes» ( c est-ä- 
•iire eo maltipliant par uu dt termiiiaüt cubique, a elemeuts constants), 
00 tire ]* forme plus generale: 

• r B t \ 

.» ; r' f j - 0. 

?ir snite les diÜVrents points de la jP correspondent aux rapporU 
i'.^.f au moyen des formules: 

ar -r ßa -t- yt — 0 

«r"' + + yt " - 0. 

Ob leeonoait dana cea eqiuitioiia la generation qae Grassmanii arait 
ftit oosnaitr« en 1855 da la mir&oe cnbique par trois r^seanz pro- 
jeetüi de plans. En ^et, ai les eombmaiBona Imeaires dont parle 
ScMifli, sont fidtes «Tee des ooefficiente conTenablee (g^i^ux), on 
obtieoi qua r, s, t soient Un^airemenft md^pendantB, 6'est4-dire qu'Us 
dciennmeiit an viiMlU reseaa de plana. Et de m^me ponr lea denz 
mm leMauz (6)< D j a done id une demonatzation de la poesibi- 
lite d'appliquer )a g^i^tion de Graaamann ^ tonie generale. 
Ihn Sckläfli n*en parle pas dana ion m^moiial ü so bome & tirer 
da eqnationa (6) dea eonaeqnencaa aar les droitea de la surface, les 
iiaäSMx\ etc. 

Cependant nooa sarons i-present, par les leibres de Schlifli & 
Steiaer*), qne SchUfli arait trte bien tu, dto 1854, comment la 
pQ«QnIite de repr^senter la aorface cubique par Teqnation (5) ou (3) 
«otniae comme eons^nence la g^n^tion par trois reseanz projectifs 

plsns. n disait mtoe (dans la 3* lettre dt^) qua de T^nation 
13) QU pent paaaer aaz faiaoeauz (1), li^ par (2), et de eenz^ei par 
■nhiplicatioii anz reseanz projecti£i (6). 

Or, oe qne Gremona a Tooln faire ponr arriver g^m^triqnement 
U generation de Grass mann, revient anssi preciaement an paasage des 
^sstions (1) et (3) anz (6), oorrespondant k la tranaformation de (4) 

• 

1) Die stercometrisdien Gleichungen dritten Grades und die dadur<Ji erzeugten 
dterfluehen, Jonm. iBr Math. 49 p.47 Ges. Werk«, S. Bd., 1* Th., p. 180). 
^ tamil poxte la daie de jnillet 18ftS. 

f} „Der Sriefii echsel zirischen Jakob Steiner und Ludwig Schläfli", 
^Hffffgfhen ron J. II. Graf: Mitteilnngr^n der natiirforsch Oesf^llfrli. B'-ru ISyi. 
^oii ies lettre« de Scbläfli 27 Mai, 7 Juin et 2y Nov. 1854, aux itiigen I3rt, 137, 
Iii i^C'est ^ndemment par uae faute d'impresjsion <j[ue la 3' lettre porte ponr 
^ ^Steiner ow Behläfli" ) 

14* 
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en (5). C'est donc une voie boime! Le passage par les faisceaux de 
plans en correspondnnce tiilineaire (obtenus cn projetant la par trois 
de ses droites, qui ne se coupent pas) doniie un moven simple et siir 
pour demontrer geometriqueiuent la generatiou par trois reseaux pro- 
jectifs de plans. Nul doute que le raisoimement geometrique de Cre- 
mona ne puisse se completer! 

Quant ä la possibilite — dont vous dites un mot — de cette 
g^neration, veuillez remarquer que Gremona avertit bien*): P) qu*il 
sagit de la generale, c'est-ä-dire sans points doubles; 2^) que Ton 
fait abstraction de la realite des elemeots. 

A-t-on recherch^ si — tont en eonflerrant cette 2* i^seire — an 
pent Öter la 1*; c'eet-a^dire ei la g^n^ration de Grassmann a'^tend ä 
iMiika les F* skigiäiMi Je ne le eaia pas. Mais e*e8t ime zecherehe 
qui porte & an r&mltat bien simple. Dans lliypothtee qu'ime sorface 
eabique puisse ftbre engeudree par trois r&eanx projectifs (6), on pourra 
tonjours (comme le remarque anssi Schlafli) tronver des Tsleurs a, 
ß, y (oü par ex. « 4- 0) tefles que les plans (6) correspondanis se cou- 
pent suiTant nne droite, c'est-ä*dire telles qn'on ait identiqnement 

k {ar + ßs + yt) + k' (ar H ) + /;" {ar" + ••.) = 0, 

en designaut par Z*', l " des eonstantes convenables (et par ex. ^* 4* 0). 
Alors requation (Ö) de la surface pourra se trausformer ainsi: 

(7) «r' 4- + y«' «' t' -0. 

11 s'ensuit que la devra contenir, non seulement la droite dejä con- 
mais anssi l'antre 

jfe« + r»' 4- fc"»" - 0, jfct + rr + *"f " - o. 

ür, si ces droites ii vw furmeut qu'une ßeule, 1 equalion (7) prouve 
qu'elle sera une droue tloitble de la surface: par suite celle-ei contiendra 
oo droites. Donc: la surface cuhiqm qui mntimi une seuie droite, c'cst- 
ü-dirc'^) la surfaec qui a un point uniptmmlre iel que les 3 droifes pom- 
sani par lui cömcidcnt {surfacea de 4® classe, espcce XX dam la classi- 

1) Yüir la Dote ä la fin de la page 1 du Mimeire\ pvM le oommenoement dn 

n"llB cit^, et la note relative. 

2) Salmon, On tbe triple tangent riaocs to a Surface of the third Order, 
Gsmbr. aad Dubl Math. Jouin. 4, 1849, p. 252 (Voir ä la page 258.) — Sohlüfli, 
On ike dktnbiaim af Surface» of ihc ThM Order kao 8pecie$, etc. Pbil. Tnnt. 16» 
(186S) p. m. 
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fieaHen de Sehläßt), ne pmU pas äre tngtndr» par tnns reseaux pro- 
jeeüfs de pUais. 

t^esi lä la eetde swfaee eubique qui ne puiese Hre ettjfmdrSe 
amst/ Gar, poor tonte antro 6xm4e de pointB multiples, il j ama 
oertaiiiem^t') im point double ou tripl^ par lequel paaseikt deux droitee 
Otlimeles de la sur&ce. Soient Xi^x^^O et jP| * it, — 0 ces deux 
droites. On Toit alon fiKsilement qu'ou pent repreaenter la F* ainsi 

|0 :r,| 
{x^ r 8 [ 

oA Pf f*| e sont des fonetiouB lin^res des eoordonnees. Cöia proaye 
mon BSBeition. 

Je reviens aux generations de la surface cubique generale par fais- 
ceaux trümeaine et par r^attx projeetifs. Dans le memoire cite de 
ÖraBsmann on troare plusieors gene'rations de cette surface (sans la 
demonstiation de leur validite generale), embrassees dans lenonce sui- 
vant: -Der DurclmhniU dreier aus einem Gebilde zweiter Stufe durch 
Frojektimt Meithnrer Ebencnbüschel ist rinr Oberflärhr dritter Ordnnnff.* 
hi, pour Grassniann, le moi <• Ebenenbüschrh s'applique ä deux es- 
pt'ces (Stufen) de formes geometriques: les faisceaux et les rcseaux de 
plans. 

Vous avez dejli remarque depuis longtenips') que, si Ion prend 
lä trois faisceaux de plans, on a la generation de la jP par faisceaux 
trüineaires retrouvee par August. Et les autres cas — non pas seule- 
ment celui classique des trois ri-s» aux, iiiais aussi « eux de deux reseaux 
et un faifcfau, ou hien dun reseau et deux faisceaux! — sont aussi 
tres reniarquables.^ I — Mais ce qui me semble Burtoiit digne d attention, 
Gest le fait, ea ligne generale, de püser un lien projectif, c'est-ü dire 
par voie de projectious et sections, non pas seulement entre des formes 
{Gdfilde) de m§me espece {Stufe), comme ron foisait ayant Orassmann, 
■lais aum enire des formes d'espcces diff'eretiiee. 

La ooDsideration des projectivites entre de telles formes ne jouit 
pas, m§me ehez les autenrs moderaes^ d'une grande &Teur: tandis qu*elle 
pottrtait souTent (tre trte utile. 

1) Voir, par exemple, Schläfli, loc. cit. 

2'' Dans la biographie de GraBsinann, Math Annalen M, 1^^78, |). 1 : voir 
la fin de ia page l'J. — Voir aussi, puur les oitferentea generations des »urtaces 
cubique«: Statin, Math. Ann. SS, 1884, p. 308 et 699. 

S} Aiaii Schröter (Joom. fäx Math. 96, 1884, p. 288) dit qne ce» deux coa- 
itnetioiM jytwr den frShertn «MflMeftt «loeft den Vonug verdienen." 
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Elle revient — on le taii — a considerer des projectiYites «i^m- 
Ueres ou d^g^n^ees entre des fomes de m^e egpkee.^) 

SnpposoiiSy par exemple, pour roster dans 1«« applicafioiil aas anr- 
faces cubiques, qne Ton ait un r^sean de plane 

(9) «r + /J« + yt — 0 

en cocreBpondaiioe projectt?e arec tnie antra fonne de 2* espece, par ex. 
im plan äoni j^indiqttend par A^A,^, lea coordonneea des points. 
Aloia les ußy eennit des fonuea lineaizeB des A; et, en lea aubstitnant 
dans (9), r^quation du r^seau prendra la forme 

(10) A,P, 4-;.,P, + A,P, = 0. 

On au) a iin»^ nnieration dans la cori espondance s'il arrive que, dans 
cette equation (^lU), Twue des formp'^ F^ vienne ä manquer: on pKis 
generalement s'il arhre que ces foriiitiS rieiment ä etre liees par une 
identite lineaire 

(11) ^x/^j + ZtP. + i,P.^O. 

Alora lea plana (10) correspondant i des pointa {liX^X^ generaux for- 
meront seulemant nti faisccau, et non plus im reaean! Seuleraent le 
point sera exceptionnel; car le plai; qui lui eorrespond dana le 

reBeau, sera completement indetermine. A chaque plan du faiaeeau cor* 
reapondront dans lea oo^ pointa d une droite paasanfc par le poiBt 
exceptionnel et la correspondance donnee ae reduira a une projecti- 
y'iU entre le faisceau de plana et le foiscean dea droitea de 2J pasaani 
par l. — Ou. peut poser 

üti A 9i B donnent denx plana du faiaeeau. Alora on aura 

oü 14 aont dea formes lin^airea connnes de AjA^A,. Ces expresaiana 
des f( en fonetiona dea Jl donnent une repr^sentation directe da la pn^ 
jectiTite entre le faisoeau de plana et la fonne £ 

D'aprto cela, on comprend bien quelle aorfce de lien on obtieat 
entre deuz ou trois formes, ai on lea suppoae toutea en oorxeapondance 
projectiye ayec S. 

Supposons qu'il a'agiase de trois ^i«<*o*n'r Alora on pourra re> 
presenter lea parametrea non homogenes de leun plana fi, : ft,, etc., 

1) 11 est remarquabie que Schläfli, daos ia, lettre Citee du 29 Nov. 1854, 
coiuid^ ansri les ^ustioiu (1), viw 1» condition (2), coBme nprdsentaut trois 
reseaux (JJbeucngehüsche) luojectifB di6g6aM». „Von den Ultsterm üt fMUA jedt» 
(;dt':i^rJi in einen Ebenmhmchel ausgeartet, aber ihre gegmseiH^ Baidlmitg i«t docft 
(Uejauge dreier pruieOiviechen Ebenaufebütehe . . 
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oomme qnotientB de foimos lin^uree en A^A^A,. De lä, en fliminimt 
ces denii^res TariaUee, on tire nne ^Qation trilin^aiie entre oea par»- 
metrea. C'eat la reprteitatioii diieete de la comepondanoe trilm^aire 
entre lee troia üuaoeauz. 

BeTenons nne demi^ foia aux anr&cea eabiquea. Lonqn'on re* 
prtaite nne par nne ^qnation-d^teminaiit 

(12) 1^*1-0, ('.».1.1.« 

oü les sout des formes lineaires de JJj, . • . x^, il convient de con- 
siderer en m&me temps reqnation 

(13) ^A,<i,^„-0. 

f.k 

En y fixant jUi^tjftj, eile represente, avec ies parametres variables A, AjAj, 
un reseau de plans. Et en changeant successivenipnt les n, on obtient 
de (13) un Systeme lineaire oo^ de r/'scauXf projecti/s entre eux, en pre- 
nant corame correspondants le^i plans qui proviennent des memes va- 
leurs des A. La peut etre engendree par trois quelconques de ces 
reseaux. Or on peut toiijours determiner les u de fa^on que le ref?eau 
correspondant se reduiae ä un faisceau, c'est-a-dire (jue \ea trois ]>laa9 
£fi^Än, £(i^Bf,^, A'uj. vl,^ se rencontrent .-.uivaut une droite: uue droite 
de la surface! II y a um-si, daus le Systeme cv- de reseaux en 
general, 6 reseaux qui degenerent cu des faisceaux de plans. On peut 
en prendre 0, 1, 2, 3 parmi les trois reseaux ayec lesquele on yeut en> 
gendrer l&I*: et on aura les quatredÜfiärentesgen^raläonBdeGraaBmftnnl 

De tels ayst^mee üneaires de formes projectives, analogues ä (13), 
se pr^sentent natoreUemeiit daaa T^de de toutea lee Tari^i^ alge'bri- 
ques, qui peuTent 6tre repr^senWea par dea matriees k Omenta lineaires. 
M. Scbnr a appele Tattention snr enx*); et M. Beye en a £ut plna 
lard nne kige ^ude.*) Ii y a lien, ansii en mSoiM, de eondd^rer, 
dana oea ayatbrnes, dea formea d^n^r^ea en formes d'esptee infiSrieare. 
Alora il arrive encore qne lea Uena entre plusieurB de ces formea ae 
rddniaent, par d^n^ration, non aenlement ä dea projectivitea entre 
lee formes inf^rieurea, maia snasi a des telationa plnriÜn^aiFee. G'est 
Iii nB fait, qni ne me semble paa avoir attir^ suffiaamment Tattention 
dea geom^tree: les oonrespondancea plnrilineairea» comme relationa pro- 
jectivea deg^n&f^ entre des formes d'eap^ supMeure. 

Turin, le 26 mars 1906. 

1) Iber die durch coUineare GrundgebUde erzeugten Kurven und Flächen. 
Math. Ann. 18, 1881, p. 1. 

S) Über Unean Mannigfaltigkeiten pmftJtlioer Sbmetibtae^ und coKmrarer 
Mifel oder JUhMie. Joam. fttr Math. 104—108 (1889 et ttiiv.} 
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trber die Erzengnng der Fläclie 3. Ordnung dnrcll 
kollineare Bündel UEd trilineare BüsclieL 

Von Rudolf Stürm in Breslau. 

Idi habe Hem Segre einige Betraobtungen, sn denen sem Auf- 
eats mich angeregt, mitgeteilt nnd erlanbe mir, sie hier im Anscblaft 
an denielben su yeFdffentlichen. 

!• Cremona wOnaeht in Kr. 118 der Preiaacbeit Uber die Flidiöi 
8. Ordnung^) darzntnn, daB jede solche Fliehe durch kollineare (oder, wie 
er sagt, projektive) EbenenbQadel eneagt werden kann. Er geht Ton. 
der Erzeugung dnreh trilineare Bbenenbflachel um drei windschiefe Ge^ 
roden der FU^ ans und glaubt, diese in Jene Erzeugung umgewandelt 
an haben.') 

Wenn ich an der aitierben Stelle meines Nachrufs gesagt habe: 
j^iese Eraeuguug (durch kollineare B&ndel) ist nicht immer möglich,'' 
so ist das geschrieben im Hinblick auf den Umstand, daß die eine der 
fünf Gattungen der kubischen Fläche, nämlich diejenij^ mit 3 reellen 
Geraden, die ein Dreiseit bilden, und 24 punktierten, reeÜ durch kol- 

1) Joum. f. Math. Bd. 68 S. 1; oder Nr. 2S0 der „GnmdsQge einer allgemeiiieti 
Theorie der Oberflachen" (Berlin 1870). 

2) Aber in dieser Erörterung beüodet sich ein Fehler. Cremona erkennt 
richtig, daß man die drei Bäachel projekÜT 80 auf drei Strahlenbüschel einer 
Ebene S bestehen kann, daft den drei Ebenen eiaer Tente der Trilinearitit (dio 
je einen Punkt der Fluche liefert) drei in einen Punkt zusammenlaufende Strahlen 
dieeer Bflaob^ sugeordnet Bind. Nachdem er nun drei Temen hergestellt hat: 

A^f A^f A^^ Alf A^ A^i A^t 4Jf, 
glaubt er eine weitere Tenie dnrch die ProjektiTität: 

""^i -^i -^i -^l /\ -^t-^i -^s ''^2 A .-^s -^s-^s -^s' 

zu erhalteu. Aber erstens laufen nicht, wie er behauptet, die den Ebenen Ai\ 
A'i, Ä'^' entspreidkendeD SIndilen in einen Punkt smammen. Zwi^tene wfirdea, 
anoh wenn man hierduidi eine Teme erhielte, sieh deren nur os>^ e^ben, 
wiibrend oo' erforderlich «ind. Und wie die üniwandlnng in kollineare Bflndel 
erfolgt ist, ist nicht zn ersehen. 

Tat.>;Uhlich gibt es unter den cv..' T*"^non der Trilinearilät zwei Systeme 
von oj' Keiben von je oo* Temen, deren Kiemeute die liüächel projektiv durch- 
lanfen (London, Mi^lien. Annalen Bd. 44, S. S76); aber Msei Temen, nidit drei, 
bestimmen eine solche Reihe ans jedem Systeme. Die beiden Nette von kabischea 
Raumkurven auf der FIftdie, die im folgenden vorkommen werden, fahren au 
diesen STStemeo. 
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lineare Biiiidel nicht erzeugt werdou kaun.'j Als ich dies achrieb, 
hatte ich übersehen, daß Cremoua seiner gegenteiligen Behauptung 
die Anmerkung hinzugefügt hat, dafi Ton der Realität der Elemente 
ftbg^ehen werden müsse. 

Warn man das tut, so kann man mm Beweise der Möglichkeit 
itr SrMmgung jeder gegd^enen Fläche $. Ordnung durch kolUneare Bündel 
einfaeh in folgender W«Be gelangen. 

Biei windsehiefe GflndoL der Fliehe — Ton denen aleo nieht 
fcdnngi wird, dafi ne älmüicb reell eind — seien benuiit: 

Es eibt 6 Geraden auf der Fläche, welche gegen alle drei 
windschief emd; nnd diese serfiJlen in zwei Tripel Ton je drei wind- 
•Bfaiefiin; 

«4» «»t »4» öi> «i, 

dnreh welche jenes Tripel je su einem Sezkupel Terrollstandigt werden 
kuuL*) Sollen die drei Geraden a^, a,, a, fttr die drei erzeugenden 
kollmauen Bündel solehe sein, in welche entsprechende Ebenen xn- 
sammeBlnnfm, nnd deren es bekanntlich 6 gibt, die alle gegen einander 
windsdiiirf sind, so müssen entweder a^, a^, oder a^', die Übrigwi 
S0ui; wir sehen, die dici Geraden aj, o,, o, führen, wenn sie sich in 
dem ausgeaeichneten Seztupel befinden sollen, an swei wesentlich Ter* 
sdiiedemen Systemen ron Ersei^ngen durch koUmeare Bfindel> Nehmen 
wir ans dem ersten Tripel eine Gerade, etwa a^, nnd sind dann 
Of 0\ 0'\ drei beliebige Punkte der Flicbe, so haben wir ihre Bfindel 
so kolllnear zu machen, daß die nach On a^, gehenden Ebenen 
«tapj ec h end sind. Die dadurch erzeugte Flache 3. Ordnung ist mit 
der gegebenen identisch; denn wir können fOr beide eine gemeinsame 
Karre 13. Ordnung nachweisen, die vier Geraden nnd die drei Raum- 
ioniTen 3. Ordnung^ welche durch je swei der Bündel entstehen und 
daher auf der neuen FlSche liegen. Jede yon ihnen trifft die Geraden 
des ausgezeichneten Sextupels, also 0 die zu ihm gehdrigen Tier Geraden 
in swei Punkten, geht durch die betreffenden Scheitel, hat daher mit 
der gegebenen Fläche 10 Punkte gemeinsam und liegt auf ihr. 

Daß nun nach Og auch entsprechende Ebenen gehen, folgt 
daraus, daß ii^ auf allein durch a^, zu einem Seztupel 

I) Vergl. meine Flächen 3. Ordnung S. 317, lowio Cremoua« Abhaadlaog 
ielbat Nr. 160 (bezw. Nr. 372 der GrandsOge). 

Über die negativen Eigenehafteii dieser Oattung habe itsh mielt Mnecdinga 
«ciaBect. Jahiesbeiielit der DeatMbea Matheinatiker-Vereiiiigaog Bd. S.M. 

9) FIftohen dritter Ordaang 8. 50. 
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▼erroDstaDdigt werden können, dies also dea anageaeidmete sein 
mnß.*) 

Drei windschiefe Geraden a, der Fliehe haben nns also 

zu swei Systemen von je oo' koUineaien Bfindeln» j^etien von koUinearai 
Bflndeln'', nnd ro je oo* Eisengangen der JF** dnrdi drei solehe BfindeA 
geführt^ in denen aUen entsprechende Ebenen nach jenen Geraden gehen. 
Ans den drei Geraden kann anderseits die FlSehe auf etne Weise dnieh 
trilineare Bflschel erzeugt werden; diese Eraeognng geht nicht als 
SpesialfbU in eins oder das andere jener Systeme ein. 

8. Dasn wollen wir ein solches System etwss genaner betraditen. 
Zu allen seinen Ersengungen gehdrt das ansgeseichnete Seztnpel: 

Ol, O,, Oj,, . . . Og, 

nach dessen Geradf^n in allen entsprechende £ bauen gehen} wir Ter- 
ToUständigen es zu einer Doppelsechs: 

Die kubischen Raumkurven, welche durch je zw* i d« r Riindel er- 
zeugt werden, treffen, wie schon bemerkt, die Geraden a zweimal, also 
die Geraden b gar nicht.*! 

Wir gehen nun von einer bestimmten Erzeugung des Systems 
aus; die Bündelscheitel seicu U, 0 , 0 '. Es sei 7v^ die kubische iiaum- 
kurve, welche durch die Kiindel 0' und 0" entsteht, so können wir 

etwa den Scheitel 0" durch irgend einen Punkt 0" dieser Kurve er- 
setzen; di'i Bündel um 0" wird, Termittel.s der Kurve, den Büudeln 
0', O" kollinear, indem solche Ebenen der drei Bündr ], welche nach 
der nämlichen Doppel??ekante der 7?' gehen, entsprechend sind} and m.- 
folge dessen wird er auch kollinear zu 0. 

1) Ton den beiden Systemen von Eneogangen durch koiliiiMie Bfindri 
ist das eine von Herrn Segre in den Fonnehi (1) bis (6) daigeetoUt; di« andere 
Detenninatttenfonn : ,^ . . 

ic;, c„ 0 

der FlRehengleaelinBg liefert du andei«. 

2) FlBdien dritter Ordnung- S 191. — IHo HauptergebusM dee Folgenden 
■ind echon aMspresprochen von Schur, Math, Annalen Rd. 18 S. i und Reye, 
Journal f. Math. Hd. 104 S. 225, welche Schriften ja auch von Segre erwUhnt 
wetden (sowie auch: Geometrie der Lage 8. Auü. Bd. Iii 7. Vortrag}. Mir 
hemmt es hier dnnnf ui« m emseiMN die Aeeazimkg der Bfindel In Bfiieh«! 
TonnfBhien. 
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Jetzt sei ein beliebiger Punkt 0 auf der Flache genommen; er sei 
d«r Schnittpunkt der drei entsprechenden Ebenen a, a', a" aus 0, 0\ 0" 

uid der Ebene a" ans 0"; ferner a der Strahl OD, a', a" die ihm 
entsprechenden Strahlen, in a" gelegen. Wir betrachten die Regel- 
whar p', die durch die projektiyen Büschel a'f a" entsteht-, ihre Ge- 
raden sind sämtlich Doppelsekanten von JJ'; zu ihnen gehört ua", 
welche dnrch C geht} also läuft dvrch diesen Punkt eine Gerade ä" 

der Leitsdiar; als 0" nehmen wir nun ihren Schnitt mit i2* In der 

EoUineation des Bfindels Ö" au den BOndehi 0\ 0" ist ä'' den a\ a" 

entepreohend; denn die Ebenen, welche ans 0', 0", 0" die Geraden der 
Regelschar ^' projizieren, gehen bezw. durch a', a'\ ä". Daher sind 
in der Kollineation swisc^n 0 and 0" die Strahle a nnd ä" ent- 
sprechend; folglich liegt ihr Schnitt O auf der durch diese BOndel 
erzeugten kubisehoi Ranmknrve J?*; und auf ihr können wir nun 
wieder Ö" nach D Verlan, also in den beliebigen Punkt Ton -F*^); 
und so können die ursprünglichen Scheitel in hdiebige Punkte der 
Fl&che verlegt wwden; wir hahen das Nets kollinearer Bündel und 
die CO* Exzeugungen des Systems. 

Die Geraden des zugehörigen Seztupels % . . . treffen die 12* und 
jede der oo' analogen, zu denen die oo* Bündel zu zweien führen, zweimal 

Legen wir 0" in einen der Begegnungspunkte etwa mit a^, so erhalten 
wir nüAi einen ausartenden Bündd, nicht einmal eine ausartende 
KoUineation. Den Ebenen ans 0', 0" nach der Doppelsekante 
entspricht nicht eine unbestinimte Ebene von 0", sondern die Ebene 

durch und die Tangente lu O" an R', welche ja den Strahlen 0 0" j 
0 "0" eutspricht und daher in jener Eht ue liegen muß. 

3. Dagegen werden wir durch eiueii Punkt 0, welcher auf einer 
der 6 Geraden h^, . . . h^. liegt, zur gewihischton Ausartung kommen. 
Darauf weist sclion de»- Umstand hin, daß die Kurven H' diesen Ge- 
raden h nicht heg um ii wir also rennutlich auf eine derselben nur 
duTcli eine solche 7i ' !j:*4ungeu, zu der sie selbst gehört. 

Sellen wir zunächst zu, wie die (lerade entsteht; wir wissen, 
sie — und sie allein auf F* — trifft a„ . . n,-. «^''^'i' nicht Uy Dem 
Kegel 2. Grades aus O, welcher a,, a^, . . . n,- berührt, korrespondieren die 
analog beschaffenen Kegel 2. Grades in 0 , O ". Drei entsprechende 
Kegel "2. Grades in den drei Bündeln erzeugen durch die Schnitte ihrer 
homologen Berührungsebenen eine Kurve 6. Ordnung; denn «ie haben 

1^ Reye, Geometrie der Lage 1. Auf]. Bd. II S. 176, 8. Aufl. Bd. HI T. Tor- 
trag, sowie Sturm, Math. Abu, Bd. 12 S. 293. 
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je 6 Tangeniialobeneii mit den entsprechenden Kegeln 3. Klasse gemein, 

welche einen ebenen Schnitt der Fläche enseiigen.^) Bei unsem 
3 Kegeln 2, Grades aber spalten sieh Tom Erzeugnisse die ö Geraden 
Oft' ' ab, und es bleibt als eigentliches Erzeugnis eine Gerade^ die 
auf jeder Ton jen^ einen Punkt hat, also die Gerade h^. 

Von drei entsprechenden Ebenenbüscheln der Bündel gehen an 
jeno Kegel je zwei Berühningsebenen; also treffen nllo "«c' kubischen 
Raunikiirven r^, die durch solche Ebenenbüscliel entstehet), die und 
ebenso die aude'-n zweimal. Daß sie den er giir nicht be<^egnen , ist 
unmittelbar 7n hea, da zu den EbenenbOscheln die Ebenen, welciie 
nach den ^eiicü, im allgemeinen nicht gehr)ren. 

Wir h'gen nun C = ua'a" auf 6^; es sei wieder OC = a und 
a', a" die entsprechenden Strahlen; die durch diese drei Büschel a, a \ n" 
erzeugte kubische Kaumkurve geht durch C und trifft 6j norh einmal : 
in ßß'ß". r)ie Ebene /?, welche durch a geht, enthält also Die 
Gerade ß' ß" der Regelschar g-, die durch a\ a" erzeugt wird, trifft 
6j und die Gerade u" aus der Leitschar, die durch D geht. Den 

Schnitt])unkt O" der a" mit 7?' nehmen wir nun als den Punkt, durch 

den wir 0" ersetzen wollen; wir wissen, ä" entsjiricht in 0" den a', 

a", tmd die den Ebenen ß'f ß" korrespondierende Ebene ß" muß durch 
ä" und durch ß' ß" gehen, also enthält sie die Gerade Die beiden 

entsprechenden Ebenen ß und ß" von 0 und 0" geb^ demnach 

durch h^. 

Weiter, durch jeden Punkt ron bi gehen drei entsprechende 
Ebenen |, 1', ^" und weil durch ibn die Schnittlinie geht, so 

tut es auch die Ebene |" aus Ö"; also treffen sieb in jedem Punkte 

▼on bi die entspiechenden Stntlüen ßi und ß"i" Ton 0 und 0", D. L 
die Gerade gebort zu der kubischen Raumkurre M*, wdche durch 

die Bfindel 0 und 0" erzeugt wird. Wenn aber dies 2jer611en statt* 
haty 80 müssen die beiden Bfindel eine sich selbst entsprechende Ebene 
haben, in der dann der den andern Bestandteil bildende Kegelschnitt 
iT} liegt, erzeugt durch die beiden projektiren Strahknbaschel ans 0 
und 0" in ihr.^ In der Tal^ nach der Gerade gehen entsprechende 
Ebenen dieser beiden kollinearen Bfindel: y^, ft- Weil ßfi die trifft, 
so muß die entsprechende Gerade ß" y'^ sie in demselben Punkte trefiini; 



1) Diese KUsse lehren die drei Begegnongspunkte der Ebene deMelben mit 
der kubischen lUumkonre, welche durch drei entepreeheade BOech^ am dm 

Bflndeln entsteht. 

2) Liniengeometrie, Bd. II Nr. ÖIO. 
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wivui nim und yi Tenchiedeiif so mfißten diese beiden bezvr. in 
Omen gel^enen und einander schneidenden Strahlen sich auf 
n^hneiden, und müßten den Schnittpunkt gemeinsam haben; sie 
sind aber windschief. Daher sind und y 1' identisch, oder 0 und 0" 
befinden sich in derselben Ebene durch a^. Den Punkt (ßy^, ß 'Vi) 
haben Gerade ?/, und Kegelschnitt gemeinsam. Eine kubische 
Raumknrre IP, Erzeu^iis zweier Ton drei erzeugenden Bündelu unseres 
Systems, muß, wenn sie der begegnen soll, in diese Gerade und ei neu 
Kegplscknitt zerfallen, dessen Ebene durch c;, geht. Aul' letzterem 
haben wir die Scheitel der beiden erzr'iin;f nden Bündel. 

Das Erzeugnis ist ausgeartet, die Kollineation noch nicht, aber 
spezialisiert durch die Existenz einer sich selbst entsprechenden El)ene. 
Verlegen ^\:r ir.mmohr den Biindelscheitel nach 5? oder, da dieser 
Punkt sich rill }jt ijn'lir ;Liiszeichnet, in eineu belifl)igeu Funkt 0^ von 6,. 

Es sind m deu Bündeln 0 und 0, solche Ebenen entsprechend, 
welche luich derselben Doppelsekante dieser zerfallenden JJ' gehen. 
Sie hat zweierlei Doppelsekanten, s zwischen Gerade und Kegel- 
schnitt, und .s\ welche in der Ebene des letzteren liegen. Eine be- 
liebige Ebene durch 0^ enthält eine Doppeii^ekante s', und ihr entspricht 
in O ptandig ili» I]bene 7,, und umgekehrt der y,, als Ebene von Oj, 
welche alle Doppelsekani rii > enthält, eine uubestimmte Ebene in ()^. 
Dagegen die Doppelsekant<in s ordnen die Ebenen der beiden Bündel 
0 und Oj folgeudemiaßen einander zu. Jeder Ebene durch bi ent- 
sprechen alle Ebenen des Büschels um die Gerade von 0 nach dem 
zweiten Schnitt Fj jener Ebene mit dem Kegelschnitte K^. Sie ent- 
halten die verschiedenen 5, welche von diesem Punkte ausgehen und 
alle in jener Ebene liegen. 

Also handelt es sich um die ausgeartrte KaUincation zwischen 
0 und O, mit einer singulären Ebene y^ in 0 und einer singulären 
Achse 6j in Oj, oder besser, einem singulären Strahlenbüschel (0, y^) 
uiiu einem singulären Ebenenbüschel b^. Zwischen ihnen besteht eine 
Projektivitat -t, deren entsprechende Elemente sich auf Äj treffen: 
einer Ebene des Ebenenbü.schels kürrespondiert in der Kollineation 
jede beliebige Ebene durch den in dieser Projektivität « entsprechenden 
StraliL^j So weit spielt der Scheitel 0^ gar keine Rolle, und wir 
haben es mit einem Ebenenbüschel statt eines Bündels zu tun; nnr 
wenn man über die der singulären Ebene korrespondierenden Ebenen 

1) Diese Ausartungen hat zuerst Hirst (1874) eingehend für Felder (und 
iirar ansfShrlicher bei der Korrelation'; nntereuchtr Prncecdings of the London 
Jfatbem. Society Bd. \% S. 40; vergl. auch Liniengeometne Bd. I Nr. 266, sowie (für 
die Konelation «on BOndelik) Mafli. Asumleii fid. 12, 8. Ml. 
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Bescheid wissen will, muß man sich einen bestiminten Scheitel vor- 
stellen: ihr entsprechend sind sämtliche Ebenen des Bündels. 

4. Die Fliirlip F' erzeugen wir nun durch die drei Bündel 0. 0\ 
Oj (oder b^)-^ von ihnen stehen 0, 0' in der (g^ehenen) allgemeuieu 
Koiiineation , 0 und Oj in der eben beschriebenen ausgearteten. Das- 
selbe gilt für 0' und 0,; singulare Achse in Oj ist wiederum h^, in 0' 
singulilre Ebene j'i', und die projektive Beziehung ihrei^ Stralilen- 
büschels zum Ebenenbüschel um ergibt sich aus der Koilmention 
zwischen 0 und 0'; yi geht eV)enfiills dureli c/j. Erzeugnis dieser 
Koiiineation zwischen 0' und 0^ ist die (ierade und der Kegelschnitt 
Kl in der Ebene yi =» 0'%. 

Diese Erzeugung durch drei kollineare Ebenenbündel, von denen 
einer in „einen Büschel ausgeartet ist", kaim einfacher so beschrieben 
werden. Ein Ebenenbüschel b^ ist projektiv auf zwei entsprechende 
Strahlenbüschel kollinearer Bündel 0, 0', in den Ebenen y, , y[, be- 
zogen. Man bringe jede Ebene von mit zwei entsprechenden Ebenen 
von 0, 0' zum Schnitte, die durch die ihr entsprechenden Strahlen 
der Büschel gehen; damit ergibt sich in ihr ein Kegelschnitt, her- 
rührend von der Regelschar, die durch die beiden Ebeneubüschel um 
jene Stmhlen entsteht. Die Trägerflachen dieser Regelscharen gehen 
alle durch die Schnittlinie y^yi und die 7^', welche durch 0 und O' 
erzeugt wird; es hat sicli also em Spezialfall der zweiten Steinerscheu 
Erzeugungsart*) ergebe ii. 

5. Wir ersetzen nun 0' durch einen Punkt 0, auf einer zweiten 
Gerade 6,; die ausgeartete Koiiineation zwischen 0 und Oj hat zum 
Erzeugnisse diese Gemde und den Kegelschnitt in der Ebene 

= Oo,. An Stelle von Ki in yi ist das Geradeupaar Kc^^ getreten, 
wo c,, die Gerade ist, welche 6^ 6,, ßj, trifft und sowohl in a^ft, 
als in a,6| dritte Gerade ist. Erzeugnis der Ivollineation zwischen Oy 
und 0, ist die aus 6,, 6j, c^^ bestehende kubische liaumkurve. Diese 
Koiiineation ist in zweiter Siufc ausgeartet, indem die Projektivität a 
zwischen den singulären Büscheln 6, und (CK, yi) oder jetzt besser 
(Oj, Öj) auch ausgeartet ist, jener eine .siuguläre El)ene •= b^c^^ hat, 
der alle Strahlen in diesem entsprechen, und dieser einen singulären 
Strahl /^j, dem alle Ebenen in jenem entsprechen.*) Zu den schon 
vurliaiidenen singulären Elementen 6j, sind neu hinzugetreten dj, 

1) Flächen dritter Ordnung S. 9. 

2i Diese Ausartung 2 Stufe (bei der Korrolatiom wird von Hirst an der 
genannten Stelle ^Nr. 16} kurz emnihui; ausführlicher wird aie dann in einem 
Aaftfttie «HS 1877: Traiwimti 4eir AocKdMnift dei Lincei 8er. III, Bd. l besproolMn; 
vetgL Meh: If »th. Annalcn Bd. IS, 8. 370. 
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6„ besw. mit ihnen uuddent. In der Ta^ wir hahm dreierlei Doppel- 
aekanten ?on (6^ q,); i»&mHch s zwischen und h^, s^ in und 
% in d|. Einer beliebigen Ebene ron 0^, welche durch eine ^ geht, 
konreepondierfe immer die d, in 0^, die eingolSre Ebene; einer Ebene 
durch \f welche einen Bflschel Ton s enthalt, ausgehend von ihrem 
Schnitte mit korreepondieren alle Ebenen des Bfiechele um die Ge- 
rade Yon nach jenem Sdmiite, also um die so in der Projek- 
tivitat X allen Ebenen Ton (| ent^richt, also sii^nl&r im Bfischel 
(Of, Sf) wird; endlich der Ebene d,, welche alle enthält, korrespon- 
dieren daher alle Ebenen von 0,, insbesondere auch alle durch h^f 
weshalb d, singular im Büschel hi wird. 

Dieselbe Korrespondenz müssen wir auch ans den Kollineutionen 
zwischen 0 und 0^, 0 und 0,, deren Folge die zwischen Oj und 0, 
is^ ableiten können. Erzeugnisse jener Kollineationen sind b^, (in 

Oaj), beaw. JS^ {m Oa,). 0 ist den beiden Kegelschnitten 
und iC, gemeinsam; weil nicht o« trifft, so trifft sie JT, und 
ebenso Oj den je in einer Ebene liegen h^a^c^^, ^'«i^i^u- Eiii© be- 
liebige Ebene toti 0^ enthalt eine Doppelsekaiite Ton in }\ , also 
entspricht ihr in 0, diese enthTtlr »j, welclie Doppelsekante zwischen 
6, und ist; also entspricht ihr und damit jener Ebene von 0^ die 
Ebene Ton O,^ nach a^, d. i. dj '=^^0^0^. Emer Ebene durch deren 
zweiter Öchnitt mit Äj der Punkt sei. entspriclit jede EVu-no durch 
OFjj diese Ebenen gehen nach oo' Doiii>el Sekanten zwi-^clien und 
K^f bei denen beide Punkte beweglich sind; ]>rojizierend au^ (J, sind 
alle Ebenen von Endlich die Ebene — ^i<^i2«s von Oj enthält 
als Doppelsekante zwischen und also entspricht ihr in 0 die 
Ebene 7'« =— Oflf.j, welche alle Doppehekanten des lu enthält: proji- 
zierend aus 0, ist jede beliebige . Ebene. Diese Erzeugung der I^' 
durch drei kollineare Bündel, von denen zwei in Büschel ausgeartet 
sind, kann man so beschreiben. Es seien zwei Ebenenbfischel b^, b^ 
beew. projektiy auf zwei konzentrisdie Strahlenbfischel (0, ^J, (0, y^) 
bezogen. Jede Ebene Ton 0 wird mit den beiden Ebenen von b^, 6, 
geschnitten, durch deren entsprechende Strahlen sie geht 

6. Drehen wir jetzt die Ebene uro a„ bis der Kegelschnitt A'^ 
in ein (ron b^c^^ vendiiedenes) Geradenpaar übergeht, von dem die eine 
Gerade eine der vier flbrigen die treffenden ( sein mu6, etwa d,; die 
andere ist dann e^. Mit diesem Bestandteil trifft JE, sowohl h^, 
als auch JSTi, dran % trifft nicht Oj; und dieser Pnnkt <!^jS^ ist dann 
der gemeinsame Punkt 0 Ton nnd K^. 

An der Eollineatlon zwischen 0 und 0| hat sich nichts geändert; 
die atwisdien 0 und 0| ist gleichfalls nodi erster Stufe, es ist nur die 
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leidlie Modifikation eingetreten, daß dw zweite Sdinitt nach dem 
entsprechende Elemente der eingulären Büaohel tmd (0, y^) g^«»» 
enf dem Beetandteile sidi bewegt; weshalb er beseer genannt 
werde. 

Nun erBeizfln wir den Pankt 0 der Kurve (bf, h^, e„), dee Ezseng- 
nieses der Bfindel 0 und 0,, dnreh einen Pnnkt 0, Ton h^, 

Eine beliebige Ebene doroh 0 schneide b^f h^, in ü^, ü^f 
JTi zum zweit»! Ible in FJ^, so entspricht ihr in 0^ die Ebene (^Fj, 
in 0, die Ebene \ (oder 5^F,), in 0, die Ebene naeh V^, U% 
oder Ton \ nach Z7,. Das ist der allgemeine Fall, an den wir tuu 
zunächst haltoL Diese Ebenen der Büudd 0^ 0^ 0^ oder der Btlsehel 
(i, ^ b| sind also einander zugeordnet Die beiden letzten gehen durch 
die Doppelsekante 27,1/, zwischen durch welche auch die Ebene 

Ton 0 geht; deren Schnitt mit der Ebene aus &i ist der erzeugende 
Punkt. Bleibt diese Ebene und damit Fj fest, so sind entsprechend 
in 0 alle Ebenen durch 0V^\ jene Doppelsekante «gleitet an OV^, 
b^ beschreibt eine R( gelschar und schneidet iu die Ebene von \ einen 
Kegelsehnitti der die erzeugt. Alle diese Regelscharen haben 
und gemein, weil jene in der Ebene von K.^^ liegt, diese dnrdi O 
geht und beide h^, treffen; den Tr^erfläcben sind also a^, 
gemeinsam, und wir erhalten wiederum einen SpezialfnU der zweiten 
Steinerschen Erzeugungsweise mit noch speziellerem Flächenbdschel 
als oben. 

Jene beliebigen Ebenen von 6„ 6, schneiden sich in einer Doppel- 
aekante L\ nach dem dritten Schnitte derselben mit geht die 
zugeordnete Ebene aus h^. 

Wenn also alle drei Bfindel in Ebenenbüschel auf^peartet sind, so 
liegt Trilinearität vor. 

Wir wollen jedoch an den Fälloi^ WO wir in einem der Bündel, 
etwa O3, niclii im Büschel ^, bleiben, nicht vorübergehen. Der Ebene 
Cjj) von 0, deren dritte Gerade ist, entsprechen in 0^ die (ftj, a,), 
in 0, die Oj), in O3 aber jede beliebige Ebene. Jene beiden sclmeiden 
sich in a^, einer Gerade der also bilden sie in der Trilinearität ein 
neutrales Paar, für welches die Ebene im dritten Büschel unbestimmt 
ist. Es handelt sich also nur \\m die Punkte jener Gerade, und, um 
sie zu erhalten, genügt es, innerhalb des Büschels zu bleiben, ein 
Heraustreten ist nicht notwendig. Die Trilinearität der Büschd ist hin- 
reichend. Fiissen wir zusammen. 

Unter den oc" Erzeugungen einer gegebenen durch drei kolli- 
neare Bündel, für wekh«^' p.lle das Öextupel Oj, Oj, . . , das ausgezeich- 
nete ist, nach dessen Geraden immer entsprechende Ebenen gehen, gibt 
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CS sechs Systeme von oo*^ fünfzelm Systeme vcjii oo^ nnd zwanzig, bei 
denen ein. zwei, drei Bündel in Büschel misiirten. Die Achsen dieser 
Biisehol gehören nicht zu jenem Sextupel, sdudern zu dein, welclies mit ihm 
eine Doppelsechs bildet. Ln letzten Falle hundelt es sich um Trilinearität.*) 

Der von Herrn Segre zitierte Satz vonGraßniann umfaßt den allge- 
meinen Fall und die Ausartungen, die von diesem vorher aufgezählt werden. 

7, Die beiden Sehr öterschen Erzeugungen') subsumieren sich 
unserer Betrachtung. Bei der zweiten sind gegeben drei Pimkte 0, 0', Q, 
zwei Geraden 6j, t und zwei Ebenen ö, <?'. Die Schnitte einer Ebene 5 
darch Q mit 6, ö', t werden besw. mit 0, 0', durch Ebenen yer- 
bnndeii, deren Sohntti; ersdogt eine Flüche S. Ordnnng. Die BOndel 
Of 0' sind in allgemeiner Eollineation, dagegen, wenn Oj ein be- 
liebiger Punkt aof &| ist^ die Bündel 0 nnd 0^ in ausgearteter; \ ist 
der singulare Sbenenbflsehel in 0,, nnd der eingnlSre StraUtenbOaefael 
in O ist derjenige (0, y)» der in der Sollineation (in perspektiver Lage) 
swisehen 0 nnd Q dem Strahlenbllscliel 0 entspricht; und in der 
ProjektiTitat zwischen nnd (0, y) sind homolog ein Strahl Ton (0, 
nnd die Ebene Ton welche mit don dem Strahle in Q entipreehenden 
sich anf i achneidet. 



1) Dag folgt natürlich such aus der Erörterung des Herrn Segie am Schlüsse 
Mimr Abbandliiiig. Nlmnt man, sagt er, in: 

(IS) ^^^^a = » 

feste Werte der (tr ao, so erhält luau eiueu Ebeuenbiludei, uiid die Veränderxmg 
dar fBhrt n oo' EbenenbUadehit weldie koUinear lind, indem die Bbenmi mit 
depaelben 2 euttpreclMnd sind; die Schtitel erfBUen die knbiiche Flftehe: 

ond je dm Bfindel erzengen sie. Haa keon aber avf aeche Weiiea die ao be- 
ftimmeBf daB: 

^H'^xk'^^^ -Sl**^«-«, Sl^jA^i^a 

in eine Oerade, statt in einen Pnnkt zuBanunenlaiifoi, also ein Bfis<^el statt eines 
Bürulelg enMeht. Nimmt man 1, 2, -'S dieser Hündel, so hat man die AnsaxtDDgen 

der Erzeugungen, liie 6 (iiTadt'ii sind die , h h^. 

Andezexseits lassen sich die X so bestimmen, daß: 

durch eine G«cade gehen, durch welche dann aadif wie anch die ^ seien, die 

gehen, d. h. entsprechende Ebenen ans allen jenen koUinearsn Bftndsibi. Diese 

Geraden, Ton den Torberigen Terscfaieden, sind dieoi, a^. Vertauscht man 

die Operation mit den %, ju , so crhUlt man das sweite der beiden sieh atatienden 
Netze von kollinearen Bündeln, wie Keye sie nennt. 
8) Journal lOr Mathematik Bd. 96, S. 28u, ä02. 
AiehlT dw MkHuawMfc «Bd Physik. ULIMIm. X 16 
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Bei der ersten sind Tier Geraden \, b^, t^, gegeben und ein 
Punkt 0; eine Ebene | dnrdi 0 und die beiden Ebenen, die von 
nnd &| besw. nach den Sebnittpnnkten ii^, ^/^ gekeu, liefern den er> 
sengenden Pnnkt. Sind wieder 0^ 0, beliebige Punkte auf ft^, ft,, ao 
ift die Eollineation iwischen 0 nnd 0, ansgearteti derartig, daß hj^ 
liognlirer Ebenenbflecliel nnd (0, t^) singnl&rer Sirahlenbflsohel tat, 
wo aof ^ sich schneidende lÜemente in der ProjekÜTitat einander 
korrespondieren; und Entsprechendes gilt ftlr 0 und 0^. ') 

Ich erlaube mir, einige Nachträge zu meinem Nachrufe auf Cre- 
mona hier ansnschließen. 

In einem Briefe an Beltrami*) bespricht Cremona eine interessante 
Abbildung des Strshlenranms: in das quadratische System 4. Stufe der 
Kegelschnitte, weldie den Tangentendreiecken eines festen Eegelschnitta 
umgeschrieben sind. 

Femer, in einer Abhandlung von Bertini*) wird eine von Cre- 
mona nnd swar Termittels der eindeutigen Abbildung der Ebme auf 
die kubische Flache gefundene iuTolutorische Verwandtschaft erwähnt, 
die in folgender Weise entsteht Die Kurren 6. Ordnung mit acht 
gegebenen Doppelpunkten Ä, JB, . * , H bilden ein Gebüsch (Unearea 
System 3. Stufe); die Netze desselben, welche durch einen weiteren 
Punkt I aosgesohieden werden, haben noch einen zweiten Punkt 

K gemeinsam, der so dem J iuTolutorisch zugeordnet wird. Den Ge- 
raden entspre(^en Eurren 17. Ordnung; fBr welche die A,.,.H sechs- 
fach sind. Es existiert eine Eoinzidenzkurre (sich selbst entsprechende 
Punkte) 9. Ordnung, welche durch jene Punkte dreimal geht. 

Endlich bedaure ich, Cremonas Commemorazione, welche er am 
10. Juni 1900 — dem Tage, der 1903 sein Todestag werden sollte — 
in feierlicher Sitzung der Akademie der Linoei ihrem Terstorbenen 
Präsidenten Beltrami gewidmet hal^ unerwähnt gelassen zu haben. 

Breslau, den 2d. März 1905. 

1' Beim dritten Briefe Schlafli- mit der fal.>.clitu Ül).»rschriftM , der von 
Henu Öegre S. 211 und S, 211 erwitlmt wird, finde ich in meinem Exi inplar 
de» Briefwechsels die vor läugurer Zeit gemachte handschriftliche Bemerkung: 
, interessant, daB Soblftfli diese Aunrtang schon damals «rkumt Ware 
doch dieser nngeniem interessante Briefwechsel (snmal fiür mich wegen meiner 
BcBchäftigung mit den kubischen Flächen in den 60er Jahren) sorgfältiger heraus- 
gegeben nnd insbesondere mit Hinweisen auf das, was sp&ter feststellt wurde, 
Tersehen worden! 

S) Gionoale di Ifotemi^tica Bd. 10, S. 47. — Vergl. Linieugeometrie Bd. I, S. 291. 
S) Annali di Matematiea 8er. II, Bd.a, 8.978. 
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Beitrag zur Oioptrik der AtmoepMre. 

Von Alexaxdeu Gleichen iu Berlin. 

In eiiier frtt1i«TOn Arbeit (Onmdzflge einer 
Dioptrik der Atonüsphäre, Verhandlungen der Deutschen Phys. Gesell- 
Schaft n Nr. 2 1900) habe ich gezeigt, wie man die Fundamentalauf- 
gäbe der Liehtbrechong in homentrisch geschichteten Medien — nim- 
heh die Bestimmung der Lage der astigmatischen Büdponkte eines 
das Medinm durchdringenden unendlich dfinnen Bflndels lösen kann. 
An der betveffendoi Stelle habe ich mich auf die Betrachtung solcher 
Bfindel besehiiakt, die, die Atmosphäre durchdringend, wieder in den 
leeren Raum austreten, also nicht auf die OberflSehe der Erde gelangen. 
Die Kenntnis des Verlaufs di^er Bündel ist bekanntlich wichtig für 
die Aufklärung der merkwürdigen f ärbung und Bdeuchtung des Mondes 
bei Mondfinsternissen. 

In Folgendem will ich eine Methode angeben, wie man die Lage 
dieser astigmatischen Bildpunkte finden kann, wenn das betrefi'ende 
Bfindel auf die Oberfläche der Erde gelangt und etwa in die Pupille 
eines Auges oder in das Ohjektir eines l;'emrohre8 oder eines photo- 
grsphischen Apparates dringt. 

2. Die Invariante für 'Mnidionahtrahlen bei der Brechnnfj an einer 
Kvfjel fläche. — In Fig. 1 seien KAl^ und LBF zwei im Hauptschnitt 
einfallende unendlich 
beuaelibarte Strahlen 
— d. b. eiu sogennuntes 
Meridionalbiindel. Ihr 
Schnittpunkt P wird 
in der Sprache der geo- 
metrischen Optik der 
„lULiiiliuualc Objckt- 

pimkt" genannt Dieses 
BOndel wird nun bei 
ABf wo es die bre- 
eh^do Kugel mit dem 
Mittelpunkt M und dem Radius r trifll^ nach dem Brechungsgesetz ge- 
brochen. Die Strahlen, die TOr der Brechung die Sichtung AP und 
BP hatten, erhalten nach der Brediung die Biditung AP* und BP*, 
Der Punkt P' heiBt der |,meridionale Bildpunkt". 

15 • 
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Da die Punkte Ä und B eiiiauder unendlich nahe liegen, kami luau 
setzen: 

» BP — < »= mendionale Schnittweite vor der Brechung 
AP'^BP'^t'^ „ n »ach „ 

AM - BM^r. 

Ferner sei der Einfallswinkel KA ;V — MAP — », 
„ „ „ Brechungswinkel P' AM ^ i*. 

Die Brochunpsexpononteii vor und nach der Brechung seien n nnd ti'. 
Die Besüehung zwischen i und ^' ist nun hekaunüich durch den Ausdruck 



(1) 



^ ./l COSA ^ 



gegeben. ^ ist eine sogenaimte j,optitche Invanente'', d. h. diese GfGfie 
hat Tor nnd naeh der Brechung denselben Wert, so dafl msn andi bat: 



(2) 



n cos » I ^ j — Sr« 



Durch Vergleich der Formeln (1) luul iif ) küiiii man /' finden, wenn 
n, n', r, i und l gegcbeu sind^ wobei noch das Brechungsgesetz: 

(3) nsin^ — »'sini' 

sn berücksichtigen ist. 

8» Neue Transformation der Itwarimteii. — Die LSsung unserer 
eingangs gestellten Aufgabe beruht wesentlich auf einer zweckmäßigen 

Umfonnnng der Invarianten 
(1), wozu nns Figur 2 
dienen soll. 

Hier sind das eini'allende 
und gebrochene unendlich 
dünne Bündel der Üliersicht- 
lichkeit wegen einfach als 
gerade LinieniL^PundJ.P' 
dargestellt, und von M aus 
Lote MR und MB' auf sie 
gefällt. Außerdem ist noch M mit den Puukkn A, P und P' verbunden. 
Wir setzen i2P — f, B'P' Daun ist offenbar, da AP i ist: 

(4) < T -J- rcosi. 

Setwn -wir diesen Wert Ton i in (1) ein, so ergibt sich nach einigen 
Umformungen die neue ^Tsriante: 




1/1 4._L_\-_* 
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Jietzt nnm nun weiter: «^-APil/«-^, ^AFM—^, so erliüU 
maii leicht aus Fig. 2: 

(6) T r siuicotg^, t' ^ rsint'cotg^'. 

Selsk man den Weit für r in GWiohimg (5) ein, so erbSlt umb n&eli 
eiiugea Umfonunngeii: 

1 _ (tgt + tg^) 
r*Q^ nrtmi 

Bedenkt man, daß nüai^Q auch eine optische InTariante ist, ao er- 
\eant man, daß 

(J) ^ „"^^ + 

ebenfalls eine optisdie Iwmrianie ist. 
Mm kann also adureilmi: 

(8) tgi + tgtff — tgt' -i- tg^'. 

4, 8atg tüer hmsmiriadi geaehkkkte Medien, — Nehmen wir nnn 
an, wir bitten ein Sjitem Ttm brechenden Medirat, die von nm den 
Punkt JEf konzenttiich gelagerten Kngelflachen begrenzt werden. 

Die rüid leu seien der Jäeihc nach fj, r^^ • . f^, 
die £in£ftliswinkel t,, t,, . . ^ t^. 

Die meridionalen Sehnittpimkte Tor jeder eiozehien Brechnng seien 
Fi, Pj. P9, . . . Pj^, die meridionalen Schnittpunkte nach jeder einzehien 
Bredrang Pi, P;» Pi, . . . 2^. Dann ist klar, daß die Pankfce: P^ und Pi', 
Pg nnd Ftf P| und Pi^i identisch sind. 

Bildet nun foner i. B. das nach P^ hingehende BOndel mit der 
Geraden MP^ den Winkel and ensprechend das nach P* hingehende 
Bündel mit der Getaden MPl den Winkel ifk, wo k alle Werte yon 
1 bis X annehmen kann^ so erkemit man allgemein die Gültigkeit der 
Belation 

Denkt man sich jetst die Gleichung (8) für aUe Werte von k = \ bis 
h = l aufgeschrieben und sämtliche Gleichungen addiert, so wird unter 
BerQcksichtigung von (9) 

(10) tg^f^i + ^*g^- *g^i ^-^tg»;. 

Sind also bei dem Vorhandensein von k getrennten Flachen die Winkel 
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f nnd i' sämtlich bekannty so ist dnrcli (K)) der Winkel gegeben, 
&lls ^1 bekannt ist. 

Bemerkt sei hier noch einmal, daB der Winkel ist^ den das aua 
dem ganzen System austretende Bfindel mit dm durch üf und den 
letzten Bildpnnkt Pi gehenden Geraden bildet 

6. Fällf daß der Brechungsea^ponent eine gegebene FunkUcn der Ent- 
fernung vom Zentrum id. — Ist das Medium konsentrisdi derartig ge- 
schichtet, daß, wie bei der Atmospluire, der Breehungaezponent eine 
stetige Fimktion der Entfeniung des betreffenden Ponkteo von Jf, d. h. 
in diesem Falle vom Mittelpunkt der Erde ist, so sind sowohl die 
Grdfien und als auch t| und nur um unendlich kleine GrGßm 
Toneinander yersehieden, ein Fall, für den wir jetzt Gleichung (10) trans- 
formieren wollen. Wir achreiben Gleiehung (10) 

(11) (tg^'i - tg tg/;. - tg 

2h im ist für jeden Wert Ton Ic, wenn wir 

(lU) 1» - n + diL 

seiattL: 

Ferner «rhält man ans 

(13) m sin ik — n» sin il , 

wenn man njt Uk dtik setzt, unter Berücksichtigung Ton ^la): 

Mii8in H ^ (*H + dn^) (sin + cos h > 
oder unter Vernachlässigung vou Gliedern höherer Ordnung der Kleinheit : 

(14) 0 — dui^ tänif^-^- n^caa i^dij^ , 

und Gleichung 12 ergibt: 



Gleichung (11) Terwandelt sich demnach in: 

'1, 

810 tdn 



cos r 



0. Emführung der Enlf rscJu n Konstanten y. — Aus der Refrak- 
tionstheohe ist nun seit Euler bekannt^ daß, wenn mau sich längs eines 
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die AtmosphSre dnichdringoiulen LichtstnlÜM Veweg^ das Produkt ao« 
BredraogiezponeiB^ Siiiiia det EinftUswinbls und Entfemuig Tom Erd^ 
mittelpimkfc für jeden Ptonkt des Lichtwegee dasselbe ist Beaeidmen 
wir alao mit f eine Qröfie^ die längs des Strahles (der Strahlenkmre) 
ihren Wert nicht finderk^ und bezeichnen die Entfemnng dea in Frage 
kommenden Punktes Tom Mittelpunkt der Eide mit so ist 

(16) ftr8in»=-y. 

Eliminiert man i ans (16) und (15) und setzt die in beang auf den 
Istegrationsw^ konstante Gr6fie y tot das Integral, so wird: 

(X7) Ms*i-*e*^-rf;^C%r 

Hierbei ist vorausgesetzt, daß n als uuktion von r gegol»»*n ist, so daß 
also in dem Intet57*al (17) r ullciu als Integrationsvariable vorhanden 
ansrenoramoii wird. Dabi i ist tenu r 72 der Erdradins und h die Höhe 
der Atmosphäre. Denkt mau sich umj^ekehrt r als Funktion vor n 
dartrestellt, so bat man die Integration von Hq bis aus/udelmen, wo 
«g uüd »j die Breehungsexponenten der Luit an der Erdoltertliu-lie sind. 
Da die Atmosphäre mit größter Wahrscheinlichkeit als kontinuierlich 
in den leereu Kunni iü)ergehend gedacht werden kann, so wird Wj =^ 1 
zu setzen sein. Die Feststellung des Zusuuuneuhangs zwischen r und 
n ist ala Aufgabe der Refraktionstheorie bekanntlich schon mehrfadi 
gelöst worden. Uns kommt es hier wesentlich darauf an, an zeigen, 
daB sidL die FeststeUnng der Winkel aof eine Quadzator surttek- 
fthren laßt, womit die Aufgabe der FeststeUnng des meridionalen 
Bildpunktes vom Standpunkt der geometrischen Optik ans als gelöst 
betrachtet werden kann. 

7. Die Bestimmung der Lage des meridionaHen md aagittalm Büd' 
punkies im amtkrdaidm Bündd. — Nehmen wir nun an, auf Grund 
irgend dner der bekannten Refraktionstheorien (Newton, Simpson, 
Bradley, Euler, Lagrange, Oriani, Laplace, Kramp, Irory, 
Ed. Schmidt, W. Lnbbock, Bossel n. a.) sei das Integral der 
Gleichung (1 7) bewältigt^ so kann man die rechte Seite dieser Gleichung 
als eine Funktion des Parameters y auffassen, die wir mit Ay bezeichnen 
wollen. Dann ist 

(18) tg^,'- tg<y), -^y. 

Die besondere Art der Verwendung der allgemeinen Gleichung (18) 
hängt von den spedeUen Forderungen der gerade Torliegenden Aufgabe 
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ab. Wir wollen hier noch koxz den wichtigsten Fall behandeln, daß 
ein pnnktförmigeB Objekt (ein Fixsteni) Ton einem Punkte B der £rd- 
oberflSdie ans (Fig. 3) beobachtet wird. 

Ee sei KÄ das ein&llende Bflndely das sidi im Äther mit dem 

Brecbungsexponenten 1 fortpflanzt; von Ahia B darchdru^ das Licht- 
bflndel als gekrümmte Linie die Atmospliärc. Eine Tangente in J5 an 
diese Linie ist durch BTT' daigestellt. £in in B aufgestelltes Fern- 
rohr, dessen Achse mit BT zusammenfallt, würde also den betreffen- 
den Fixstern gerade in der Mitte des Gesichtsfeldes zeigten. Der 
Winkel T'BZ^z, den BT' mit den Vertikalen MBZ bildet, heißt 
die scheinbare Zenitdistanz. Schneidet femer die verlängerte KA die 
Gerade BT in B, so ist -^KET' - die Mefraktum. 




rs«. t. 



Die Tangente BT' ist im vorliegenden Falle als austreteüder Strahl 
aufzufassen; auf ihm befindet sich also der durch den Fixstern erzeugte 
mcruliinsale Bildpunkt P'. Mit bezuj«? auf Gleichung (li^ ) ist <i: BP'M= i% 
während der Winkel gp^, da dtr 1 ixstern unendlich weit entfernt 2U 
denken ist, der NuU gleich wird. Aus (18) folgt also: 

Aus dem Dreieck BMP' folgt nun, wenn Ii der Erdradius und 
BP' — t'i die Entfernung des meridioualeu Bildpuukics von i> ist: 

(20) ti-Ji(eo., + ;;^). 

Die Konstante y bestimmen wir ftlr den Torliegenden Fall, indem wir 
Gleiehnng (16) för den Ptmkt B gelten lassen. Dann wiid 

y — n^B ' sin*, 
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wo der BreehniigMKpoiieiit d«r Luft an der Erdobeiflache ist 
fileidiiiiig (20) Ikfoit dasmi 

(21) ||«Ü(C08* + -J^?-), 

vodnreh for jede Zenitdistaoz bestimmt ist 

Dar yollständigkeit halber wollen wir aucli uoch die Lage des 
sagittalen BÜdpimkt^s des austretenden Bündels bestimmen. Hierzu 
dient uns die bekannte Tatsache, daß bei jedem kometi Irisch gescftiditeten 
System eine Gerade, die vom Objekfpunict aus durch den Mittelpunkt M 
gezogen tcird, das aus dem Sgstem ausinteade Bändel o» der Stelle des 
uigfttaie» BUdpmtktes schneidet. 

Im Torliegendem Falle muß also eine durch 31 zu KÄ parallel 
googviie Oerade die Gerade BT im sagittalen Bildpunkt P«' treffen. 
SetEt man die Entfernungen BP, des letzteren Ton B gleich ei, so 
findet man aofort ans der Fig. 3, da -^BP^M^Am ist: 

m »i - 

oder wegen der Kleinheit von 
08) 



AoBer den beiden aaligmaluQhen Bfldimnkten ist aber ron dem ans- 
tKtenden Bflndel noch ein Qnersefaiiitt gegeben, nämlich die Öffirang 
des in ^ an^^toUten Fennohm. Es sind Apimn»ä»h je^t alle Ele- 
mente bestimmt^ weldie cor Beantwortong der Frage dienen, in wieweit 
die StraUenbrechnng der Atmoi^»bire die Scharfe der optischen Ab- 
biMimg beeintrSehtigt, sei es bei TiaaeUem Gebrauch des Fernrohres 
odsr bei photogtaphischen Aufnahmen. 

Berlin, den 16. Apiü 1905. 
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Rotation Qydids and hm^a Products. 

By F. H. Saffokd, Thiladelphia, U.8.A. 

Dr. Haentzscliel hu answored^), in an artiele which haa neenüj 
eome to mj notiee, eertain criticisma wHch I hsn made npon bis 
atatements in „Reduktion der Potentialgleickiing^.') 

Am Dr. Haentzsehel etates: Jh, Wangerin haa ahown*) tliat 
ihe reduction of the potenüal eqnation 

to ordmarj differential equations in possible for surfaces of reTOlntion 
whose meridian curves are obtained from 

(2) af + ir-J-C^ + t»), (r-l/y»^) 
if F(t + tu) ia ihe general integral of 

(3) JF'« Q + im) - AF* + 4i^i'^ -\- iiCI ' f -^B'F + A'** 
Both writera obtained (3) firom 

W [F(t + tu) — (< — ^ ^ ^ ^ W » 

in which i* and Fi are conjugate inuiginary functions. This equation 
is the condition that the reductiou of (\) is possible. The fiunüies 
of meridiau curvoa come from (2), aiid ita conjugafce form, by the eli- 
minatiun of ( and u respeotively. 

Dr, Waugerin obtuiued surfaces of the fourth degree, while 
Dr. Haentzacliel obtained surfaces of higher degrees, even of the thirty 
aecond degree. 

My critieaams^), whieli I ahaU refer to aa (I) and (U), following 
Dr. Haentzachera «sage, are to Che effect that all of Üie latter^s aar> 
&cea are of the fourth degree or reaolvable into auch aur&cea, alter 
ezelnding aorfacea which do not aatiafy the given conditiona. 

1) Archiv der Mathematik uid Physik (HI) 4, 57—65. Leipiig IMS, 

B. G. Teubner. 

S) HaentzBchel, ileiiuktiüu dei roteuiialgleicbusg, Berlta 1893. 
8) BerluMT Monatsberichte, Feh. 21, 1818. 

4) (I) Amer. Joun. of Matii. Yol^Sl ,1. (D) BnUetiii Am. llatb. So«, fnd Mm 
Vol 6, Jnno 1899. 
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Dr. Haentzacbel hm dirided hii answer into four psrts wluoh 
I ihall proceed to eotuider in order. 

1. The coefficients in {'6) are stated by Dr. llaentzschel to be 
«ritber real or complex, wbile in tbe portion of (II) depending upon {2) 
I bare stated Üiat tbej are real. 

Dr. Haentzscbel states tbat I bare assumed tbis witbout proof^ 
altbougk in tbe paragrapb from whicb be qnotes I bare proTed my aa- 
■nüon as foUowB. 

ffÄIbsr düferaatiating (4) stweeBsiTelj witb retpeet io i and u, the 
iwolt is 

i,F- F,)[{F - F^){F"'F[ - F'F[") 4- {F"Fl - F'F") (F' - F^) 
(b) - 2F'F', {F" -f- F';) - 2 (F' + F[)^F'F; + F" F'^)] 

- 3 (2^" - JF^) [(F - Fj) {F"r^ - F'F;') - 2F'Fi(F' + F^)] - 0. 

ThiB expression ia next differentiated (hree timea with respect to 
Üia argument of F and the deriTatiTOB of ^| an eliminated. From 
tu» TMolt, after integration, eomea tiie foUowing equation deflmng F: 

,y,) (i^» « AF* + ^BF" -f 6C\P -h 4B'F-^A' - 

Comaponding to (6), 

(T) {ly - JJ^ + + eöF* + 4S'Fi + I'. 

The conjtigate imagmary constantB in (B) nnd (7) conie from integratii n, 
but ninst bo taken real, since (5) is satisfietl hy F, aud their de- 
hratives £rom (6) and (7), wben and oolj wbeu tbe toüowing condition 
bolds : 

(8) .4 - ^ - 5 - C- C - - - - ui' - 0 « 
Dr. Haentzschei then giTes 

(9) r + «af-9(<4-»ti), 

d secoud forni which may replaco \ '2) aud from which curves maj also 
be obtained. I have treated thia case as tar .im iiffps*;arv in II ]). 437, 
steting that (8) will be chiwged, with no new resuU^, uithough con- 
ceming tbis equation Dr. Ilaeutzschel state<i that at this point I no 
lonpfer maintam t: at whicb I bad assumed. Oi" course (5^) is a eouse- 
quence of ( 2 only. Since in bis book pp. 4, 6, Dr. Haeutzschel bas 
assumed that g^, tbe iiivanants oi l{(x)'^0 are real, bis constants 
in (3) are not entirely arbitrary. 

3. If a is anj root of M (x) — 0, then the integral of (3) is 

(10, Jr^,^,^.^^_J^^^_^. 
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Tbere aie Wo cases according as « is real or complex. The dares gi ven bj 

(11) F{t-\-iu)^^(t + iu) 

also aaiisfy the given conditions as wiU appear iater. Their equations are 

(x« + - 2€^x ~ «5 - - - »t) 

(12) + + - 2«,a? - ^ - ^O* ~ - h) 
1+ + - 2t,ir - 4 - *,«,)«(«t - - h) - 0. 

p = V'C-0» ^'{2 in). 
The eqnatioiiB giring in terms of the roote of JR(a;) 0 are 

h - i^atC« - - «5) - (y - - (J)], 

(13) *.-r2W-y)(«-*)-(«-«(y-*>)]' 

«. - s - «) - <5) - - y) (« ~ *)] • 

When ff is real, the correB fiponi (10), with the aid of (12) and (13), are 

[ix'^r-)((c-ß-y^d)'-2x ia d-ß y) + aßd-:-uyd-cißy-ßyd\-(a-ö)(ß- y)/i g-e,) 
(14) { +[(x- + r^)Ui-ß+y-d)-2x{ay~ßd)+aßy+ayd-aßÖ-ßyd]Hu-y){d-ß)/{Q-€i) 

When tt is oomplex^ and ß in its conjngate^ the dirrea from (10) are 

[{x'W){<i-ß-\-7-S)-2x{tty-ßd)-\-aßy-^ayd-aßd-ßyd]\«-d)(ß-y)/(Q- 
[lb)\[(x'i-r^)ia-ß-y-i'd)-2x{ud~ßy)+ußd-\-ady-aßy-ßyö]\a-y){d-ß);^^^ 

-^r\a-y)\ß-dy/{Q-^,)=^0. 

From (14) and (15) wo may obtain ihe ^Wangerin'' eurree by the 
use of thia tnuuformation: 

(16) ,^ + .V._? + ^|^+-ir) (a,1,^d«^. 
The resoltiiig ciirves are 

(17) {xl + - A X, Uli + r\) ± B'x] ± C«r? -^E'x^ = ±I)*' 

and include, as a special case, the „Siebeck*^* curves, although Dr. Haentz- 
schel impliea that(14)are Siebeck Corres. In place of (15)Dr.Haentz- 
8chel gives 

\a{x\ 4- rXf + Bx, {x\ 4- r\) + Cr, {x\ + f^) + D(x\ -f Ef\ 

Referenoe to hu book, p. 24, shows that (18) did not come from (10) 
direcüy, bat only after a linear transformation fbUowed by 



(19) x^ — t;^x^, — 1? 

which changes the axis of rotation. 
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Tbis leads to the dismssion of liupar transformations with com- 
plei conffifients, Batisfying i4). Tuese an» treated in I pp H •• 20, 
and Üje results are, bnefly, that the axis of rotation mnst be an axis 
of svmmetry of the cnrves, thus permittiug only thus*- transformations 
which preserve snch au axis or transform iuto such an axis ono of the 
cir<:*les of symmetry of the curves. The simplest case, that of real coef- 
fioieuts, leaves the axis of rotation unchaugeU. It follows that (14) 
and U-')), are admissible CTirves, also (12), which may ])e considered as 
derived from (14\ and (17) derived from (14) and (15). But (18) 
irhicli, bj the way^ gives surfaces of the eighth degree, does not 
satisfj the conditions. 

Dr. Haentzschel's resuits in his bock, pp. 8 .. 11, apply to (12) 
and but not to (18). A comparison of niy methods with the 

resuits just mentioned shows tliat they conld not have been derived bj 
the incorrect comparisons which Dr. II at a t ische 1 sus])ect.s. 

3. The criteria wliich I obtained (1 j)p. 19, 2") are applicable, in 
the form m which they are stated, after the curves have been trans- 
formed so that both coördinate axes are axes of symmetry. But 
Dr. iiaeut/.schel applies them to (10) directly, which ie not permis- 
äible, äud to that purpose devotes two pages. At &e dose of this 
section Dr. Haentzschel remarks that the most of my resuits in I 
pp. 11 . . 15, are dne to Dr. Waugerin, although the latter staftes 
(Monatsberichte p. 165) that his coeffidents are real, while nüne ara 
complex. 

4. The earlier part of this section is devoted to a repetition of 
thr- Statements which follow from erroneous assumptions in S. The later 
pari takes notice of the fact that in II I have shown that Dr. Haents- 
seheTs thirty second degree surfaces are in fact of onlj Üie sixteenth 
degree bat are resolvable into compouents of the fonrth degree, as 
there given. This reeult he says is natural in yiew of my spedaUxa- 
tion of the original prohl^. 

Having completed ihe diseiiSBion of Dr. Haentasehers explidt 
Statements, it might be wdl to eonsider separstely the souroe of his 
erroneons resnltB. Eqvation (3) defines F, except for the arbitrary 
eonstantsy and fhese mnst be so restrlcied as to satisfy (4). Now 
Dr. Haentssohel's crnnres are obtaaned withont regard to (4), though 
his lesolations of the first memher of (4) aie practically eomplete and 
are ^did for the carres consistent with (4). 

Universitj of Pennsylvania, April 1905. 
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Bemerkiing zu der vorstelieiideii Notiz. 

Von Emil HABirTZScaEL in Berlin. 

Durch die Lif^itonswünligkeit der SchriftltUuug Labe i(^h Einsicht 
in die Note des Hrn. Safford vor deren Drucklegung nehmen künueii. 
Aus der Überzeugtm«^ heraus, daß eine Einigung in betreff der Streitpunkte 
nicht zu erzielen ist, mau müüte denn die strittigen Fragen noch einmal 
in extenso aufrollen, beschränke ich mich auf wenige Bemerkungen. 

1. In dem Integral (10) der vorstehenden Differentialgleichung i^d) 
haben bekanntlich die Invarianten und die Werte: 
g^^ AA' ■\-'^C ~ ABB' 
g^ - AGA' -2 BOB' ~ A 'W- AB ' ~ C 
Legt man denselben die Bedingung auf reell zu Pein, wie es gewöhn- 
lich geschieht, so können trotzdem die Koeffizienten ÄfB,Cf... kom- 
plex oder imaginär sein. Auf den Fall 

r + ix = q) {t iu) 
habe ich bereits in meinen ,,Studien'' (Berlin, G. Heimer, 1893) und in 
meiner Abhandlang Band 4 des Archivs S. 58, hingewiesen, wo 

ist; ein anderer Fall ist 

-ä-Ä t; X' «t; J5-/S .«; B' 

Ob sich dadurch neue Resultate ergeben, ist gleichgültig; ich hatte nnr 
zu Beigen, daß die Bedingung (8) des Hrn. Saffcrä, diese EoefBzientoi 
müßten reell sein, falsch ist 

8. Die Darstellung des Cartesiat^ Owh (12) durch DretArets- 
iBOordüuUen habe ieh zuerst in dieser Zeitschrift, II Reihe, Bd. 69, 1883 
(Über das Carte sisehe Oval) geleistet £in gleiches gilt von den 
Kurven (14) und (15), vergl. „Studien^ U TeU« 189$. Eine Sieheek- 
sehe Kurve wird erhalten, wenn man einen tf-^Quotienten im Sinne der 
konformen Abbildung deutet Demnadi schließt die Kurve (14) min- 
destens 4 SieheekBeh» Kurven als SonderfSlle in sich. 

8. Daß die Bedinguugsgleichungen (S. Gl, (11)) des Hm. Saffürd 
falsch sind, habe ich streng erwiescm. Daran Sndert der Einwand des- 
selben nichts, daß ich gwei Seiten (S. 62 — 63) dazu gebnmeht habe. 

4* Eine Mendiankurve $2. Grades^ die ich hergeleitet haben soll, 
wird man vergeblich in meinen „Studien'^ suchen. Ausdrfleklich sage 
ieh, sie wäre vom 16. Gh»de. Daß sie bei SpeziaUsierung der Kon- 
stanten sich in Wangerinst^ Kurven zerfallen läßty habe ich nie be- 
stritten; im OegenteU, dies ist notwendig. 
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U^er Partialbruchzerlegüüg 
bei Tielfachen LinearfalLtoren des Neimers. 

Von W. Fe. Meyer in Königsberg i. Pr. 

Fflr die EoelfizieiLten der Zahler bei Partialbrachzerlegung einer 
rationalen Funktion dner Yariabeln, fiiUe der Nenner yielfache Linear- 
fakfcoren besitss^ sind ▼ersehiedentliebe rekurrierende Algorithmen anf- 
g!0iteUt worden. Verg^ Ensyklopidie der mathem. Wias. I, p. 229. 

Im folgenden soll eine expUgiie Darstellung gegeben worden; der 
Sem des Exgebnisses ist, dafi die auftretenden Zahlfiiktoien gewisse 
JP^ot^fnomiaB^fißimtm sind. VergL mein Lehrbneh der „IfUegrälreeIh 
mm^ (Leipzig, Goschen 1905), p. d26£ 

1. Sei 

(1) |{|-^^(^) 

die vorgelegte rationale Funktion, wo Zahler und Nenner teilerfremd 
sin^ und wo der Grad des Zahlers kleiner als der des Nouiers sei; der 
letetere sei, in Linear&ktoren zerlegt: 

(2) p (x) - (a? - «)^ (o? - /3)' . . . - (a? - «)" x i^),') 
und 

(3) ?»W _ A (X) B (X) 

(4) A (x) - ^ -I- ^1 [u: - a) + \^x-uf-{- |j * 

demnach, unter Benutzung einer eckigen Klammer als Abkürzung: 

(5) q,ix)sA{x)x(x) + ix^ay []. 

Es soll die ganze Funktion A (x) Tom Grade ft — 1 ermittelt 
werden. Analoge Formeln gelten daim fQr B(x) eta 

Difforenziert man die Identität (5) einmal, zweimal, ,.^Qt—l) mal 
naeh x, und setzt sodann jedesmal o; * «, so falkn die mit (x — «) 
multipliziert gewesenen Glieder weg, und man erlwlt ^ lineare Glei- 
chungen för die unbekannten Koeffizienten J«, Ai, ,,.Af^_y 

i j Im einfachtiteu Falle: i{; (x) ^ {x — «/" ist aatürlich tp{x) selbst der frag- 
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Sei ü){x) irgend eine Fanktioa von so führe man die Bezeick- 
niing ein: 

(6) — ^ -a),(jc), 

wo C3^'\x) der ite DifferentMquotient ist. 

Dann gilt fOr die fi-malige Differentiation eines Produktes f (x) • g(x) 
die Formel (/^ = f (x), g^==g {x), /; {x) - /), <7, {x) - ^^): 

wie man leieht durch TOÜstSiidige Induktion beweist. 

Wendet man (7) auf die wiederholte Differentiatton von (5) an, 
bedient sieb der Abkürzungen: 

und berücksicktigt, daß: 

(9) ^(«)-^, (A(«)=A), 

so lauten die fraglicbai linearen Gleichungen fttr die A^: 



Hieraus lusseu sich die sukzessive entnehmen, was für praktische 

Rechnungen ausreicht. 

Die Xi} Xi* • • ' ^^^ti^n sich diiekt durch Ableitungen der Nenner- 
ftmktion il' [x) ausdrücken. 

Da [(./' — «y*]^, = 1, [{x — ci}"]^_^_^ — 0, etc., so folgt aus it- maliger, 
(fi -f 1)- maliger, . , . (2ß — l)-maliger Differentiation der Identität (2), 
unter Benutzung von (7), für j =» a: 

(10) X» - Zi - l/'^+o . • • U^t - *«i«^f 

Ee mögen nunmehr die ersten der Koeffizienten A^, A^, ... aus (I) 
«plizite beredmet werden. Die erste Gleichung (I) gibt direkt: 

Setzt man diesen Wert von Xo ^ ^® Xo mnltiplizieite zweite 
Gleichung (1) ein^ so kommt fiir x^^^ ^Xi99^ d^* 
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Die Substitution von (A^) und (A^) in die mit multiplizierte dritte 
Gleichung (1) liefert für jto^, — XtVo ^t- 

Fahrt man so fort, so gewiimt mau für die beiden nächsten Koeffizienten 
A^, die Ausdrücke: 

— *i [Zi (Xi ^ ZoZ») - ZoZtZi + zlXil 

Auf diese Weise wird man dnreli «nToUständige IndnktiinL zu der 
Regel geftihrt: 

ffMan bilde suAuressioe die JusärwSoe: 

(II) -^6 = - + xJZb^ - ZoZA + ZoZö^ » 

* 
* 
ft 

+ (- ly- % ^/,A', + (- i)%i^^,x„ 

dann hestimnU ^ der Koefjßtient A^ in (4) «Airch <2ie Formet 
(*-l,2,...^-l): 

...+(- 1)*- 'ziaA_, + (- 1)*" 

tro x:ur Alkürzung gesetzt ist: 

oder auchf nacJi Suhstittithn dieser Werk in 1 III i' i (ä: = 0, 1, . . . l)s 

(iii')^i{*'-ftJ£,ii-»»-.J£,xJ-'+*>k.Aaä-»-9f»-Ajä-'+— • 

+ (- 1)*- •v.x..,x> + (- ly- v,x... xj + (- ly?, z^" 



1) Die Formel (HI) versagt für k — uod ist ans (A^) za entnehmeii; 
die FazmeL (pT) dagegen befallt for Ifc — 0 ihm CKUtigkeit 

Artbf* te IbOraMMk oad VhftXk. m. Seite. X 19 
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Die Formel (III) werde nuuinehr durch vollständige Induktion 
bewiesen. Angenommen., sie gelte bis zu einem gewissen ^(<ft — Ij. 
Aus der (k + 2)ten Relation (I) folgt dann zunächst: 

(12) ii*+ixJ**-9*+iÄ{**-at{ati*i'Kz.)-rf-*&-(^ö) 
-%ixk-i ' (^«J)-a4"*Zk-« • (.Aü) 

Mit Backsicht auf (U) und (11) geht (12) fiber in: 

* 

+(-.i)*-*zjdA_,+(-i)*-VÄ-«+(-i)*-MA.,) 
+(-i)*-W.ic,_,+(-i>*-«x«<JA-,+(-i)*-^aiX».,> 

Ordnet mau jet/.t die rechte Seite von (13) mich S^ + i, öj, i^-t* 
^k'tt ' ' •» ^ti ^if ergibt sich, wiederum auf Grund von (II): 

(14) ^*+,z{**-aä*.4A-x{-^*»x,+aä-«Ä».,j,-:j*-'*»-Ä+--- 

d. L aber in der Tat die Formel (III), wenn man den Indez k doreh 
den nichetfolgenden Index + 1 ersetzt Ans (III) folgt aber auf 
Grand ron (11) und (II) unmittelbar die Formel (IH ). 

2. Es erübrigt demnach noch, die Barstellung der (II) zu einir 
espliaiten anssagestalten, d. h. die Xk ala Aggregate yon Potemen der 
% allein zu gewinnen. Es wird nfltalieh sein, vorab eine Tabelle fttr 
die Anfimgswerte von jf^ etwa von I; 0 bis jb «> 8, zu entwerfen. Die 
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sabf'ssive Einsetzung (Irr jt weüa bereits berechneten Xq, A\, . . X^_^ 
in die Formel für liefert: 

" Zi ^ ZI Z 2 - Zö Zi Zs "T Zö Zi " Zij Xi » 
^'j=z!--iZoZ'Z2+-5zaiZ3+^Z^ZiZl --ZoZiZ4--3^Zi;b+Zo^ä» 

+6z52!Zs-3z3ZiX4 +2ZoZiZ5 
-6ZoZiZiZ8+-ZoZtZ4» 

+ ^OÜXlxl- '^zlXiXl -r'^xUiXi-'-x'^XiX; 

-i2x}ziZ>Z8+oziz*Z»--ziZ3Z«, 

^-2!-7Zo«iZ»+ öZoZiZs- öaäZiZ* + 4z*riZß -3ZoZiZ« + ZoZI-ZoZb 

+ ^^xlxUl-^^^x^x\x:i + -iZuZizs -'^x^xlx* + -ZoZiZt 

-20zäztZiZ»+l^z5zJZ.Z4-3ziZiZ5 +12aäz.Z6 
+123ja:iZlZ8-6ZoZiZtZ»+ -zSZaZ» 
-6z5ZiZ$Z4- 

Ein Blick auf diese Tabelle führt zu einigen Teilgesetzen , die 
dann leicht beweisbar sind and in ihrer Zusammenfassoxig zu dem 
gewansehtea Gesetze führen. 

(A) . „X^ ist eine homogene gause Funktitm äer 2»» %ti Zif * • ' Z* 

tm Grade k.** 

Für 0, 1, 2 ... ist das Gesetz ersielitlieh erfüllt. Gesetzt, es 
gelte bis zu einem gewissen Index h. Die Formel für X^^j in (U) 
leigt dann, daß die einzelnen Glieder Zo/li-^*-i> ZoZs^*-»> ■ • •# 

tr ik^xj xiXk + i^o gM» homogen in den Xo, Zn • Za + i ^om 
Grade k + 1 werden, also auch das ganze Aggregat, d. h. in jedem 
Gliede von der Form Zo'Zi'il^* ' * • xl^i^ ^® Summe der Exponenten 
gleich k + l. 

(B) . „Xt ist isohar in den Xoti • • • Z» Gewidiie h** 

Es ist also zu zeigen^ daß in irgend einem Gliede Zo*Z''"*Z*^ 
ton Xk 

(16) 0*«;,+ l'ffi + 2'(4 + '" + kttk « k 

Fflr X; — 0, 1, 2 ist das Gesetz evident. Es gelte wiederum bia 
TO einem gewissen Index k, so betrachte man die Formel für Xk+i 

16* 
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in (ir. In ihr erscheint im (i -f Dten Gliede (i = 0, 1, , . . /.-) Xt_, 
multipliziert mit Jf^jf, -; i; somit wird das Gewu Lt \ ou Xk^i gemäß ^16) 
erhöht um (/ -}- l), nimmt also den Wert A" -f 1 an. 

(C) . Das Vorzekhm irycnd eines Gliedes x^'Xi' • • • Z** ^* 
darch (~ I i"" hrslinnnt.'* 

Das (ieset/ ist l'iir Ä: — 0, 1, 2 riohtis^. uiui werde l»is zum Index 
inkl. als gültig angenommen. Aus dem Gliede (— 1 j' Xo^Zi' • • • Z** 
in A* entstehen auf Grund der Formel für Xk+i in (II) eine Reihe 
Ton Gliedern, durch sukzessive Multiplikation mit x^, — ZoZt» xlz^t • • t 

Das VoneidieiL ii^nd eines der nenen Glieder, S.B. des mit 
(— lyxiXi+i multiplizierten, ist daher l)'^'*'', wahrend zugleich der 
Exponent Ton Xo «9 + * gestiegen ist. 

(D) . „Der absolute nimerisdie Koeffizient irgend eines GUedes 

«0 AI AS Alt -« a;,»«|!«,!.. . a^I a^l 0^1 . . . «c^l ' 

unter Ol (fte EinheU tu versieiien ist** 

Die Tabelle (15) gibt zunSchst zu folgenden Einzelbemerkungen 
AnlaB. Das einzige Glied in Xk, das gar nicht entfallt, ist Xi mit 
dem Koeffizienten 1, Irgend ein Glied yoe der Form Xo'aC «ncheint 
ebenfaUs mit dem Koeffisdenten 1 behaftet. Ein Glied Ton der Foim 
Jd^^XaZ» Faktor 2, ein solches von der Form 2o*Z«Z»Z« ^ 

Faktor 6; weiter kommt Gliedern Xo'zSX» ^^^^ Faktor « + 1 zu, 
solchen von der Gestalt 2o*Z?Z'a Faktor \ mid solchen von 
der Geßtult fl'^r Faktor • 

Auf Grund dieser Beobachtongen, die sich bei WeiierfÜhrung der 
Tabelle (lö) bestätigen und analog erg&nzen, wird man durch unyoU- 
ständige Induktion zu der allgemeinen Anzahlfoimel (D) geführt. 

Dieselbe soll wiederum durch vollständige Induktion bewiesen werden. 
Zu dem Zwecke werde eine HiJßhdracldrtnq voraufgeschiekt. Nach 
d» n Siitzen CA) imd (B) gilt für irgend ein Glied in von der Gestalt 

f «0 + «1 + «, + f- «i = Ä, 

lO . «j, + 1 . + 2 • «, + • • -j- Ä*«* = 
also durch Subtraktion: 

(IT; «0 - 1 • «t + 2 . + . . . (jfc - 1) fl^. 

Berücksichtigt man mir die Exponenten «f., a^, «c., die >0 
sind, so lautet (17): 

(17') «b- («- 1)«.+ (6-1)«»+ (c~ l)«c+ • • -1 
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d. k mau hat den Hilfssatz: y,E8 ist notwendig niciU kleiner als 
a ~ 1, 6 — 1, . . . etc." (a, 6, c, . . . > 1). 

Die Regel (D) sei jetzt bis zu eiii«Mii Index A als richtig au- 
genommen und soll für den Index k -\- l bewiesen werden. 

Sei; wie oben, ^^"'"X'/'jK^* . . . x^^^^"^* iri^end ein Glied von Xi^_i. Man 
trenne die Falle > 0 und =• 0, nnd berücksichtige von den übrigen 
Exponenten nur diejenigen, die >Osiiid; schreil)e also X'Q'7.^*X"X'tX^- ■ ■ Xtf 
wo die auf 1 folgenden Indizes a, ft, . . . der Grüße nach geordnet seien. ^) 

Im ersten Falle > 0 läßt sich dann von dem vorgelegten 
Güede entweder ein Faktor abspalten, oder aber ein Faktor Xo~^>t«» 
oder aber Xo' ^Xb^ o^^f «idlich j^~^%r' Jede dieser Abspaltungen 
ist möglich, dft nach dem obigen Hilfseatse nidit kleiner ist als 
irgend eine der Zahlen a^\, h^X, etc. 

Gem&ß (II) treten dann die nach der jeweiligen Abspaltung ans 
ILtliXaXlxl ' ■ X^ verbleibenden Reetfaktoren resp. in den Aggregaten 
Xttf Xt—^—t), Xk-{t-t}t ®^ ™d auf Orund Ton (C) mofl die 
Summe der absoluten Eoeffiaienten jener Rest&ktoren in Xt, Xk^(a-i\, 
1) etc., eben der geenehte absolute EoefSzient M ▼on^f'jf'XS'-XS 
in Xk+i sein. 

Für jeden der genannten Bestfaktoren ist die Summe der Expo- 
nenten Ton Zit Xaf 7Uf ■ ■ ■ Xr ^ kleiner ab die ursprflnglidie Summe 

/J, ^ « -f i5 + y H -}- p — A • + 1 — /3o> mithin gleich k — Der au- 

gehörige Zahlenkoeffizient enthält daher nac li Voraussetzung stets denselben 
Zahler {k — ß^)l, während der jedesmalige Nenner der Reihe nach lautet: 

(ft-l)!tf!/Jly!. . . p!, ß^l{a ^l)lß\y\... pl, ß^lal(ß^ . . , pl, . . , 

Demnach wird die Summe dieser Koe^zienten, d. i. aber der ge- 
sachte Koeffizient M selber: 

/,o^ M ^ --io)J « + ^ . . . 

Das ist aber das Gesetz (D) für den Index X; + 1. 

Im zweiten Falle /3| *- 0 ist das Ver&hren genau das nämliche, 
nur daß die Ton abhängigen Tenne Ton vornherein in Wegfall 
kommen. Man erhilt die zu (18) parallele Formel: 

Mar. j,. ^ + y + ' --f et (fc + i-ft)! 

^i"; («-.l)!(|J-l)!...(p-l)l l '«ßY,- 9 i «!(Jiri...e» * 

1) Der Fall = 0, i. e. 3;*+^ Kaan hier beiseite gelaaaeu werden, da er nach 
obigem erledigt ist (Koeffizient — 1). 
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In beiden Fällen aber ist offenbar mit Rücksiclit auf die Festsetzung 
Ol ■= 1 di«^ FaHguüg des Satzes (Ü) zulässig. 

Um (he vier Sätze (A), (Bj, (C), (D) znsammenzufasBen , erscheint 
es am zweckmäßigsten, worauf schon die Tabelle (Ib) hinweist, den 
Ausdruck Xk nach steigenden Potenzen von anzuordnen. Dann gilb 
der Satz: 

(E) . „Dfnkf man sich dm AtisdrucJc Xk in (II) iiadi steigenden 
Fotenzen von Xo angeordnet, so erscheint er als ein alternierendes Aggregat 
von der GesUdl: 

(UO 2^ - P* - u^k^x -f 2iP*-t - zäP*_. + 

+ (- ly-Vo-'l». + (- 1)*-' ri-'P,. 

IVO die P von Xq frei sind. Dann ist P. eine honuHjcne und isohare 
ganze Form der y^Xz - ■ - X'< ^'^'^^ (xradc l und vom Gewichte k, und zwar 
enthalt Fi die Gesamtheit aller positiven G iieiier von der Form Xt*ZS* • * • it*** 
vco die Exponenkn ai^O) nur den beiden Bedingungen 

Ii • «I + 2 ■ «I + 3 • + • • • + Ifc«» — Ä 

eu getiügen haben, wahrend der nutnerisdke KoeffiBient des Gliedes 

durch 1 tu eneteen iatJ* 

Da die ntimeriBchdii EoefBzieuten dieses Saiaei ersichtlich Poly* 
nomialkoeffisienten sind, so liegt es nahe, den Satz (E) in Beoehong 
snm polynomischen Satie zn setzen. Koch dem letzteren ist: 

m ü. + z. + • ■ • »)• -^irn^^fbi? «'«• • • • 

wo sich die Summe auf alle Zusammenstellongen von £Ixpouenteii 

Ulf ... ttk bezieht, für die 

(21) «i + «» 4 

Vergleicht man dies mit dem Satze (E), so erkennt man, daß der 
Ansdruck P^ (i = ly 2, . . . k) nichts anderes ist, als die Gesamtheit 
aller der Glieder in (20), die auch noch die zweite Bedingung (19) er- 
füllen, d. i. die das Gewicht k besitzen. Danach gilt noch der Sate: 

(F) . J[kr ÄusdruOi P« tm Satte (fi) ia die OetanUheU der OUeder 
in der pciffnomiadien Eniwidchmg wm (%t + + ' * * + Xk/f denen das 
Crewidd k tuknnmL" 

Durch die Formeln (III), (III') in Yerbindnng mit den Sätzen 
(E), (F), ist die Frage nach der expliziten DarsteUnng der Partial- 
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braehzerlegung (3) TSUig beantwortet Es aei noch bemerkt, daB auf 
Orand der Sitae (A), (B) der Faktor Ton ip^^i (« - 0, 1, . . . ft) m (DI') 
eine komog^ne und ieobare Form der UtXif-Xt ^ '^o^'^ Grade h 
mid vom Oewidite i. 

Ea branoht wokl kaum bemerkt ta werden, daß mit Obigem aacb 
die entaprechende Au^be der InterpohHonsr^nung ihre explizite 
LSsnng gefanden hat. Multipliziert man nämlich in (3) wieder mit 
' i^(x) herauf, so erscheint der Zihler 9(0;) in der Gestalt: 

(3-) 9 W -^A (X) X W - * W • 

Trägt man nuiirnfhr in A(a;)(4) für die Koeffizieuten Aq, A^, . . . A^i — i 
[nnd entsprechend in B[x) für die B^J, B^, . .Br^i etc.] ihre Werte 
aus l III') ein, und substituiert zugleich in (III') für die Xq, X^, , . . ihre 
Werte aus (E), wobei jetzt genauer unter P^*' das Aggregat der 
Glieder vom Gewichte h in der polynomischen Entwicklung von 
+ ;tt + ' ' ' + ^ Temtehen ist, und ordnet sodann naöh doi 
<Pk — <Pk{*t), so nimmt q>{x) in (3') die Gestalt der Doppelsnmme an: 

wo anksessive die Indizes dnrch a, 9^, . . . resp. ^,Vp*, za 
enetsen sind. 

Damit ist aber eine ganze Funktion ^(x) Jim einem Grade 

< fta + + ST}/ -i (oder näherangsweise eine beliebige Funktion) 

dargestellt^ för die die Größen ^(a), 9»^-i(a); fpMy Viiß), 

...<p,-i(ß)\ tpoiy), 9iW>-" > d 8. Also rfic Werte der 

Fuiiktum und ihrer Ahhitutigen bis zur resp. Ordnung ft^l, v—1, 1, ... 
für die beliebigen (ungleichen) Argnmente u, fify, beliebig Tor^ 
gegebene (endliche) Werte besitzen. 

Königsberg L Pr., Febmar 1905. 
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Einige Integralsätze. 

Von 0. Spib88 in BbmL 

Setet man — — 2,1 ao genOgfc JCi der Gleidraog 

(1) »--l-(a?-~l)Z^ 
Differenziert man /s-maL nach x, und setzt X^^^^ — ^^X»^ so kommt 

«(» - 1) . . . (» - jfe + 1) JC*-* - (a? - 1) XW + AX:,*-^>. 
MiiltipImeraL wir beideneitB mit . — , so steht xecbie du 

TolbiSndige Differeniial Ton k(x^l) yM^ *-*)- Buidi Integcation er- 
gibt odb also die Formel 



(») 



/i 



Spniell ftr Jk — 2 erhalten wir 

-*;j<;rrr) (* - ^) + + + • • • (« - 1)^«. 

Diese Formel hat schon Herr Kokutt (Ztckr. f Math. u. Pli., Bd. 45) 
auf dem Weg der Koeffizientenvergleichung hergeleitet. Für n = 6 
kommt sie bui Abel vur. Geht man Ton der etwas aUgemeineren 
Gleichung aus Eix)-B (1) ^{x-i)q> (x), 

80 erhilt man auf dem gleichen Weg die Formel 

(9) /; «'V'"- -*(,-i)V^-iH4 

Wir wollen nun die Bedingungen snchen, unter denen eich ein Integral 

der Form / - — algebraisch ausdrücken läßt. Bekaoatlich kauii 

J l/<p (x)— * 

dies dann nur in der Form gescbelieii 
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Da es uns nicht um die volle Allgemoiuheit unserer Entwicklung zu 
tun ist, so setzen wir im folgenden , (fi -c), f(^) als ganze rationale 
Funktionen roraus. R{^) betrachten wir als gegeben, <p(j^)t f{pc) als 
gesuchit. Durch Differentiation von (4; folgt 

(5) B («) - r («) 9 (^) + i /• w y ' («). 

Der Emfaciiheit halber setzen wir noch voraus, daß f{x) keine doppelten 
Faktoren enhalt*», oder daß f{x) und li{x) t*»ilerfrerad sind Multipli- 
zieren wir beiderseits mit f{x)*~~^dx und iniegrieren, so kommt 

Da 9> \ x) ganz ist, so ist hiernach f (x) aus der Bedingung zu bestimmen, 
daß Fix) — C, nach passender Wahl der Konstanten C, durch / (a;)" 
teilbar sein soll. Da aber F' {x) Ton selbst durch f{xY~^ teilbar ist, 
so genügt es offenbar zu sagen: F{x) — C soÜ durdt f(x) teilbar sein. 
Ist f{x) Tom ersten Grade, etwa '^x — a, so hat man nur C^F{a) 
zu setzen, wo F{x) irgend eine ganze Funktion ist» Damit kommen 
wir wieder sor Formel (8) znrttck. Soll f\x) von hSlmrem Gfrade win, 

aoaetsenwir /-(ar) - - «,) (a; - o^) (x - «*> (*>i) 

Usaer Ziel ist dann, die OIeiclrang»L anBEostellen, die zwischen den 
Woxieln . . . «« bestehen mfissen, damit die obige Forderang etfilllt 
wird. IHeee Bedingung kann man jetzt ancli so ansspradien: Es mUl 
F(s) » JB{x)f(x)r'^^äx für särnÜ^die Wurgdn <K|, . . . o;* dmsiibm 
Wert C ofUMAmai, nt ZmÄen 

(7) F{tLO - J'W ^Ui) - C. 

Das ist die erste Form der |7." — I i gesuchten Uelationeu. Der Grad 
dieser Gleichungen ist aber noch zu hoch; wie wir zeigen werden, ent- 
hält nämlich jede der DifTor^^nzen Fiai) — Fi^u^) den Faktor ( «; — &r„'^*"~*, 
der für k f (i nach Ai.naliiiie von Null verschieden ist und wegdividiert 
werden darf. Um zu einer einfacheren Gestalt zu gelangen, setzen wir 

nnd schreiben die obigen Bedingangen in Form der Eongraenz 

Ffx) J'H{x)fi {xy*-'^(x — uif^^dx = C (mod ^x — «;)) (-1=1.2, ..*). 

Indem wir partiell integriecen und die durch {x — ai) teilbaren Glieder 
w^aasen, eigibt sieh 

F{x) s (- 1)—» (» - (a?)/4— » (x) dafW = C (mod (x - «)). 
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Die Int^pfatioBflii denkea wir uns hier im folgend«!! stets so durch' 
gefUhr^ daß keineiiei Eonstanten hinzngeflLgt werdeii| so daß also durch 
jede Integratioii der Faktor x einmal mehr hinsoiritt Betrachten wir auch 
«a als Tariabel und setzen x — «ci, so wird die Kongraenz snr Oleiehnng 

wobei wieder C für C geschrieben ist Der Wert Ton C ist 

wiUkflrlieh, muß aber in allen Gleichungen derselbe sein. Statt 
kann man an<di f («2) ~ (<Q ~ «fi) («It — «%)•*• («a " «k) schreiben. 

Um diese neue Gestalt unserer Bedingungsgleichungen noeh weiter 
umformen m kdnnen, beweisen wir erst den folgenden ItUegräkatM: 
Ist u eine belieb^ miegriofhare FunktUm von x, 90 gOt für aUe po$iikm 
ganjsm Zahlen A, v: 

(Ö) ju(x^aMi^~(x^ay-t^j^[^—^. ]' 

Beweis: Wir beweisen den Satz direkt für i' ==« 1 und wenden dann 
die Toilständige Induktion an. Dabei schreiben wir der Kürze halber 

Di ftir ^ , und Jutür J uds^* Durch partielle Integrstion ogibt steh 

Juix — afdx — (a; — afj u — X (x — a/-^J u-i (— lyiju 



Hiermit ist der Sata für y — 1 bewiesoL Angenommen^ er sei schon 
fOr ein gewisses v nachgewiesen, so zeigen wir durch zweimalige An> 
Wendung der speziellen Formel (9 a), daß er auch für 1 ffii- 

— \=D^iv) - w, 80 folgt durch 



Setzen wir für den Äugenblick 
Integration der Gleichung (9) mit Hilfe Ton (9 a) 



^^i"*' /» ( / 1 

juix-afdx'-^'^ J(aj~.ay+''»-(»-tty+*+iI)^+'i^^^ 



-(x-ay+'+^Z)^!)'' 



j — a 
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Nim ist iriedemm nach {))) 
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• -f 1 ^ 

tc 



J' 



X — a 



+1 



Führen wir dies auf der rechten Seite der Torigen Gleichung ein, so 



geht sie über in (af-«a)*+'+*i>^ 



{-♦) 



{x — a) 



, q.e.d. Vertteht man 



anter J' einen vten Differentialquotienten, unter ein A-faclies 

Int^praly so gilt die Formel (9) auch für negative Werte Ton v und X, 
vnd zwar ist genauer zu bemerken: Der Satz (9) gilt fUr negaHvei v 
umd ptmUvea X, lautet dann also in gewöhnlicher Schreibweise 

2—» 

(9b) D'u (« — — — ay-'I>^(x - a)' fu, 

Dit'S wird leicht direkt durch Au^füln mig der Differentiation eingesehen, 
folgt übricrens für i> > X schon aus der Formel selbst. 

Femer gilt der Satz für negatives v und tiegatives X, was man 

sofort erkennt, wenn man in (9) u lür^ u schreibt. Er gUt aber nichi 

Ar posHives v und negatives X, wie man dch leicht übeizen^ 

Den 80 bewiesenen Integralsatz wenden wir nim auf die Cllei« 
dnuigcai (8) an. Ist A + f», also «i + so setsen wir 



«a — 

Wir erhalten dann für die linke Seite Ton (8) nach (9) 



-1 J^^ 



wo wir die ganze rationale Funktion Ton x 

tn — i 
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gesetzt haben. Vertauschen wir X mit {i und subtrahieren die neue 
Gleichung Ton der ursprünglichen, so kommt 

(12) ^(.)-r(».)-(.-..)..-.^-^,( ^'-'<:^::;-'N | 

Li der Slammer lechts etdit jetst aber eine ganze Funktion der 
Yariablen 9t^,.,. Uki die Differenz F(«u) — F(cc^) ist ako, wie oben 
behanptet wurde, durch («2 — teilbar. Da das Yemohwindfln 
dieser Differenz für alle Paare Ton Wurzeln tci, ttft die notwendige and 
lunieichende Bedingung fttr das Bestehen der Gleidinng (4) enthil^ so 
können wir also dmi Sata aussprechen: 

Soll jwueftm dmi gantm Funik^knai ^(x), f(x), E{x)t iffQvon die 
Mtm letMten kÜerfrmd aem soQe», äk Inlegnä^teidvmg heMm 



J{(«)dC - , >. »y , . 



90 mUsae» die Wursdn von f{x)^(x — «c^(x^€if) ,,(x^teit) das 
SifStem der Gleichungen befriedigen 

(18) (,,::'..,....). 

Merin ist Ptii^i(«) die dunk Gkiduu^ (11) heaHrnmU game IMkUen. 

Dmffdtdui, ffenäge» Oj, «i^, . . . tt« dietem Gkiekimgssifsiem, so ist ^ 
Quotient ^ 

"^^^ 

eine gange FunkOan, vfdehe tuaammeH mit {x — aj (x — «,),. . 
^f{x) die ehige Integralglei^^nung hrfriedifft 

Die * ~ Gleichungen (13) haben die Eigenschaft, dafi 

k (k — i) 

— 5 — ' — (fc — 1) eine Folge sind yon je {k~ l) unter ihnen, die sn 

einem konstanten Wert von n gehören Durch geeigueta Kombination 
derselben gelaugt man m jedmi lull zu einem mit (IH) äquivalenten 
System von (Ä:— 1) Gleichungen, die in den Größen a^. . . . svmmetrisch 
sind und somit in ReUtionen zwischen den Koeffizienten von f{x) 
umgeschrieben werden k&men. Ich verspare diese Diskussion auf ein 
andermal und will nur noch bei dem Fall Jb ^ 2 etwas rerweilen, bei 
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dem bloß eine einzige Bedmgungägleicbung auftritt. Schreiben wir 
a, ß statt Oj, so lautet dieselbe 

Di«aelbtt iit symmetrifliili und homogen in «t, ß, deren VerhSltnie durch 
fie beetinimt ist Beeonden intenasant ist der Fall Rs^X', doeli 
gelieii wir hier nidit mehr darsof ein. 

EiftUen 1^ /} die Gleiehnng (Ida), ao gilt llir f{x)^{x—v){x-fi) 
naeb Gleichung (5) die Relation 

(5a) i»ä(ä) - f(x) . 9' {x) + nr («) 9 W- 

Indem nun f"(x)='0 ist, hat die rechte Seite dieser Gleichung 
liie Besonderlieit, als Differentiulquotient eine« Ausdrucks der Form 
fix) • 0' (x \ — lf'{x\ 0(x) darfjestellt werden zu kunm-u. Dififerenziert 

man diesen Ausdruck üümlich v m;d, so kommt f -f (v — l)f <2i'*'> 

+ j^— - " — ^vJ/^'(P^'~*' und wird in der Tat mit der rechten Seite 

Ton (5a) identisch, wenn man setzt v — 2m — 1, A — n— 1, <P<')(z) 
— 4^0»— i)(:r) — fp{x). Integiierfc man also die Gleichung (öa) (2n— 1)* 
mal und seist 

so erbalt man 

(14) i(«)-/'9i._i -(*t-l)r-9i— 1, 

woran« 

D. h.: ij/ P(x) eine hdidn^ gcmn FwiMiMmf eo ist die Bedtngwng dafär, 

daß sich das Inkyral / - dwch rationale FmiktiotUM aus- 

^ J {X- «)- {X - ßr 

driteken läfil, in der Okidiung en&iaUen 

Der Wert des Integrals ersclieint dann in der Form — • * -, • 

Die ganzen Fmiliionen P{x) und t (/ ) hdhfn norh die Eigeneehaftf daß 
ihre {2n — \)tm DifferenUalquoHenkn der Gleichung geniigen 



Basel, 20. Oktober 1903. 
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The Developmeut of the Theory of Transfinite Numbers. 
Part 1.— The growfh of tlie Tlieoiy of Fimotio]» up to tl» year 1S70. 

By Philip K B. Jovrdaih (Broadwindsor, Dorset, Englaud). 

Düring the niaeteeiitli oentnrv, tho two great l)raiiches of the 
theory of functions developt-d aiid i^raduiilly separnted. The rigorous 
fouiidation ot the results of Fourier <in trigonomvtric series, wliicli 
was given by Dirichlet, brought forwaid the general conctptiou 
of a (one-vahu'di functinn of a real varialde, and the [in particular, 
trigonometricalj developmeut of functions. as subjects of investigution. 
On the other hand, Cauchy was grudually Icd to recognise the importance 
of what was subsequently recognised as a more special eoneeptiou of 
fuiictiuii üf a cüiii}>lex variable, and. tu a great exteiit independently 
of Cauchy, Weierstrass buüt up his theory of aiialytic functions of 
complex variables. 

These tendencies of both Cauchy aud Dirichlet combined to 
influence Riemann: his works on the theory of functions of a complex 
Tariable carry on and greatly develop the work of Cauchy, while hts 
Uabilitationsschrift of 1854 has the intention of generalising as &r as 
posfttble Dirichlet^s partial solutioii of the problem of the develop- 
ment of a function of a real variable in a irigonometrie series. 

Both these sides of Riemann'B activity lefb a deep Impression on 
Hankel. In his TQbinger Programm of 1870, Hankel attempted to 
ezhibit the theory of functions of a real Tariable as leading, of ne- 
cessity, to the restrictioas and extensions trom which one starte in 
Riemann^s theoij of functions of a complex variable; on ilie other 
band, Hanke l's researches entiÜe bim to be called the founder of the 
independent tbeory of fimctions of a real variable. At about the same 
time, Heine initiated| under the direct influence of Riemann's Habi> 
litationsschrift, a new series of investigations on trigonometric series. 

Finallj, soon after this, we find Georg Cantor both studying 
Hankefs memoir and applying to theorems on the uniqueness of 
trigonometrical developments those conceptions of his on irrational 
numbers and the derivates of point- or number^aggregates which de- 
veloped from the rigorous treatment of such fundamental questions 
given by Weiers trass at Berlin in the introduction to his lectures on 
aoalytic functions. The theory of point -aggregates soon became an 
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imiiijeudent theory of great importance, ami finally, in 1882, the trans- 
finite numbera were defined indepetidently of the apjj^regates to "which 
they belonged and by means of which they first appeared in mathe- 
matics. 

These successire stages in the history of our subject will r\ow be 
sketched in greater detail. In the subseqaent parts of this paper will be 
giTen an aeeonnt of the derelopment of the theory of transfinite 
numben from 1883 to the present day. 

1, 

Tho pKobtoma of tcigonometrio aevloa np to and inoluding the tüaa 
of SUiclilot'e memoira (1880, 1887). 

Tho inTeetigatioiu of tiie eig^iteeoith eentniy on the problem of 
Tilmtuig cords') led to a oontroTexfijy owing to Üho foot that the 
(d'Alembert^s) general integnl of the eqnation of the problem zeferred 
to inTolTo arbitraiy funetioiMi wbile, on tiie other band, Daniel 
Bernonlli jndged bis own Solution in the form of a trigonometric 
series to be general because it serred to ei^lain all the pbenomena. 
A» Ealer pointed out, these two conclusiona eouid be reoonciled if 
ereiy arbitrary function (p(x) (which, in thi» case, represents tbe initial 
form of the cord; wKicli may be a^^ fonctio discontinua"; for example^ 
a oture formed of broken linee) were developable in a series of 
tbe form 



1) See E. Mach, "Die Priiuipien der Wärmelehre", 2. Aufl., Leipiig 1900, 
pp. 9S<-102, m— 128; IL Cantor, »Oewbiohte der Matii.*\ Bd. m, Leipug 

1898, pp. 363—370. On the kiatoiy of the researches on trigonometric series ap 
t « Dirichlet's time, see Riemann, "ITber die Darstellbarkeit einer Funktion 
durch trigonometrische Keihcn Hahilitatioussi lirift, Göttingen 1854 [Gfs. Wfrkr, 
pp. 266 sqq. 1892} Freuch txauälatiou in Üvuvres de Jtiemann, Paris 1898, 
pp. 226— SS9), and Beiff . «Gesch. der nnendl. Reihen", Tübingen 1889, pp. 124~1M« 
182—186, 182—192. Tbe dissertatlon of Sachse ("Versuch einer Oescbichte der 
Darstellung willkürlicher Funktionen einer Yarinbeln durch trigonometrische 
Reihen", Oöttin^n 1879; Ahh zur (irnh. der Math III. lH>sO. pp. -230—276; 
French trans. in BuU. des sct- math. (2; 4, 1880, pp. 43—64, 83— 112j i» eapeciully 
eonoemed with Biemann and after Biemann (see below 6). On the hiiiozy <^ 
the oonoeptbm of a ftmetion, in triiidi history thfa eontrovezey ha« an important 
plaee, eee Pringsheim, Encykl. der math. Wiss., II. A 1, pp. 3 — 8. Cf. also 
Riemann, " Partiolle Ditferentialgleichuntjen und deren Anwendung auf physika- 
lische Fraget) Vorlesungen . . . beazb. und hrsgcg. von K. Ilattendorff Braun- 
•ehweig 1869, pp 198—201. 
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That this was, indeed, the case, even when g>{x) is not necessarilj 
developable in a power-series, was first Bhown by Fourier, wbo was 
led io study the saxne matfwwnatical problfloi la the ahove one by bis 
ressardies (tiie firat of whieh wwe commnnicated to the French Aca- 
demy in 1807) on the condnction of heat^} To Fourier ia due alao 
the determination of the eoeffidents in the trigonometric series 

— j ^0 + ar + 6, cos 2« + • • • 
-f flin X -j- o, sin 2a; + • • • 

in tiie form 

K^'^J co8«r«dtf, Oy » J'^(a)mivada] 
— « — jr 

a determination which was probably independent of Enler^s prior 
determination') and Lagrange's analogons determination of the eoeffi- 
dents of A finite trigonometrieal series'); and a geometrical proof of 
the conveigence of hls series, which, tbough not formaUy exact, con- 
tains the germ of Dirichlet's proof*) 

To Dirichlet') is dae the first exact treatment of Fourier's 



1) See Maeli, op. dt, pp. 8S~9S, 116—119, 102—114. Ther» does not 

io be jnstification for Macb's statement (pp. 104, III) fhat Fourier first applied 
inßnite periotlio »eries For fcf Riemann, "Partielle Differentialgleicbuiigen*\ 
pp. 43 — 44) Uernoulli, in support of bis statement that, however a carve may 
be drawn, the ordinates must alwajü be representable in tbe form of a trigono- 
netrie teriei, remuked tbat ia tbe Mriei so ittfimie number of ooeffieieats oeeor. 
Ealar dispated tbi^. Ijecanae, in the infinite series a-\-bx-\- ex* -f • one cannot 
■0 determine the coe£ficients that the line suddenly cbanget it» diceetioik st a de* 
flnit« point. 

* 2) See Eeiff, oj*- PP- 138—140. 

S) See Riemann, op. cit. ("Über die Bantellbeiheit"}, § 2, Maeh, cy. cct, 
pp. 109—111, Sachse, op, eit. 

4) See Reiff, op. rit , pp. 184 — 1B6. 

.Vi G P Lejeune-Dirichlet: Sur hi convergence des s^riea trigonom^triqueB 
qui eerveut a repr^enier one fonction arbitraire entre des limites donnöes", 
Jomm. fOr Math. 4, 1999, 157— ISO; G«$. Werke, Bd. I, pp, 117— 1S9). Accofdisg 
to Riemann (op. cit., § 8), Dirichlet aixived at the diseovexy of the method 
to follow for tbc Solution of bis problem by bis remark (cf Reiff, op. cit., 
pp. 506 — 207~ (bat an infinite son'ep mny or waj not have tbe same sum if the 
Order of it« terms is altered, and, witb Fourier s genes, the latter is the case. 

Ott the eonceptions (Cauchj's) of the '^oontinuity " of a Ikmelum aad of 
deflaite integral, nied here by Diriohlet, aee below S 2. 

Tbc Word " function in consequence <>f tbe pnceding researches, had then 
attained tlie present menninp (" Hiricblefs f'unction-concept and " eontinnous"' 
function had tbe meaning assigned to it by Caucby (see Brill and Noether, 
"Die Entwicklung der Theorie der algebraischen Funktionen . . .", Jahresber. d. 
D. M,-r. III (1894), IM— 163). 
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Beriet. He bronght the Bum of the first 2n + 1 tetme of tiie series (1) 
to ihe fom 

+» 

ein ^ -(«— x) 

and proTed that the limit of (2), when n is infinite, is ^f^r), proTided 
that fp{x') is a continnouB functioiij except, pogsiVilj, at a finite nuraber 
of points between — ti and -f :i, and has onlv a finite number of 
maxima and minima between these limits. 1 urther, the value of the 
fauctiou at a poiut of discontinuity x muat be, in the sjmbols 
tirst used by Dirichlet, 

i[9(a-0) + 9(a + 0>], 
when a lies between — ic and + ar; and, when a is ^ « or + 

For such functionBy Üben, the problem of trigonometric representatioii 
between the limits ~x and + jt ia Bohred^), and these limits ean be 
altered by a change of variable. 

Dirichlet also considered otiier possibilities in the function ^(x). 
When the abore snppositions cease to hold, we get singular eases 
which, aooording to Dirichlet, ean always be brought to those eases 
already eonsidored. It is only necessaiy, in order that 

+.•» 

shoold bave a meaning when tbe solutioas of conttnuity are infinite 
in nnmber, that <p{x) shoold be saeh that, if a and h aie any two 
qnantities between — « and Jt, we ean always place between a and b 
other qosntities r and s so near to one anotber that ^{x) remains 
eontinaons in the inteiral r • • • s. We ean easily see the neeessity 
of this by eonsidering that the terms pt the [Fonriei^s] series (1) an 
definite üttegrals^ and by going back to tbe fondaraantal eoneept of 
the definite integral. Tben we see that the int^al has no meaning 
nnless f>{x) satisfiee the above eonditions/' Dirichlet gave the follow- 
ing example of a fimetion not fnlfilling the above eondition: Let q>(x) 

1) The solation of this problem becomee much pimplcr when what is known 
as the " secood tbeorem ol' the luean-value" of 0 Bonuet and P. du i3ui8> 
Seymosd ii med for DiricbleVi intepal (Dirichlet nied the **fir«t theocem 
of tte mesa-faliie slooe*'). 

AntalT dar MflikMulik «114 VbTrik. IILXfili* X. 17 
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take taaj determined eonstant yalue (e) wben x has a rational value 
and any other determined eonstant yalne (d) when x ii irrational; the 
fnnction tlias defined has a finite and determined valne for erery x, 
bat the int^puls have no meaning. ''This restriction on q>{x)f and 
tbat of not becoming infinite, are the only ones to whioh it is subjeet; 
and Boch easee ean always be brought back to the abore ones. But 
this, to be done with the reqnired cleamess, reqnires some detail^ 
connected with the principles of the infinitesiinal caiculns which will 
be exposed in another note, in which 1 will also treat some other 
remarkable properties of the [Fourier^a] series/' 

It was Cauchy'a definition of the definite integral, the integrand 
being eanÜntum^^ which thna rendered poBsible thia completion, indi- 
cated by Dirichlet, of tfaese reeearchea, but, as we ahall aee later, 
Rieroann showed that Cauchy'a condition of the continuity of tbe 
integrandy thon^^ aufficienft, ia not neoessary for the existence of a 
definite integral defined in Canchys way as the limit of a oertain. 
sum. From Riemann*s memoir dates not only a new period of de* 
▼elopment of the theory of trigonometric eeries bat also the nse of 
mach of importance in the theory of aggregates. 

The projected note, which was to be concerned with the priuciples 
of the infinitesimal calculas^Dirichlet Dever published. But Lipsehitz^) 
proposed to hiiuself the problem of finding the traces of thia inTestigation 
in Diriclilet'n published works."**) 

Lipechitz here sturted frora Diriehlet's extended Cauchy 'ß con- 
ception of the definite integral, and proYcd that Foorier'a series still 
represents the fanction when there are an infinite namber of maxima 

1 " Regulin^ des levons doiiuees a I Kcole Polytechnique sur !e eaicul intiiiite- 
Bimal '\ i«23, {(Eueres (2), t. IV, pp. 6 — 261;, levon 21, Dirichlet liiinself^ in the 
in aoane impectd faller expo«iiion oi bi» tesearchea which he gare in 1887 (**über 
die Dantellnng g&nz willkürlicher Fimktioite«i ümoh Sinus- und KMinvereihen *\ 
JRej^rtoriiim <l r Pht/.o'k von Dore und Moser 1, 152—174, 1837; des. Werke, Bd. I, 
pp. ISS— li'.O; 0>t wald'a Klassiker dfr «^xnrten Wi^s-enschaften, Nr. 116, pp. 3—84), 
shoztly indirated (§ 1) that tbe intogrund ib to be continuous. 

On theorigin of Cauchy's num conception of the definite iutegral, see below§2. 

i) "De ezplicatione per series trigonometricas isstitnenda fnnetiontim tanina 
▼ariabilii arbitrarianuii , et praeoipue earum, quae per variabilis spatium finitum 
valorum maximorum et ininiinoriim numeram habent infinitum, disquiaitio" ["Scripsi 
Honna« die X. M. Apriüs A. MDCCCLXIV'J, Jotmt, für Math., Bd. LXIU., I«e4, 
pp 308, 

8) The two papen on trigonometrio leriee mentioned above, and tbe memoir: 
**SQr les e^rifls dont le tenne giaitaX dopend de deox anglei, el qni eerrent i 
expriuier des fonetions arbitraire* entee des limites donn^ee**, Jour». für Maät., 17., 
p. 86. 
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and mimnM^ when the number of pointsy in ihe immediate netgkbourhood 
of each of wbieh are an infinite number of mazima and minima, 
Is finito.^} 



The Theory of funotions with Catiohy (1814 — 1846} and Gauss 



Foorier's researcbfes had led him to establish analytical expres- 
sions, in tbe form of infinite trigonometric sories, for eertain functions 
— such as the **functio discontinua"') fornied by a series of broken 
liues — wliich wore totally diffeicnt in licliavicur from the algebraic 
functions which where, belore hini. tucitly considered to be the type 
of the functions whioh can occur in aiialysis. Accordingly, functiotiH 
ineluded in Euler 's concept of fnnctions as aualyticallj representubie 
are not always "fniictioiies oont r:n;ic" 

Tkia result of the work ot 1 < m ior appears in the memoir of iöl4 
of Caachy on detinite Integrals. { aiu liy s objrct was to find a secure 
foundation for that "pas^age from tlie real to the imaginary" used in 
the evaluation of certaia detinite integrals. For exaniple, Laplace') 
had tound the integral 



by the Substitution 

cos 2bx = ^(e^y- -1- e- ^y ~^'>*). 

The integral aougbt tik«i becomes a snm of tvo integralsy which, on 
ihe reepectiTe snbatitations 



1) Lipaehili'a method ma eztaoded by H. Lebesgue ("Levotta mt Inte- 
gration et la reoberche dea fonetioos priimtiv«a*\ Paria, 1904, pp. 9-- 14). P. du 
Bois-Reymond had pointed oat (MoA. Aiut,, 16, 1880, 128, note) that tbe 
videst extension of Dirichlet's conception ig narrower than Riemanu's. 

2) Cf. Lebesgue, op. cit., pp. 1—3; Brill and Noether, op. cit., p. 184; 
Pringaheim, Ene^kl. der math. Wisa., Ii. A 1, pp. 4 — 7. 

S) See Stftokel in the trandation of Canchy'a memoir of 18S6 ia **0stvald'» 
Klassiker der exakten Wiaa.*\ Nr. 119, p. 74, and Btblioiheett MaUumatka (3} 1 
(1900), 116-~]17. 



2. 



(1811—1813). 




x^i-\-y^lb and x-^i—Y^ibj 



beoonie9 
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pntting, now — I for + < in the &rst integral, we get 



+ W OB 



This secure fouiidatiou is, accordiiig to (Jauchy, afforded bj the 
Splitting of a eingle ima^inary equatioii iiito two real equations; he 
thus, to use the phrasiug of bis "Cour8 d'Analyae" ot' wlicre 
tbese views on iraaginnries wero further developed, regarded imajpusiry 
equations iis merely the ''Kvmbolical represeuüition " of two real 
equations. tie started from the equation 

//-II; -//H"-'*^''*' 

where — (and so ^<ly + %dx is a complete differential, f(»)d0, 

whero z is u luuction of x and y), and one of the integrations on each 
side ean be at once effected. Since, now, 



(3) becomes 

/^wr;)-(A^)^;) l"^=r'(A^^f:)-(wr:) >. 

which splits into two real equations when 

M - M(x, td-^V^l N(x, y) , f(M) » P(x, 8f) + y^l Qix, y) , 

which equations scrve to determine manv definite integrale. 

Cauchy also remmked that reversal of the order of integration, 
eren when the liniits are constant, ceases to be a valid procoss when 
tlie inte^and becomes indeterrainate between the liinits of iutegration. 
In this caae, (.'J^, is replaced bj uu equation of the form 

wbere the correction ^ eonsists of one or more single integral« taken 
Over an infinitely small ränge infinitely near a singular poini 

In the memoir of 1814, we also find a mention of the possibiiity 
of a fuaction uiulergoing sudden puHsages from one value to another 
at certain points (and such üuctions, for whoae oonsiderution Fourier, 
breaking witb Ealer, had prepared the way, were eaiied ^discontinootiB'' 
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in Cauchy's ,,€011»'' of 1821) and the mention of Cauchy's 
reuiatatemeiit of the sum-definition of the definite integral.') 

The discovery that z/ could be found when 3I=Xf A^— 
Werna to have led Cauchy to cniinider the variable e in this simple 
fornsi^ and not to separate in (3) real and iniaginary This led, in 1825, 
io the theorem on complex integratiou which Cauchy long afterwards 
reoognified as the fondamental theorem of a theory of (syuectic) fanctions 
ef an imaginary Tariable. Ganse had obtained this theorem and its 
most important conseqneneea in 1811, and hence discoyered part of 
Cauchy 's result on the reversal of the order of integrations. 

Thus, finally, the merooir of 1814 is the sonrce of some of Cauchy 's 
most important contributions to the theory of functions (both synectic, 
and more general ones); and, as I have shown elsewhere'), even the 
proof given by Canchy in 1846 of his fundamental theorem, which 
is identical with that of Rienianu (which is jyf'nerally derived from 
Green 's theorem in the plane*, is reducible to the ideas and methnd*^ 
of 1"^14. Ilowever, ueitlier with Gauss nor with Caucliy is there 
cleariiess ahout thr r- strictions neceasary that a tuuctiou f{z) should 
be sach that Cauchy 's theorem 

Jf(z)dM~0 
e 

holds of it Canchy eren thought that continnity was suffieient. 
With Riemann and Hankel came the beginning of cleamess, and 
with it the division of the theory of functions into the theory of 
functions of realvariables and of (analytic) fanctions of complexTanables. 
The exact period b^ns with Wei erstras s, who was free from the 
geomeirieal way of thinking, that Canchy had, bnt which was partly hidden 
by bis striving after pnrely analytical exj^ression (this geometrical way 
of tbinking appears when we ezamine Canchy 's doctrine of limits 
and iirational nnmbers). 

1) Fourier'» inveütigatiou» had made this reioätaU;meut necessary, as I have 
p i wa te d out in a paper on the origin of Cauehy*i snm-dofinition whioh i» to 
appear thorHy. In fnct, certain diseontinDoni (in the «enie of Bolsano and 

Cauchy) fuBctions are representable by a trigonometric serics (e. g., the 
fonction defined für — 1 < < 1 l>v fU': =^ 1 > 0\ /" .r) - 1 'r<0), /"<» = 0;, 
of which the tutegrai muet have and evidentij has a meauing aod ia a contiauout 
^ia Cauchj'a senae) cozve. Yet, »tnce this curre hM no determinate d/^ermtiai 
qmHeiU at « — 0, Ealer*» definition of the integral t» the invene of the diffe- 
lential fidle to give a meaning to this integral. 

2) In a paper on "The theory of functions witli Cauchy and Gauss*', 
(BMiotheea Maihematka (.S), Ö. lüüö, 100—207), where fuller detail» ou the aabject 
Ol this Bectioo are to be fouud. 
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3. 

Biemann's Theorj' ol Functions ol a Complex Variable (1851), and 
hia Memoir on Trigonometrie Series. 

Riemann's thoorv nf fimftions of a complex viiriable was a deve- 
lopinent ofCauchy's thcorv of ''syuectic" fiiurtions, a develo]miont which 
was mainlr HroiifTht aboiit l»y the striking analogy which Kieniann 
perceived botweeii this theory aiul tlie theory of potentiaP ) in a plane. 

In Iiis iuaugural dissertation oi" 1851 entitled: 'MTrutidlaucTi für 
eino allgemeine Tlu'orie der Functionen einer veränderliclion coiuplexen 
Grösse'"'), Riem u. ii first remarked that, with the moat general 
definition of a oue vaiu» 1 and coutiaucus funetion (w) of areal variable 
thero is no npcpssnry coriiiexion betweon the difforent valnes of the 
functiüu m the sense that, wiien the fuuetion has beeu deteruiiued für a 
given interval, tlu- maimer in which it 18 to be continued outside this 
iuterval i-emains (juitr arbitrary.') 

The n i iiif i in which tv depends on z may be given by a niathe- 
mati« al law, so that, by determinate Operations of c-alculation. we maj, 
for each giveu value of Zf deduce the eorresponding value of w. 

The property of being defined for all the vahies of in a gWen 
interval by the same law of dependence was formerly attribnt^d only 
to the functions of a certain clasß (F. uler'a "•fnnctioiie.-, continiiue "*); 
but modern researches havc shown that there are aiialytical expressions 
by which every continiious funetion can be represented iu a given 
interval.') It is, theu, a matter of indifforence whether we define the 
dependence of w on -ar as given arbitrarily or as resting on determined 
Operations of calculatiou.^j 

1) Kiemaan owed to hw teacber Dirichlet the lesning he hmd both 
towards the theory of potential and that of trigonometrie sedes. 

2) Gf.^. UVr/,v. ii)>. sqq., üeuvr. i»p. 1 — 60. 

3) This seeiuö tü iiuve been the pasbage which led Lebesgue {op, cü. p. 4) 
to Attribute to Riemann tihe generel eoneeptioii of ft Amotien tuuaÜy credited 
to Dirichlet. U ia trae that Diriehlet (Oes. Werke, Bd. i., p. m) onlj fruned 
hi* oonoeption, ftt 6r6t, for continuotts functione, but bis example of a non-inte^ 

grable fonction. refrrrcd to alove, shows that he ha<l the general conccptldTi 

4) It secmti that Kieuiann referred, in this, to Fourier's eeneä, anU 
Hankel (See § 4 below) was of the tarne (incorrect, M we (hall see later) 
opinion. 

5) Riemann's phra^ing bore is rather loose: the values of a conUmiom w 

rarinot be aB;ii;j:nt'd quite arbitrarily. It will be seen later that it wa?« ono of 
Hankpl's objecto to show, or at least make probalilo, that the above statenient 
ia literally (even wheu w is not necedsarily continuous, and the values quite 
arbitrary) trae. But this is not so (cf. $ 4 below). 
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Bnt the csBe u different wlien m is allowed to take eompfer 
ralues, of the fom » + 9h also. Lei x + yi and x -\- yi '\- dx ■\- idy 
be two iafinitely near valiies of and « + and u + iv -\- du iäo 
Üie eorresponding valnes of w; ihm, when the dependence of w on « is 

taken arbitrarily, the ratio will, in general, varj with the valaes 

of dx and (/^, for, puttmg 

dx + — £&f*, 

we have 

di< -}- ido , / gu I /co^ _ £rt\ 

But, in whatever manner /r may be determinetl as a funrtinn nf 
/ t j a combmatiou of the elementary Operations ot calculation, the 

ralne of the derivate ^ iu alwajs independent of the particular valne 

of the diffeiential dg.*) It is, then, evident that by this way we 
cannot express anj dependence of w on m, 

Now, Riemann took this common characteristic of all the fhnctions 
whieh can be determined in any manner by Operations of caleolation as 
the basis of bis theory of fnnctions of a complex yariable, wheie snch a 
fimction was considered indepmdently of its expresaion, and a yariable 
complex magnitnde «fwsa said to be a ''fdnction of a complex yariable«" 
when it Taries with g in such a manner that the Talue of the derivate 

is independent of the value of the differential dz. 

With this detinition of functionalitv, lliemann showed that the 
plane h a conformal represeutation Oii the u; -plane and that the 

conditioas g„ ^„ 

. ^ ^— and ^ = — . - 
cx öy öx cy 

are necessaiy and soiBdeDt that w ahonld be a ftinction of m. From 
the latter eqnationsi he dednced 

l) Eiemann reruarked that this etateiueut in evidently justiiied in all the 
cases where we can ol tain froiu the expression of tc in tcrme of z, by the rules 

of differeotiatioQf an expression of ~J in terms of z ; but , as to ita ligorous and 

general legitimacy, he dismissed the question for the moment. Howover, 
Weier«tra88 ahowed that the class of anHlytic functions ia withiu, and aot 
coincident with, the class of aualjtic expressions (see, further, below). 
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which form tbe hasis für the study ot' th.p ])rop<?rties of one ot" the 
two tt'rins of bucIi a funotiou considprtMj itely. For such functions 

the thenrem of Caucliy oii complex iiitegrurioii, which Rifinann proved 
in Cauchy 's seeond way, which is tho sanie aa that obtained from 
Green's theorem in the plane, hohis, aud lüemauu's ( georaetrical j 
theorj of functions was built up in the well-known iiianner'). The 
progre88 ^vh^(;h his researches made in the theory of functions of a 
complex variable was indicated hy Hiemann'^ as follows: 

"The niethods hitherto used for the treatment of theee fanctions 
always set out from tlie priiicijde which cuiiüists in taking for detiiiitioii 
an expression of the functiou, its value being thus Efiren for enrh 
of its argument. Our researches have showed thuij m consequeuee of 
the general characker of a complex variable, one part of the elements 
of determination are, in a defimiion of this natnre, a cousequeuce of 
tiie remainiug part, aud, indeed, the totalitj of these elements is here 
redaeed to those ueoessarj to the determination. 

^That essentiallj simplifies the treatment of the question. Thos, 
to provo, for example, the equality of two expressions of the saroe 
fimction one had, formerlj, to transform the one into the other, that 
ia to say show that thej both coincided for eyeiy ralne of the Tari' 
able; now it snffieee to show that they coindde in a mueh moie re* 
stricted domain. 

theory of these functions, based on the principles introduced 
herei wonld establish the configuration of the fonction (that is to say, 
its Yalne for eyery Tsloe of its argument), independently of a method 
for detennining the Function by means of Operations on magnitades; 
one wonld attain to the general definition of a fimction of a oomplez 
▼ariable by adding only the characteristics neoessary to detwmine the 
particnlar function; and then only would one pass from this theoty 
to the study of the differant expressions of which the function is 
SQSceptible. 

"The indiridnal character of a class of functions which are ex- 
pressed in a like manner by the help of Operations on magnitndes^ 

presents itself thon for these functions under the form of oonditions 
relative to the bouiidary aiid to the discontinuities. For example, if 
the domain of variability of the magnitude z Covers simply or multiply 
the whole indefinite plane A, and if the function hsa discontinuities 



1) See Brill and NoetLcr. np. cit, pp. SM-^SSS; W. F. Osgood, Ene^U. 

der math. H'tss., II. B 1, pp. 53—76. 
2; Op. dt., % 20. 
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oalj in isolated points, and iu these points only infinities of fiuite orders 

(for g infixkite tius magnitude itse]^ for b* finite tfad magnitade , ^ 

beixig coBBidered as an infinitj o£ fhe fltst order), then the function 
ia neoessaiily an algebndo function and, redprocally, every algebraio 
fonetion aatisfies these conditions. 

"We will not enter here npon the derelopment of this theoiy 
whicli, by what we hare remarked| is destined to throw light on 
aimple laws of dependence mied by Operations on magnitudeB; in 
faet, we will leare on one aide tbe study of the eipression of a 
fiinction. 

"For the same reaeon; we will not employ ouraelres here in 
estabUshing the possibility of applying our theorema when they are 
taken as principles of a gmertd theozy of these laws of dependence; 
it woold thw be neoessary to show that the conception of fonetion 
of a complex variable which we here take as starting-point ooincides 
completely with the idea of a dependence expressible by Operations 
on magnitudes/' To this Riemann added the note: ^'By dependence 
ezimnaible by operatious on magnitudes, we understand every depen- 
dence gOTemed by a finite or infinite namber of the four simplest 
Operations of calcalation, addition and subtraction^ multiplication and 
di Vision. The expression Operations on magnitudes (in Opposition to 
Operations on niimhcn indicates that in such Operations the commen- 
surability of the magnitudes plays no part'\*) 

In 1h54, Riemann presented to the philosophical laculty, for his 
babilitation at the University of Göttingt ii, a work*) on the represen- 
tability of a function (of a real variable) l>y a tri^onometric series, 
which started from the general problem of which Diriuhlet üiiiy sulved 
a particular case: If a function is developable in a trigonometric series, 
what reaults on the Variation of the value of the function (that is to 
say, what is the most general way in which it can become diseontin- 
noas and have maxima and minima) when the argument yaries eon- 
tinoonslj? This question was not oompletely answered, and, perhaps 

1) Weier8tra88 first ehowed that this "dependence" embracea a wider 
claäs of fuuctions than the class of analvtir fmictions (which are Kiemann'» 
functions of a complex variable" ^"Zur Funktionentheorie", Berh Ber., 1880, 
(3et. Werke, Bd. 2., pp. 201 sqq.); and Weiersfcra»«* theorj of aualjtic fuuctions 
hai also showa thal Biemann's elemento of deternunation am far ftom being 
all ueceasary (cf. Jourdain, «/ouni. Math. 128, 1905, 171—173, 177, iy5— 190). 

2, "über die Daratellbarkeit einer Funktion durch trigonometrucbe Reihen", 
Crt«. Werke, 2. Aufl., 1892, pp. 26G sqq., Omvr., pp. 225—279. 
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in consequence of this, the work w&a not publiahed in Riemsnn's life- 
time, but foitonately that part of it which concenis 08 more particularlj, 
and which seems more than to fill the place of IJ irichlet's contemplated 
revision of the principles of the mfiniteBimaL calculns. Las the finality 
obtained by the jnriving of the necc^^nrj and sufEcient conditions for 
the integrability of a function / {x), which was a neoessary preliminazy 
to Riemann*8 inTestigation. 

The problem of finding these conditions was thiu etated: Let a 
and b be two ünite real ntunbers, and take between a and b a series 
of Talnes ^t, ** - ^ ^»_t arranged in order of magnitnde, from a to 
h , and call Xi — a, — x^, • - • ^ b — respectively dj, d», • • 9^] 
let £| be a positive number smaller than unity; then the value of the som 



depends on the ohoice of the interrals d and the firaetions «. If it has 
the property of approaching indefinitely a fixed limit A when all the 
d's tend towards sero, in whateTer manner the d's and €*a may bare 
been chosen, this limit is called ^ vahte of Ute äefimte integral 



Let /), be the greatest üscillation of f(x\ i. e. the difference between its 
great^üt and least values *) in the intcrval ^y^i • ■ • Xp\ then the sum 



must become intinitely small with the qnantitios d. Sappose that 
the greatest value tliat this sum can take, when all the d's are smaller 
than df \% ^\ will be a function of df diminishing and becoming in- 
ünitely small with d. Ii this be so, the mm («) of the intervals for 
which the osciUations are greater than a quantity <r can also be made 
infinitely emall by a sui table choice of d, and reciprocally. ') Hence 
the neceBBary and suMcient conditions that S converges, when the d's 
tend to zerOy are that f{x) remaina finita') and that the sum oi the 

1) [Raiher, the difference betveen the npper and lower Hmite, which f {se) 
need not take.] 

•2) Kipmanii rnrT!plet<^d bis proof of the sufficii-ncy (op. cit., § V.) in a sub- 
eequent notu ('J by considehug two diiferent methods of division and 8up«rpo8ing 
them, in the manner abreudy used by Cauchy („Resumt; de» ieyon» .... Ie90a 21). 

8) More precisely, f{x) matt tenain between finite limit«; nnee a ftmction 
whieb w finita at evwy point in an interval need not have a finite (apper or 

lower) limit in that interral (for example, /*(x) = -^ when «^0, ^(0)a-0). 

Kicuiauu also considered tbe exieusiou ol' tiie integral -definition to those 



s - dj(a + iM -f d,f(x, + + . . . dj^(«.^, + «,dj 




a 
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intervais for whieh thc oscillations are greater than ö i^^howcvt r small 
the positive 6 maj he) cau be made iufiultely small by a saitabk 
choic« of f/.*) 

Riemann construL-ted au mtc'«;^able fuiiction wiii< Ii hecomes dis- 
continiiotif? an iiiHiiity of times betwoeu any two limits, as ciose togother 
as wished, of tbe iiidepeudi-nt variable, iu the following mnnnt'r: If. 
where .r is a real variable, (.r) deiiotes the (positive or iiegativi' px- 
•• «s of .r over the nearest integer, or zero of x is mid-war between 
two iüt*^gers, (.r) is a one - valued function of x*) with disconti- 
nuities at tlie puiiits ./; — n -r ^, where n is an integer '])(>sitive, nega- 
tive, or zeroj, and with j and — l for upjier and inw^'r limit respec- 
tivelj. Furtber, {vx)f where v is an integer, is iiiscojitinuoas at the 

points vx^n + ^orx^^ ^ + t)- Oonaeqnenfiyy the seriet 

where the factor ^ is added to ensnre conTergence for all yaluee of 

Xf maj be supposed to be discontinnous for all values of x of the 
form ^ * ^1 where p is an odd integer, relatively prime to Thai 
thie is the Gase maj be seen by direct calculaHon: ü se ^ 

fix + 0) - f{x) - (1 + J + V + . . .) - fix) - 

f{x~o).f{x)+.;„..[x^l +i + ••)-/'(*) + , Ii.; 

euc« in which tbe integraad beeones infinite (uneigentUi^ Integrale), acoording 

to tbe gmerai definition of Caucby for rach ca^es. Bat on tbe parHeükar con- 
ception of the „principal value" Riemann remarlcf fl tluit its arbitiarinen wotüd 
aloBt; prevent it from being generally accepted {up. c»i., § 4 ^ 

1) On tbe development of Ibe conception of tbe delinite integral with 
Henkel, Haraaek, Volterra, Oini, dn Boii-Reymond, Smith, Darbonx, 
Jordan, Ascoli, de la Vall^e Pounain, HOlder, and Lebesgue, see 
Scboenflies („Die Entwicklung' der Lehre von den Punktmannigfaltigkeiten'', 
Leipzig, 1900 pp. 177—217, 87—07, 101—108), Nr. 4 and 6 below, and Lebesgue 
(op. cit ). 

S) Indeed, (nx) can be repreeented by tbe trigouometrical seriea 

(U. Dini, „Grundlagen tür eine Theorie der i^hinktionen einer veränderlichen reellen 
OfOfie^, dentieh beaib. TOn J. Lüroth nnd A. Sehepp, Leipzig, 1892, p.801). 
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while, for all other vulues uf j:, 

Howerer, the number of osciUutioiis wiiich are greafcer tliau a 
given quaiitity ff is always fiuite, aud hence, because, on both aides 
of every x, there are ümiting values f{a; -f 0) and f{x — 0), / (x) is 
integrable. ^) 

Rieniann-J showed, by au exaniple, that there aro integrable 
fimctions which cannot be represented bj a Fourier 's series, siuce thm 
series does not couverge, and thm proceeded to give some functions whicb 
are not integrable and jet whioh are such that the series 



ß " i &o + ^ sin vz + by cos vx) , 

wsml 



which determines a function f(x) for these values (onlyl of .r which 
make the series converge, converges for an infinity of values of x 
takcn bctwr>('u two liinits as near together as wished.') Thus, the 
fdnction represented by the series 

»— l 

ezists for eyeiy rational x, and is represented bj the trigonometrical 
series 

2 ^ sia2v«ir, 

where we must put in the place of 0 all the divisors of v, but doea 
not rejiiain hetween finite limits iu auy interval, however small, and 
is not, consequently . integra))le. 

We get other exatuples of the sanie claäs by putting for <^ Cj, . . . 
in the series 

OB » 



1) On the method« of the ^'condeiMStion of singularities'', which axoie out 
oftfais exaraple, wo Dini, op. ed., pp. 167— m, and §4 and tbe end of $ S below. 

2) Op. cit., §X11I. 

3) It iH (ü tiotii i'd that Riemann was the firnt to considor fonctions 
dofined for an orgument-aggregat« whicU is uot a continuum (of real or complex 
nvmhen). 
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pof^iiive quantities alwajs decreaaing and becoming inäuitely small; but 
for wkicb •» 

s- 

WcomeB inümtely great. For if the ratio of x to 2x is rational, 
and has (ia its lowest terms) m for denoniioator, these series are 
eTidentiy convergent or divergent^ according as 

n» — 1 ra — 1 

are zero or »liffereut from zero. Both cases preseiit tbemBelres, by a 
well known theorem on the division of the circle*), for an infinity 

of Talues of x between two limits as close to^^etlior as wislieil. 

A trigononietric seriös niay also converge au luiiüity o! times in 
an interval as small as wislied withont its terms becoming münitely 

fimali with ^ for every Talue of x. For example, the series 
(5) ^sin(v!)a;« 

converges, not only for every rational value of r, sinoe it is theo 
limited, but a,Lso for an infinite number of irrational valiies, of which 

the simplest are sin 1, cos 1, - , and their multiples, the odd multiples 
of e, »nd 80 cnt*) 

The study of the method used by Riemann in forming the ftmc- 
tion (4), in which the singularities of the ningfle terms of the infinite 
§eries are, so to speak, „Condensed" on the argument - domain of the 
sum led to Hankel s i l870) method of "condensation of singnlanties 
which is fully trcated l)olow (i? 4i; while II. A. Schwjuz gave in 
1873') an exaniple, formed more closely after llii'iuanii'a pattern, of 
a monotunous, coutinuouH funetion which is not ditlerentiable for an 
infinity of e's in any interval, and a more general study of such functions 
was made by Darbonx. 

Also Riemann's remark on the series (5) led*) to the consideration 
of series of the forme 

• sm{vlara?), ^e,- em(v\zz), 

1) Gatiß. ,,I)isqiiisitionPs aritlim<»ticae" (Werke, Bd 1), art. 306. 
2; Cf. the nom \it) (of Dedekiod) to üiemann's papcr. 

3) Gts. Abb., Bd. 2, p.S69. 

4) Pringaheitt, EneifH der math, Wtea., U. A. 1, pp. 38—89. 
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and tiie more general 

• sin fitwXj ^^Cp ' CMMyXf 

IN 

whare m, and — — are miegen greater tban 1, which maj represent 
continuooB fonctions which have a definite dmiTate at no poini^) 

4. 

Hankera Wotk on tha Theory of 7imetloiia of a Baal Variable 

aad ita motiTea. 

Biemann, m we haye Eeea, had stndied not onlj Üie theory of 
^fimetionB of a oomplex ▼ariable,'' — that is to saj, those fbnetLona 
of a complex Tariable (i) for which a derivattTe exists at «rery 
point of the ir>domain ander consideration indepandent of de, — 
but also the general theory of fnnctiona, in wbich^ however, the 
fariable was restricted to be real. The genenl theoiy of functione in 
Dirichlet^s sense does not Buffice for all the needs of aualysia, sinoe 
there la no necessary coniiexion between the values of the function at 
different points, and thus no '^conunon properties^' (such as the existence 
of differential quotients at all points, ( xcept perhaps at isolated ones); 
and also there onlj appears by the introduction of the complex variable 
and the linütation of the fonction-ooncept as ezeraplified in the works 
of Cauchy nnd Rieniann a general criterion which pennite ns to 
decide whether any^) two expressions which have a meaning only in 
twn i'ntcrvals which exclude one nnother^) are to he regarded as parts 
of oue fuuctiou and not as '''curTae mixtae'\ 




1> RiPTTiann is said to bar«» »nnounrpd the pxi«tence of sncli continuovia 
functious, but the tirat publisbed ezample ia due to Weierstrass (see Part. 2 below). 
Darboax, in whose memoir of 1876 („Memoire aar lee fonctions discontinues'', 
Ann. de fie, fiorm. (9), t^ lY., 1B75, pp. 67 — 1 1S) Weierstxsas was never mrationedf 
gave the ezsmple 

»—1 

(cf. Diai, op. olt., pp.206— 

S) That i« to wy, the expraadons nsed not be ci^hle of eummatioii so aa 

to appeai eridently ai the $am fanction in the diffeteat intervaU (as 

«zirta as two series oon?exgiag in the domaiiis [ « ] < i and | « | > l ). 

3) For ezsmple, two leries, the one conveigiBg when |«!<1, the other 
wlien [x|>l. 
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Nowy it was Hermann HankeFs object to show how the needs of 
mathematics oompel ns to go beyond Dirichlet's ooncept, to introduee 
ihe complez Tariable^ and fiuully to reaeli tbat eoncept from whieh 
Riemann ataited in bis inanguzal dissertaiion. For this pnipoee 
Hankel begaa bis ''Untennehnngen über die unendlich oft oacillirenden 
and unstetigen Functionen; ein Beiteag zur Feststdlung des Begriffes 
der Function überhaupt of 1870^) by a tfaorough examination of the 
TariouB poBsibi'lities contained in Dirichlet*s funetion^conoept. But 
further, in Riemann^B example appeared an analfftieal epBprtssion — 
•ad therefore a 'fnnetion' also in Euler's senae — whieh, on aecount 
of ite manifold singolaritieB, allowed of no Bueh general propertiea 
aa Biemann'e 'functions of a complex Tariable', and Hankel gare 
a method, whose prindplee vere suggested by this example, of forming 
analjtical expreBsiona with BingolaritioB at erery rational point^ and 
was thuB led to Btate, with some reBerve, that eveiy 'function' in 
Biricblefs sense is also a 'fiinetion' in Euler's senBC. 

In the introduction of Bankers memoir, the derelopment of the 
conception of a function was traced from the introduction, by Descartes, 
of the idea of variabilUtff through the first explicit formulation of the 
conoept by Leibniz and Johann Bernoulliy through the use of this 
eoncept by Euler as the atarttng-point for analyBiB*)^ through the 
death-blow giren to Euler's eoncept giren by Fourier*s discoTCry 
that also functions foUowing different laws in different interrtda conld 
be reproBented by periodic aeries, to the formulation, to which Dir ich« 



1) Ontulatioiuprognmni der Tübinger Universität rotn r>. Mär?, inio lEin- 
la''hinjr'']irn<;ramm zxim H -hurtHfe^t« <les Koi:i(j-j ; n-printed in the Math. Amt , 
20 63 — Iii. HankelB article "Grenze" (Kr sc b and Gruber 's "Allgemeine 

EncjclopäJie,'' 1. Section, Teil XC, pp. 185 — *211, Leipzig, 1871) also mentiooH 
Ihese iiiTwügatioiM, and, what i» partiealarly intereBting, gives m (p. SOS) in- 
fonBAtion which lead« lu to place the disooreiy of the principle of condensatioii 
öfter bie Classification of fiomctioni (whezea» the»e are rmpeetivelj f 4 and $ 7 of 

2j Here Hankel remarkod that the general propertios remarked in algebraic 
fanctions (their special coutiuuitv, tbeir singiüarities, Üieir special manner of be- 
coming diaeontinaoi» or infinite) were transfeired withont Mruple to all fnnctionfl: 
Toithei; curvea contained in one eqnation were ealled '*ettrvao oontiniiae'\ and 
the "currae discontinuae seu mixtae seu irreguläres", were supposed to be in uo 
way analvticallT representablf ; and when the Ordinate of such a cur\'e was intro- 
duced, in the problem of vibrating cords, as au arbitrary "fuQctiou" of it« ab- 
seien thia waa leaving the original lbnetion>concepl Thie happened abo when, 
in detenuining the logarithrnnt of negative numben, the attempt was made to 
eontmoe a fonction of a real variable. Thu?, even at the beginuiug of the 19tb 
eentmy the fiindameatai eoncept of fonction wm «tiU indetenninate. 
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let waa ihus led, of tbe gmanA funetion-concept, mdependent of any 
prereqaisite of analjtical repreftentation. 

ÄDirtcliIet's fimetian has no geneialpropertieSy and so allrelatioiis 
of fanetioii-yalaea for different valuea of the azgament aie cxoladed. 
It waa tiras neceaaaiy to go bayond Dirichlet'a oonoept; a step takan 
fint bj Gaucby. However^ Biemann laid tiie foimdationa anew by 
atteiningy from Dirichlet'a coneept^ to ihat of a (monogenie) fiioction 
of a comftex variable^ "and so again «ave that empty d^nition a eontmi^ 
wbioh approximated to tbat of the oldex» coneept". 

Cnnsideriug a real, one-valued, function f\,r) of ii reul variable X 
defined for an interval (say «^ic</ij, it is disrantiHmtis at .r = a 
(ff ß < ß) when the pof^itive f cini vnf V;e choson so smal! that 
a ^ d) — f(a)\<C6, wherc is a pre(i»'iei mined arliitrarily smali positive 
magiätude, aud () is only '^i!l>jeet to the restrictioii that d j < Now 
f(a -j- () jnay, with decreasm«r appr(»ach a limit different from fia), 
as Fourier 's series at the points of discontinuitj. 11^ theo, the positive 
£ can be so sniail that tur Ü < ^ < £, 

|/-(a + «)-/'(a + d)|<<r, 

f(x) need not be continnone at X'^a, and is merely eontinaona *'m 
the immeckale neighbaurkoad of the point x = a (on the rt^^t-hand 
aide)'*; bot not üiTenely. Fnrther f(x) can be contmuona at ereiy 
point dp «- a + c approadiing « » a arbitrarily cloaely withont being 
80 at x*' only in ita inunediate neighbonrhood For ezample, 

i« coiitinuouH "up to the imjiRiliat^" neighbourhood of x = a", but not 
at x = a, nor in ita iiuiuediate neighbourhood; for e can never be taicen 
so small that^ for everj d (0 < d < « ), 

V(ö + e) — ^(ö + ' — I J — sin ^ < <r, 

ainoe this difference continually Huctuates between + 1 and — I. In- 
Tersely, as an example below will show, fix) ean be oontinuoni at 
X^a and in its immediate neighboorhood, without being so iip to 

ita immediate neighbourhood. 

The values f{a + 0) and f{a — 0) (if they exist, and differ from 
/\a) and from one another) are the "leap-values", or such Taluea to 
the hght or left if (respecti?ely) 
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If fia 0) = f{a — 0) bat is not equal to fia)t discontinuity is 
"lemovable" (Biemann). 

A function continuous at every point of a finite iuterval may 
either have a finifc iiuinl>f»r of oscülations fi. e, tho pieces of the 
function bptween a miiximuni and a mininuim), or an infinite immber 
of 'iTitiiiitrly small amplitudo' in the immcdiate aeigbboorhood of a 
poiuti for example, the lüuctiou 

/(«)-««iil(«^0),/'(0)-0 

iB coniimioitt at « » 0, but always oscillates as x approacbes this 
value. IIowi'Ter, a continuous function can bavc in no arbitrariiy Btnall 
interval oscillatioDB whose amplitade ia grouter tban a oertain |>n s'five 
for, if for the point z — a no interrid exiets in which, for 
aU e'B, 

|/-(a + *)~/\a;i<d, 

d being arbitrariiy small, but always osciUates abont Üie amplitade 
greater tban 6, f{x) ia not continnona at « o. 

A lonetion f{x) ia called diacontinuous at tbe point x^a when, 
among the valnes of f(a + d) — ^(a), when | |< there are alwaya 
Bome numerically > a certain finite poaitiTe 0, howerer amall e ia. 
Then we aay: f{x) makea at x — a kaps (Sjwtifi^e), wbicb > 0. Alao 
the fhiduatim {MumHeungf Biemann) of f(x) ia a oertain internal ia 
the differenoe of its greatest and least valnea in that inter?al. The 
fluetuatiou of a function inaide an intenral containing the point x = a 
at whicb f(x) makes leaps > <? is tbus > 0. If the leaps are < <7, 
one can always find a amaU. interral round the point inaide which 
the fluctuation < "2 ff. 

Funetiona wbich are discontinuons, at infinitely many points of a 
finite linc are called linearly coutinuons, as opposed to puncUud (punk- 
tuelle) discontinuity (at a finite number of points). Either, now, the 
number ot points at which l('a])S > tf occur is infinite, or only tends 
to intinity wlien 0 docreases witliont limit: an examplo of the first 
case is given by tbe (Diric Ii If t'sM t'unction which is /( ro for all rational 
TS (Ö^x^l), 1 for all irrational points, Let, next, f(x) = 1 for 
the line (0 ■ • • 1 ) cxccpt at intinitt ly many iutervals of length ^"f of 
which the centres aie the points / [l y \r — 1.2, 3, . . c%)); but in 
ever\' such intenral f\x} is aa described ui tUu forin<*r ( xani]ilc. The 
total length of the iutervals in which fluctuaiious = 1 occur every- 
whore is ^ 

+ + — i^Tf • 

JUebxv ita MatbwnaUk uud Pliy«ik Iii. lUilie. X. 18 
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Between two sach interralfl lies a line (if, saj, t<i) in whick the 
fanction is continnons. 

Thirdly, let f{x) = 1 for all x'a in (0 • • • 1) except at x = 
(v = 1, • • • oo) where f{x) — 0. There is nowliere an interval fiUed 
whoUy with discontinuiti^; and the total length of aU intemls 
oontaining ilucoiitmmtiesy is, if t* is ihe intervaL contaiiiii^ x — (|)% 

wUch can be made arbitntrily amall witii < . 

Poiirthly,froma?-(})» to ««0)"+* (v=Ü, 1, 2, • • • oo), kt /(x) = (J)^ 
The leajw are onlj at the points x — (J)' and amount to and the 
nnmber of points at which the leaps > 9 only tenda to infintfy when 
deereaaes without limit. The totaliiy of the interrals in which leaps 
oecor can be made as small as wished for every tf. 

'Thns we are led to consider tiro claeses of poiiits, which have a 
certain propertj^), on a line: 

(1) The points ''/Sß ihe Une^ (there is no interval in which no 
point of the aggregate (Schar) conndered lies); 

(2) They do M<}tf fiU it^ bot lie scattered (gm^eui) on it (between 
any two points of the line, however near| an iuterral can be giTsn in 
which no point of the aggregate lies). 

In the second case, Hankel conclnded ihat (he tokUUif s of ihe 
initervdl m whi*^ Hw flncimHous > 2tf, can he takm arhUrarüif smoll. 
We need only consider more dosely the case of the scattered puinta 
of discontinnity beiug infinite in number. Then divido the whole line 
considered into intervals of which every one snrronnds one of these 
points of discontinnity with leaps > tf, and choose this interval so laxge 
that together the intervals fiU the whole line. Imagine every interval 
drawn together to (auf) the »th part, so, however, that ihe point of 
discontinnity is still sorrounded. Then the remaining part of the line 
is free from leaps > tf ; bnt the sum of those intervals in which leaps 
> tf occur, is the »th part of the whole line and can thns, by increas- 
ing n, be made arbitrarily smaU.*) 



1) Hera thii is; at which leaps > 0 occar. 

2) Dini uoticed in 1878 the lack of rij^our in this proof of Haukers that 
every point-wisc (punktiert fiitirtion ip intp<7nible Vi/) cit.. \<. MV. while Smith 
("On the integtation of discontinuous functions , I'im:. Land. Math, i^oc., C, 187&, 
140—158) had already given an example of an aggregate of points which, althongh 
intenralg eontaining no points lie in evenf intenral, haa a positive nCoutent*' (the 
limit of the sum of Che intervals eontaining points), and thus showed that a point- 
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Inversely, if .s" can be made arbitrarily small. tlie puinta at which 
the leaps > a cau only occur sparsely (zerstreutj. i^ or if these points 
fiU the interval h, s could never < h. Analogously, if the points of 
leap > <y fill a line, no internal iü which the fluctuutiou < a can be 
found iu it; and inversely, if in every interval the fluctuation < 0, the 
iine is fillod with j^oints at which thero aru luap.s > \6. 

Consequently, linearly discontinuous functious lull into two claBses: 

(1) Point-wise discontimiou.s {pun/:ticrt or punkt-weiffe umteli(j\ 
wLea the points with leaps > <J fiil no line, however small <y > 0 is. It is 
necessary and saföcient that s can be made arbitrarily small for every 
> 0; or all sach functions are iniegrable.^) These functions are cou- 
tinnoufl ftt iafinitely many points, and indeed in the immediftte naigh« 
bowrliood of every point of diMontinaitj. They caa have differential 
qnotients »t tiieir points of continmty. 

(3) Tokßtf discontinnooe, when points irith leaps >tf All whole 
iniemds. It is necessaiy and soffioient that s has a definite lower 
limit >0; or all sndh fonctioiis are non^integrable.*) In tbe first 
example above, tbe fonction is totally discontinnoas in all parts of 
the üne; in the seeond it is oontinnons in infinitely many lines. 
ETerywhere where a fonction is totally diacontinnons it has also no 
diiferential quotient; bnt sach a fonction may be analytically rep- 
Tesentable. 

To constnust fonctions in the form of conveigent infinite seiies of 
fiuictions, of which each has one singolarity, so that tiie snm^fimction 
has a singaUaity ai evmf rational point (HankeFs ''prineiple of the 
eondensation of singnlarities''), Hankel started from the real fhnction 

1*^1 variable y, which, for all yalues of y between + 1 
and — If has a definite value lying between + 1 ^ad — 1 and showa 
''the normal behavioiir of analytic fanctions'' of being derdopable in 

wise digconiinuous Function ne«d not be integiabie (ftee, faxther, Pxingabeim, 
Of>. cü^ pp. 39—42). 

Aoooidmglj, Harnaek (JfaA. Ann., 19, 1882, 246) modified Hankers de- 
finitiOD and caUed "panktiatt unttetig" when fhe points witb leaps > « 
foim a content-lesa C^ditorete") aggregals. In this sense, eveiy ewk f{x) is, of 
eoaxaSt integrable. 

1) Cf. tbe preceding uote. 

In the tbird example above, the aumber of points with leaps >>- a is aheadj 
infinite for a finite in Uie fonith« fhe niimber only inoieaseB beyond all limit 
with a «r deerMsiag indefinitelj (as do all linearly discontinaouH fnuctioni which 
li»T0 only a Suite namber of maxima nnd minima on a fiaite line). 

2) Tn the first Pxample above, tbe function is totally fliscoTitirmous in all 
parts ui' the iiue; iu tbe «ecund, it is contiiiuuua iu iuüuituly uiuuy liues. 

18» 
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Taylor' B series except al y »0; and fp(0)^0. The fonotion 9>(siii traco:), 
wliere x ib h rational nnmber is thvs singnlar for somo integer v, so 
that Hankel fonned the fimction 



n(9>(«ni pnte) 



»Kl 



where s > 3, to bring about convergenoe^ and tlirn proeecded to prove 
tbat all the singiilarities of the terms are transferred to f{x). 
To inyestigate the singularities oS f(x)f we har^ smce 

1 Aix 1 _ 

..■^/v «•-(.- •)«•-• 

the equaüty 

"' 

ThuBy if h* also denotes a positive proper firaetion, 

f{x + — f{x) t«"^ " + ^J^.» — "»^J + — - 1 • 

Viel 

Here m denotes an arbitrarily krge, « an arbitrarily small nnmher, 
whose iucrease and deorease ean be pnt in any connexion with oneanotber. 
We will suppose that, howevor great m is, always lies below an 
arbitrarily small magnitade. Sinee, then, 4 forthrit y£ is arbitrarily 
small, the derelopment 

9>(Bin v\x -\- t \7t) = 9}(8in vXTt) + mit cos vxx • (p'(sm v\x + x^]^), 

where x is u proper fraction, is permissihle, if sin vj:a is not zero. 
Substituttns^ in tho nUovf expressiou, f(x) is sepn to bo coutiuuous at 
every irrational poitit ; and aUo bos a detimie tiuite difi'erential quoti^t 
at every such point; for 

i ^1 • -cosv«3r + ^^._i . 

When s decreases; if the relation of £ and m ia determined so that 
am decreases infinitely, but im*-* increases infinitely (e. <r., if 

m — - f tlion the remainder vanishen so tliat at t vcrv 

eq ' s — 1/ ' 

irrational x, f(x) has a detenuinate differential quotient, independenfc 

of the decrease of si 

f ' {%) = ''^ "'^ COS v*« • 

>b1 
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In the serieB which deiennmes f {x -\- b) — f{x)i 

the terms for which v >■ ftr (r an integer), eince <p (ain v • ' j » 9 (sin r m%) 
9>(0) »0^ give ibe series; 

1 "V^9(i siii rfte«) 

the sign being poeitive or negative aocording as r ia even or odd. 

For this we can «rite, when c decreaaes and m$ always remains 
arbiirarily amall: 

Now the manner in which the eingularitj of 9 ia tranaferred to f{x) 
appaani; for s can alwaya be taken ao large that the firat term of 
thia aeriea, 

eaaentially determinea the aingolarity. 

Then f{x) has no derivatea for rational pointa; and ü q>{y) ia 
oiN^iNtottf at y^O, /'(dp) 18 continoona at cM pointa, bnt haa no 
difiierential qnotient at rational pointa.^) 

Banker a reaeaichea havey tiien, aihown that — Dirichlet'a concept 
of function having olearly no general propertie8>— eren Enler'a concept 
indadee fiinctions whidi are diacontinnons, infinite in the moat diffexent 
ways, or indfltezniinate at infhutely maoy points of a finite interval, 

and thufl we can not assert that anch fonctions have a number of 
common properties, in especial: continnitj, diflEerentiabilitj, detorniinate- 
neaa, and developability by Taylor's theorem — single singular points 
eKoepted. In short, both conoepta have not ahown tiiemaelTea to be 
easentially diflerent in so far as we are in a position to represent 
analyticaliy fonctiona '^of all poaaible kinds (thia is to be underatood 



1^ On HankeTs nicOioil, sre Diiii 'np. cit , pp. 167—188) and Pringsheiin 
'f)f. (-lt., pp. 36 — 38> I t ntei fully into the consideration of the functiona which 
Uankel constxnct«d in an edition of liankera niemoir which has becu prepurcd 
bj me for »«Oatwald*« KlMBiker der exakten Wusenaohaften**. 
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cum gram saUs; for it is not yet made out vhefher nngle Uiinkahte 
eaaes do not escspe analysis)".*) 

"Thns, boib eonoepis uro insaiffieieiii to form ihe foundation of a 
general theory of functions. For the problem of sU msthematics is to 
derive new reUtiona from giTon relations whieh refer to » domain of 
objecis, by »pplying the genwal propertios of tiie eoncept undor whioh 
all thoso objectB are sabsumed. Bat if aach general propertiea do not 
existi «reiy transformation of the giTOOi relations remaios an «mpty 
tautology." 

For exatnple; to determine f{x) from the ftinotional eqnation 

/'(^ + y)=-/»+/"(y), 

we get fbr eyeiy raHonal x 

but a ffenernl determination of how fix) depends f>n its arguitieut is 
not possible. 11^ however, f(x) is supposod to be contumous, the lutter 
equation holds generaUy, for the ftmction values for irrational xa "ordnen 
eich stetig ein^' between the raiaes for rational x, s. 
Again, if 

/•(«)-l+a; + |f + ..-+^ + -" 

for all ar*s between 0 and 1, the question: what ralues has /'(u) for 
other ar's? is not to be auswered by Dirichlet's eoncept. Some 'law' 
hj which, "from u series of characteristics, we can couclude the presence 
of othors not sfiven or observed." 

This law, Said ilüiikel, must, if it is tü eorrespond to the needs 
of the analyst; be obtained by the t?*'üerftl prificiph of pertnaneucc vf 
formal laws. Here, for functions, algebraic expresaions, as obtained 
(completely calcnlated) by the four elementary Operations are to be the 
perman^t types. In this way, we are led to poetalate tiiat tiie fbuotiona 



1) Thi« quotation reallj cextaini ihe gist of Hankers argmikeBt. If the 
stalemeat wete conrect; of whioh Hankel aettaa io have had UtÜe donht, and of 

which even in 1878 üini C*Pondanieiiti per la teoria . . .", p. 37; "Gximdlagcn . . 
(1892), p. 49) asserted the possiVtiHtj, which is not, however, to be anawered "in a 
perfectly eatisfactory way iu the pre^eut State of science"; it would follow at once 
tbat thcro is no easential difference between the two concepts. [That there is a 
fitndameatal difenaoe; whidi briagi Euler* i ooneept olosor to that of an **anal7tic** 
fiinction; is easily proved by compettng the (traii^finite) Cardinal aombera of the 
a{?prepate?» of (ho rlasees of fliDctions ronsidorPil. In thifl mnnnnr, Jonrdain i'Joum. 
für Math , 12M, l'.t05, 179 — 180) provt d that there are fiioctioafl in Diiicblet's 
coQceptiou which are uot capable of analjtical ropreaeutation.] 
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thotnld be äeftAßpMib hj Taylor'B thaomn. U, now, we eonmdw oiily 
ntl TBriables, tlie line it eUaed bj two amgolnr points; but, by intra- 
daeii^ the complcx Tariable^ we ean, so to sp^k, go romä tiiese poinii 
•od solve tbe problem of 'oontmnation'. 

Then, to deiae tltat » fimetion w aball be boüi np from the 
complex Tariable {x + yt) regarded m a whole, has only » meutng 
for algebnic fiomctiloii; bot tiie propeity of theae that 

may instead be regarcled m * permiment and thü is Kiemann's coli' 
cept of a "fiuictioji of a complex variable". 

Cantor*), in a review ot iiankels memoir (1871), reniarked that 
UaukeTB proof that bis functions are continuoQS and have ii derivate 
at all irrational pointa seems incorrect. For tbe conditiona imposed 
on f constrain it to bucIi a degree of smalbiess that £-m'~* does not 
increase a<l infinituin. "Tlnis tbe fiinction f(x) would be still more 
äsingular t'nan the author sajs, iind the question arises aa to wbich 
irratioualities x the existence of the dijfferential quotient is limited by it. 
So also the further development connected with this Bection can only 
be aceepted with foraiighi^ This oritioism, howoTer, doea not appear 
io be Talid. 

On reeaixmg to the enbjeet in 1B92% Oantor might be taken to 
baTe ftated that, in this roTiew^ he had pointed oat that Hankers 
pnnciple has tiuee &iilt8: fintly, each nngularity is bronght aibont by 
an infinite number of tenns of tbe series eo that the poBslbility of a 
oompensation enton^; aecondly, the osoillationa introduoed by the use 
of the sine have no oounexion with the problem and needlesely eom- 
plieate the ooone of the fimction; thurdly, the aggngate of nngnlar 
pointa, being Teatrieted to the aggregivte of the national pointa, ia not 
mfficiently arbitrary. 



1) Literarisches ZentraJblaft, 18. Febr. 1871, pp. 150—161 The revipv i- un- 
signed, but Cantor (Math. Ann 19, 1Ö82, 68Ö), at the beginniujjr of an artick' 
commuDicating the Weieretrasa-Cantor principle, refexred to it as hin own. 
It may be remarked tibat in tfaie xeriew Cantor dworibee H ankere obgeot 
wroB^y in sayug that it is to eetabliah Kiemann's fimelton-concept b«tween the 
too vide coDcept of Dirichlet and tbe too narrow (sie) one of Ealer. Forther 
Hanke Ts Classification is mentioned, but no objection made. 

2) Math, Atm,^ 19, 688 sqq. 

^ TUs wee shown to be aotnally possible by Ph. Qilbert (£ni«Bet mim. 
cwnmiUe$, 187S). 
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Is has seemed proper to remark that the statement m question 
was not inade by Cautor, nor does the statement appear to be true. 
This is pointed out here at some lengili^ both because Csntor has 
sometimes been miBandentood^), and becanae ereiy indication that can 
be foimd of Gantor'a work is of importance in Our present subjeet 

5. 

The proUenui of trlgonometde sMlee aitelng ftom Biemann*« 
work; Heine, Oantor, Aaooll, du Boia-Beymond, Harnaek, 

and H51der. 

The first important step made, after Riemann, in the new 
period of deTelopment of the tfaeory of trigonometric aeriea inangorated 
by Riemann reeulted from Weieratrasa* diaoovery^ of the eonception 
of nniform eonvergence, and that the integral of a ram can only be 
eqnated to the aum of the int^ials of the temiB withont forther 
examination when the seriea is uniformly conveigwi In oooseqiienoe 
of this, as Heine*) remarked, Riemann's pioof of the nniqneness of 
the representation of a function by a triganometric aaries, whieh de- 
pended on this term-by-term Integration, failed. Heine thereupon 
gare a proof for tbose functions which satisfy Dirichlet's conditiona^ 
uBiDg the Biniplitied proof of Dirichlets tbeorem which results when 
the ''second tbeorem of the mean value^' of Dirichlet's integral is 
ttsed/) But the inore geneial problems, to establiah tiie uniqneness of 
oitjf trigonometrical development, and to ahow under what oonditions 
a trigonometrical series is a Fourier's seriea, that is to say, whose 
coefficients are of the (Fouriers) integral form, led back, in the works 
of Öeorg Cantor^), Ascoii^} and Paul da Boia*Beymond') to 



1) E. ff., hy Prinpsheim (op. dt., p. 87). 

2) Weierstrasb Lad made this discoveiy by 1841, but did not then publish 
it (lee Pringshoim, op. cit., p, 36). The eoue^ttmi tns finmd (and pabliihed) 
indqiendeiitly by Stehet and Seidel in 1847 (see Beiff, op. ett.). 

8) "Über trigonometrische Reihen", Jmm. für Math., Bd. LXXI (1870), 
PP 8f>»aqq.; «'Handbuch der Kngelfunktionen " (8<« Aufl., Berlin 1878), TeU U 
pp. 67 sqq. 

4) The theeiem in queaiion was diäcovered, and Hb use in the theory of 
trigoaometrie aerie« «hown, by Bonnet ("Eemaiquei tnr queltaw intägielM 
d^finies", Jowm. de IfaA.« t. 14, 849), and latw, independently, by P. dn Boif- 

Beymond. 

6) Cantora memoirs {Math. Ann., 4, h) an- fully treat«ci in l'art. 3 below. 

6) Atti ihlla Accad. dei Lincei (3), t. H, p. öo4; MuÜi. Ann., (». 

7) AJbih. d. hager. Jkad,, 2. Gl., Bd. XII, Abth. I. 1875. 
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Ri('mann's investigation. Riemann'p theorem in tho eiphth articlfi of 
his memoir has romaiiipd. unaltered, the founrlation for the thfory of 
trijTonometric series, and his thirteenth article led the way to the 
findiii'^ of limits of representability , which du Bois-Eeymond') first 
showed to exist e.vcn for continuous funrtinns 

For the further devHlopment of the theory of trigonometric series, 
the memoira of Haruack"j and Holder*), which prpneialise the results 
of Cantor and du Bois-Roy mond, respectively, are of iraportance. 
We Bhal! havc oceasion lator to eonsider morc partii-uhirly that ))art 
of Haruacks writings which is concerned with the poiiit-aggregates 
situdied by kim^ but ütherwise the theory of trigonometric series does 
not seem, after 1871, to have contributed to the develupment of the 
theory of infinite point-aggregates. 

Before eonsidering more dosely the work of Gantor on trigono- 
metric series, which was the oeeasion for bis fimt pnblication on the 
theory of aggregates (1871), we most summarise the work of Weier- 
strass, which had an important inflnence on the formation of Oantor's 
oonceptions. 

1) 77./,/, Al.tli. n, and Math. Ami , 10 

2) See also St-hwiirz i^Ostwald'^ Klassikm-, Nr, IK'i, pj). 64— Ö6) and E.W. 
Hobaou t,Froc. Lond. Math. Soc. (2), vol. », 1905, pp. 48—61). 

8) ** Ober die tzigonometriache fieihe und die Danteilung willkfbrlicher Fopk- 
tioim", JfoA. ^fMt., 19 (1880), p. »9— 18S; »Veretiiftehimg der Beweise is der 
Theorie der Fourierseben Reihe", ibid., 10 (1B82), pp. 235—279, and "Berichti- 
gung" on pp 524—528, Cf bis "Th<<orie de la «(-rie de Fourier", PariB, IbÖS 
(reprinted trom the r/e.> sc. math. (2), 6, 1882). 

4) Mttfh. Ann., 84 (1884), p. 208. 

On the development of fke theoiy of fangonometrie leriet sinee Heine, see 
Sehoenflies, «y. dL, pp. 846—860. 
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Ober wideratandstrene ümgestaltiuig elektriBclier 

Leitungsnetze (Transflguration). 

Von J088F HBBZoa in Badapert und Guasbncb Fblbmaitn in Ddft. 

Die Berechnung der Spannongs- und Stromverteilung in Leiiei^ 
gebilden war im Prinzipe schon längst von Gaiiß, Kirchhoff, Max- 
well u. A. g^gphen worden, al«? die Elektrotecliniker durch die 
unterirdischen Leitungen für große Stndtanlageu das Bedürfnis fiihlteu, 
auf einfachste VV^eise in diese Probleme einzudringen. Es zeigte sicli, 
daß mit jenen allgemeinen Erkenntnissen den speziellen teclmischen 
Antorderungen nicht ohne weiteres gedient war Der FhU lag Pihnlich 
wie in der Mechanik, wo der d' AlemhertMcbe riatz zwar eine all- 
gemeine Regel fQr das Gleichgewicht von Kräften bot, doch dem 
Ingenieur zum Verständnis and zur Anwendung immer nur die einfachen 
Hebelgesetze nötig sind. 

1. Der Kompi/mntcfisnfz. — Es sei, F^. 1, .47? ein Leiter eines 
Netzes, an dessen Endknuten die Spannungen l\ und \\ herrschen, 

und in welchem bei C unter 
der Spannung V eine Strom- 
eiila.iiinie / stattfindet. Wir 
setzen Gleichstrom oder bei 
Wechselstrom nicht induk- 
tive Widerstände und Strom- 
entnahmen für die Praxis 
ng. 1. Toreiu. Der Widentand dee 

g^zen Leiten AB aei r and 
semer Teile rj und r,, deren Ströme t| und ^ zufolge der Kontmmifit 
in der Strömung in Snmme der Abnahme in C gleich aein mflaaen: 
tT-ti + H- Für die Spannung V dieaea Mitfcelknotens gilt: F»F, 
— tjri — ^r,. Ana dteaen Bedmgnngen ergeben aich die Leiterr 
ahöme: 

(1) i..^; .!^-^-, /.-r.-izJi.. 

Daa Vordeiglied dieaer AnadrUcke bedeutet jene Stromat&rken, welche 
in den Teilen nnd bei gleicbhohen Endqmmiiuigen anfo 
treten würden. A nnd J? können dann ala snaammoifiiUend gedacht 
werden (Fig. $) wobei der reaoltierende Widentand B die Teäe ond r, 
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nach ^ 



ersetzen kann. Dm zweite Glied stellt hingegen den> 
jenigen Strom ^ Tor, der ohne Stromentnahme bei also «T» 0, auf- 




treten würde. Diesen kann man als Leerhtn&trom beaeidinen. Ft 

wir und «T^ als Kom> 

r r 

ponentenatröme vun J auf 
(gleichwie bei parallelen 
Kräften), so können wir diese 
als in und B wirkend an- 
sehen, ohne anBerhalb des 
Leiters AB im NetM eine Zn- 

standsSndemng herbeizuführen. Wenn wir J (Fig. 3) in diese Komponenten 
spalten, so können wir soj^ den Knoten C aerscfaneiden. Ergibt die 
Rechnung einen der beiden Teilstr5me negatir, so bedeutet diefl^ dafl im 
Knoten diese physikalische Trennung 

nicht mSglieh ist Von Ä nach B \i 

wird Energie fiberttagen und ein Teil / 1 1 

daTOn in C abgegeben, wahrend in 
dem wahren Sehnittknoten YOn A 
und von B nach C die StrSme ftthren. 

Die Komponentenstrome lassen sich noch anders ausdrücken. Denn 

sa ist fc — tT" ^ — J '^I = J , '^l ^ = J^t was mit Besug auf 

Fig. 2 die Qleidiheit des Stxommom^tes J • R mit dem i, r,, gans 
wie in der Mechanik der pandlelen Kräfte, erkennen ISBt. 

Die Gleichung (1) weist durch ihren linearen Charakter darauf 
hin, daß die Strom- und Spannungsverteilung ans zwei Einzelbildem 
zusammensetzbar ist. Einmal ohne Stromabnahme und ungleiche 
Spannungen, dann mit Abnahmen und gleichen Knotenspannungen. 
Dieses wichtige Prinzip der Auf- 

(koat 



i 



4,02 0.03 



/ 'Ja ^'^ 



OjOitS 0j9$* 





eimmdarlagarung oder Super> 
Position rührt Ton Smaasen, 
Helmholts n. a. her. Seine klare 
Erkenntnis eröffiiei eine tiefe Ein* 
sieht in die Netzprobleme. 

Vorstehende Sätze sollen an 
zwei B»'ispicl«^n erläutert wordoii. 
Ein Netzleiter .4^ (Fig. 4) hat drei 
Stromabnahmen von 15, 20 and .^0 

Ampere; diese soUen auf die Endknoten versetzt werden. Die Abnahme 



▼30 




Vlg.4. 



Ton 15 gibt in die Komponente 16 



0,03 4- 0 ,02 6 -f- ü,016 
0",0»X 



-11,7; in 
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15 - 11,7 ^ 3^. Die Abnahme 20 »rlegi eich in 20^^^^^ - 9 

und in 20 — 9 »11; ebmao die dritte Abnahme 30 in 5^74 nnd 
24,726. Daher in ^ die Summe 11,7 + 9 + 5,274 - 25,974 nnd in 
3^ + 11 + 24,726 — 39,026 Ampere. 

Man kann auch den resnltierenden (im Schwerpunkte wirkenden) 
Strom von 65 Ampere in seine Komponenten zerlegen. Es ist das 
Strommoment 65-9-15*0,02+20 (0,02+0,03)+30.(0,02+0,03+0,02ö); 

woraoe sich Q = '^^ = 0,0546 Ohm nnd die Komponenten der Beanl- 

tierenden /» — 65 • -^^^ 39; J4 ^ 26 berechnen. 

Als zweites Beiapid diene eine geschlossene Leitung, Fig. 5, die 
bei A 390 Ampere empfingt und in drei Knoten 1, 2 und 3 abgibt. 
Nehmen wir an, im Knoten 1 wäre die richtige (physikalische) Schnitt- 
stelle. Die diesem Knoten entsprechende Gleichung ist alsdann: 
j-, . 0,003 - (130 - Äj) [0,002 + 0,004 + 0,004] + 110[0,002 + 0,004] 
+ 150 • 0,002, woraus sich a:, -> 173^84 und 130 — ^ 43,84 Am- 
pere ergibt. 

Damit hat man bereits die richtigen Werte, sowie die Kichtung 
der Ströme gefunden. Da nämlich der Strom positiv ist, fließt er 
in df>r angenommeneu und durch den Pfeil angedeuteten Richtung 
nach X zu, und da der Strom (130 — x^) sich negativ ergibt, liiefit er 



f 



130 





0,0m 


i 




U 




0009 A 





390 



Flg.». 




150 



entge^^eii^t'setzt der iini^enomnienou l'feilriihtung,_ also von 1 wt'g Jii 
der Teilstrecke AI tließt also ein Stmui von 17.'i,S4 Ampere bis asur 
Abzweigstelle 1, welche Aniperti abnimmt ; in der Strecke 12 fließen 
173,84 — 130 = 43,84 Ampere in der l\i<'htnnfT gegen 'J weiter, in 
welchem Knoten 110 abgeführt werden. Es müssen sich also hier die 
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Ton der einen Seite suBtrömenden 43,84 Ampere mit 66,16 von der 
uideraa Seite zu 110 er^Saam, Zwischen 2 nnd 3 liemolit also ein 
Strom 66,16 mit der Bidi- 
tung gegen 2. Han sielit, 
daß dies die Schnittstelle ist 
(Fig. 6). Diese Schnitbnethod^ 
gMcfalossene Netse durch be- 
lifilüge Schnitte in Knoten in 
offene Leitungen su Terwatndehi 
und fQr diese die Strom- 
^idhong^ sn&iistellen, hat 
in der Ptaxis viel&ehe Yer* 
wenduiig befanden. 

Dieser Komponenteneatz 
bleibt flir Knoten mit mehr 
aU zwei Schenkeln erhalten. 

Fig. 7 erklärt die nachfolgend gewühlte Bezeichnung. Die Kinzel- 
ströme, wdjche dem n-schenkligen Knoten mit der Abnahme J in den 
Laitora . . . zufließen, sind 




für deren Summe J gilt also 

(N) ^^=^^ + 1, + ... + »^--^' + + 

Der l\liiLuincrausdmck ))cdeutet 



I' 



die Leitfähigkeit der p:iiallel- 



gehcUalt*;ten Schciikelwuit rstiiiule. Aus der letzteren Uleichuiig tindet sich 
die Spannung des Mittelkuoteiis 

welcher Wert in — ^ eingesetzt, fUr den Ijeitersirom gibt: 



R 



d. h. die zuführenden Ströme bestehen also aus den Leerlaufströmen, 
welche bei J ~ 0 auftreten und nur von den Knotenspannungen 
' * ' ^'^^ Schenkeiwiderständeu rj, r^, • • • abhängen, 

und ans d^ Komponenienstromen Ja'^J^'y* ^^h^^'y *"'^'*'^*^^r~* 
welche toh den Knotenspannungen unabhängig sind. Demnach kaim 
die Entlastong eines Mittelknotens 0 yorgenommen werden, ohne die 
Spannimg in seinen Nachharknoten A, B, . . . zu beeinflassen, ein neuer 
f&r die UmgestaltuDg elektrischer Leitungsnetee wichtiger Satz. 
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Bazeidmet mia du Produkt einer Spannniing V mit der Leit- 
f&liigk«lt 1/r als Spaimiiiig^oment, so läßt aidi CHeieiraag (N) f&r 
«T* 0 kant bo aoMpiDchen: Dae Spaoniuigamomeiit eines imbelaeteteii 
Mittellaioteiui auf eeme NMshbarknoten ist der Snnmie der SpaimimgS' 
momente dieier letstem anf erstem gleich. 

8. WiäeniaHätinue üw^Uämg eines DreiedtsHetges* — Ein drei- 
knotiges Netsetllek mit den Eckspaonnngen A, B und C Volt und den 

Seitenwiderffioden a, h md 
e Ohm soll dvreh Einftgong 
eines neuen Knotens Ton 
der Spannimg D mit den 
Schenkelwiderstanden ß 
ond y in einen Stern derart 
umgebildet werden, daß das 
übrige Netz unbeeinflußt 
bleibt (Fig. 8). Hieraus finden 
sich dieStiöme in den Dreieck- 
Seiten >*^, und unmittelbar. 
Der Eckstrom = -\- 
gibt mit dem Sehen kelwider- 
stand a das SpanaungsgeiäUe vom Knoten A nach D. Es ist also: 

analog ffh- ß und y. Jedem )>( 1. I i^r gewählten Werte T) ließen sich' 
drei zusammengehörige kSclienkoiwiderstände aßy zuweisen. Um das 
Verständnis zu erleichtern, wonle die weitere Entwicklung: an Hand 
eines Zahlenbeispiels durchgelührt, dem die in Fi«^. 8 eingetragenen Zahlen- 
werte entsprechen Nehmen wir f(Jr D beispielweise die S])annuug mit 
80 Vült an, so ergibt sich für a 1,06; ^ = 4,66 und = 3,33 Ohm. 

Um den inneren Zusammenhang dieser Worte mit den Seiten- 
widerstanden aufzudecken, fragt es sich, wie der Stern aas dem Dreieck 
organisch entwickelt werden kann. In jeder Seite sueken wir ^ einen 
Ptankt mit der Spannung D anf (hier 80) nnd riehen diese jD«, 
und 2)^ sn einem einzigen, dem neuen MittelknoteUf znsammexL Die 
drd Seiten tragen idso sechs Widerstandsstflekei welche die meric» 
würdige Eigenschftft besttsen, dafi das Produkt je dreier nicht benach* 
barter einander gleich ist (bis auf den Zeichenwechsel); außerdem liegen 
diese drei Spannnngspunkte auf der NiTeaulinie 2> ■» 80 Volt, Bofsm 
es sich um die Widentandsfigur handelt (was dem slten Satae TÖn 
Henelans und dem reaiproken CoTa-Carnotschen Satae der Geometrie 
entspri^t). In Fig. 9 ist das KiTcan Nnll und jenss von 80 mit den 
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gleichhohen Spannuni^spnnkten Da, Db und De eingezeichnet, welche die 
aechs Sittcke 2,0, 2/); 2,26, 6,75 und 15, -5 eignben, (Fig. 10). Werden 




l itt y 



nun die in einem Knoten Äusammeustoßendeu Widerstände dm* h ilire 
Rfsnltif-rendp ersetzt, so müssen die Schenkelwiderstäude wieder er- 
sciiemen. In der Tat gibt: 



1,06 

ten A ; femer 



fOr den Kno- 




— +• - ' 

für 0, was mit den obigen 
Werten ftlr /) nnd y über- 
einstimmt. 

Diese PenUelsebaltong können wir nach Fig. 11 romehmen. Sind 
die Widerstände r' nnd r" auf den Schenkdn eines Winkels anf- 

getragen, so sahlt der aus den Ein- 
heiten gezogene Mittelstrahl A%. ihre 
Parallelschaltung. (Wird der Neben- 
winkel berflcksichtigt, so findet sich 
der zweite Wert entsj »rechend dem 
negativen Seiten widerstand.) 

Es sind demnach bei P, C 
die Winkel zu halbieren und mit 
der T^Teaulinie W Volt zum Schnitt zu bringen; dnreh diese Schnitt- 
punkte iö imd sind nach Fi^;. 11 die diesem Nive tM entsprechenden 
Schenkelwiderstände cc, ß und y sofort Itestimrat. 1' ür dii- }»ev()r/u(^e 
Niveaulinie, welche durch den Mittelpunkt des Inkreises 0 führt, fallen 




Flg.ll. 
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jedoch diese (Getrennten Punkte IH, Ü^, C£ zuwrimnun und ilire Sonder- 
werte a, ß, y sind demuacb von der liichtimg der Niveaulinie unab- 
hängig, d. h. sie sind auch von den Spannungswerten A, B und C 
selbst ni< ht beeiiitiußt. Um den Sjumnungswert D des Punktes 0 zu 
ermitteln, werde der Einfachheit halber das neue Null-Niveau durch 
BCf Fig. 9, gelegt. Dann verhalten sich die Spannungen A : D = h^:Q 

>- a + 6 + c : 0. HierauB findet sich D — -^^zf^» dieser Wert^ 
sowie B ^ C'^ Null, in Gleiehung (2) eingeeetrt, liefert fBr den ge- 

h ■ c 

suchten Scheukelwiderstand «e — — , , - und analoi' lür d und y, d. h. 

a-j-o-j-c " ' " 

der Widerstand eines Schenkels ist trleich dem Produkte der beiden 

naehbarlichen Beitenwiderstiindp dureh den ünifantip^-widerstand. Auf 

küi/erem Wege fiihrt der Satz über Punktsummen (oder der Mo 

raenteusatz der Mechanik zum Ziele. Läßt man / H die drei Seiten 

a, h, c in den Reken als Maßzahlen (resp. als (iewichte) wirken, 

während D den Mittel- (oder Schwer ) Punkt bildet, so hat man 

woraus stell D findet. In Gleichung (2) substituiert, f&hrt dies su 
derselben Lösung. 

Aus den drei Ausdrücken fOr a, ß und y rechnen sidi diejenigen 
für 6 und e in Funktion von ßj y heraus; es eigibt sich f&r 

a'^a"' — — ^- — —. t^-r^—J—x — und analog für b' und c', 

wobei die Leitfähigkeiten, welche mit Strichen bezeichnet wurden, nun 
dieselbe Rolle spielen, wie früher die Widerstiinde. Nach dem er- 
klärten Mumentensatz eines unbekstetsn Knotens muß auch Aa'-^Bß' 
+ Cy' - J){a' + /S' -t- y') bestehen. 

Die Wichtigkeit dieser Transformierungs-Fomoln, welche von 
Kennclly zur Übertragung der Dreieckschaltung bei Drehstrom in die 
Sternschaltung bestimmt waien, rechtfertigt die Anfahrung weiterer 
Beweise. 

Sollen Netzstücke für dieselben Knoten A, B, C, , . . in bezug auf 
das übrige Netz ersetzbar sein, so müssen sie gleichen Widerstand von 
jedem Knoten zu einem neiien aufweisen, der durch Zusamnienleiren 
der ühri^'t-n erzeugt wird. Füi- den uns jetzt beschäftigenden Fall 
von drt il<iiotiL,'en Netzstiieken heißt dies folgendes: Die Widerstände 
vom Kjioten ,1 au8 zu Ii und T', als zusammenfallend, müsi$^i für 
beide Net/iormen einander gleich sein; ebenso vom Knoten B und (\ 
Setzen wir nämlich die Spannung in B und C auf Null und lassen 
nur A wirken, so ei^ibt sich ein V'erteüuugsbiid. Ebenso ein 
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zweites von B aus, woboi A und C Nnllspannung haben und des 
gleichen f\u (Irittes Bild für (' mit Ä und Ti gleich Null. Nuch 
dem Superpositionsphnzip setzen sich diese Einzelbilder zum (ie^amlr 




büd susammen. Wird also, Fig. 13, B-*Ce«NiiU gefletet, bo ut 
der Widerstand bezüglich des Knotens Ä für die Dreiecksform ^ .j^^'i 

und f&r die Stemform a + J*^:pf ^^^^ gleich zn setaen aind: 
Ans 

+ h') - y'(a' + S (b' + O ß'U^' + 

folgt durch Subtraktion S'{a' - c') « /J'(y' — «'); diese Glei- 
chang f&hrt mit der 3. Gleichung 

8\e' + - + «') 

zur Beziehung ^ 



oder 



6'o' — ß'y' 

' ß'y' 




a 



Flg.lt. 



Hüten wir jedoch die Äqnivalenx eweier Netzatfieke definiert 
dnrdi die Gleichheit ihrer beiiehlichai Wideratitnde awiachen je awei 
Knoten, A und A und usw., so hStte sich ohige Rechnung, 
nach Fig. 13, entsprechend dem folgenden Anaatae wiedeiholt: 



8 



oder 

waa direkt zur Formel 



S{a + /J) - c(a + 6), 



6c 



fahrt. 

AkUv der Mathematik and Vtafiik. lU. Batb«. X. 



19 
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Dio auftalkiide Reziprozität zwischen beiden Umwandlungsformeln 
ist in den bekannten Kirchhoffschen Gleichungen begrQndei Im 
Stern muß die Summe der Ströme, im Dreieck, d. L in einer Ifucbe, 
die Summe der Umfangs- oder Seitenspannungen gleieb Null sein. 





Dies führt zu reziproken Strom- und Spannnngs-Diagrammen, wie sie 
in der Geomebrie nnd Graphostatik dunüi Maxwell, Gremona, Cal- 
mann n. s. Tellig erforscht worden.^) 

3. Beispiele zur Transfigttration. — 1. Beispiel. Es sei das in 
Fig. 14 dargestellte Netz mit 3 Speisepunkten 1, 11, III gleicher oder un- 
gleicher Spannung und mit 4 Netssknotea A, B, C, D gegeben, in 
welchen die Entnahmen J„ J^, und Jg erfolgen. 

Entlasten wir den Knoten D 
Ton seiner Last indem wir seine 
Nachbarknoten A, ß nnd C mit 
den Komponentenström«! 

0,00077 




und 



0 0,002 
0^00077 

0 



0,385 Jo, 
0,308 Jo 



'0 

bescliweren, wolifi din- Zäliler 
(),U< M)77 den \\ ulerstand der Pnmllel- 
0,<K)25, CT) - U,U025 bedeutet, deui- 



schaltung von A D = 0,002, BD 
nach gleich 1 : {^^ + + ö;^) " 0,000^ ? iBi DieindenEnd- 

1) Die Berechuimg elektrischer LoitUDgänet/.u in Xheurie und lVa:(ia von 
Herxog-Feldmann. S. Avil. I. TeU, Seite SOI. 
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puiikten vereinigten Strome (Fig. 15) mögen heißen: J^-^- Ja = *ff 
J% + Jb = </" und »/j -f Je = J'". 

Der Stern {0(m, 0,0C)25, 0,0025) in Fig. 14 wird nun durch das 
Dreieck (0,0065, <),(X)65, 0,0081) in Fig. 15 eraeiat, indem seine 

i i 11 AflAK ■ 



Seiten ^fü^^i-^*''^"- ^^v^^ff? 0,0065 usw. berechnet werden. 

0,002 ■ 0,0026 

Dio parallelen Zweige (,0,004, t>,(K)r;5), (0,003, 0,0065), (0,004, 
(HHisl) «eiileu nun durch die äquivalenten 0,0025, 0,002, 0,0022 und 
liiis aus diesen neuerdings gel,ildete Dreieck fO,0025, 0,002, 0,0022) in 
Fig. 15 dureh den Stern (0,0007, 0,0000, 0,UU06) in F'ig. 16 widerstands- 
treu ersetzt. 

Werfen wir rlen Strom J' auf dio Knoten I und P, ebenso J** 
Hilf 11 und 1' und «T" auf III und P, so erhalten wir für die Kont* 
ponenteu: 

,rin = j'" — 0,09 j'". j;." =- j"' — 0,09 j*' - 0,91 j"'. 

" 0,006 + 0,0006 > "I ^ vjww 

Und daher: - 0,877 JT' + 0,892 J" + 0,91 J'\ 

Jetst ToniiBg man bei gleichen Spannnngeii diese Speisepnnkte I, II, III 
laaammengnlegen, wodurch sich der Emtzleiter der pBrollebehaltung 
ron (0,005 + 0,0007), (0,007 + 0,0008), (0,006 + 0,0006) so 0,0022 er- 
gibt nnd die in den Leitern IP, IIP ond IUP fließenden Strome remi- 
tieren: 

, 0,0022 f.o" T 7 0,0022 ^ , , 0,0022 r»o.> r 

Die in den Leitern \Af IIP, III C7 flieBenden Ströme sind demnach: 

(0,37 Jp + 0,123 J') , (0,29 J/. + 0,102 J"), (0,33 J, + 0,09 J'"), 

nnd wenn man statt J', Jf*\ J*" die Werte 

J' = + 0,885 Ji, J^- .7, + 0,308^0, *r" + 0,808 Ji, 

gowi. statt Jp - 0 877.7; -I 0,898 + 0,910.^3 + 0,893,;;, substituiert, 
erhält man für die gesui itien Ströme: 

JiA - 0,447 -e 0^ Ji + 0^37 + 0,337 Jp 

Jn» - 0,254 J, + 0,359*7, + 0,264 J, + 0,290 Ji 

c^mc Ji + «'i i «7', + e/^ — tTi ^ = t7iiii 
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in Ahhangi£;keit. von den vcraudi riickm BtUislanym J^, J^f J^, Jy 
b('li)-stYerstiunJlich kauu man diesen eininaligen Rechnungsgang durch 
vier eiozelxie, welche der Superposition von vier Einzelwirkungon ent- 




sprechen, ersetzen ^ wie sich dies ja auch in den linearen AuBdrÖckm 
ausprägt. Sind <Ue Speisepunktspannungen in 1, II, . . . ungldch groß, so 
muß man nocbmab den Stern in ein Dreieck rerwandeln. 




2. Beispiel. — Fig. 17 stellt ein Netz mit vier Maschen und sechs 
Knotenpunkten dar. Ersetzen wir nun dns Dreieck III, V, VI dmeh den 
widerstandtreuen Stern CHI, V, VT, duiin erhalten wii bijr \>, welches 
Netz Bchon nur drei Maschen enthält. Die Schenkel widerstände d«» 
Sternes berechnen sich 
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VIC 



0,01x0,08 



0,005 Ohm 



0,01 4- 0,0» 4- 0,08 

Jetzt verlegen wir den Stromabnehmer in Y i^eich 10 Amp. auf 
die Eiioten IV und C. Die auf 0 feilende Komponente berechnet sich 

^^päi^ljoow""^'^^» 
end die auf IV feilende ist 10 - 8,58 - 1,42 Amp. In IV wird dem- 

i23 




Me-i«. 

nach der Strom 15 + 1,42 ~ 16,42 Amp. abgenommen Nach Ver- 
legung^ der Abnahmo iii V wird IV, V uud VC iu Serie geschaltet, 
und jetzt kiiim das Dreieck III IV C 
durch den Stern P III IV C ersetzt 
werden (Fig. 19\ Die Steruwider- 
stände berechnen sich wie folgt: 

mP— 0,01x0,02 

" 0,0r+ Ö,02 -f 0>233 

- 0,0037 Ohm 

jyp^ 0,02 X 0,0233 

0^"^ 0,02 -f 0,0288 

- 0,0087 Ohm 

0,01 X (»,o.i.^:^ 

0,01 4- 0,02 + 0,0288 

-0,0043 0hm. "»»^ 

Das Netz bat nacb diesem 8cb ritte schon bloß zwei Maschen. 
Ver^tzen wir nun die in III, VI und (J angreifeuden Ströme auf die 
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KnotHnpunkte 11 uud i'; hiernach können tl um die Widorstän^le II III 
und IUP, resp. II VI, YIC und CF in Serie guschalLet werden. Die 
Ströme in dem KuoLeupunkL II und P berechnen sich zu 

26 + 20 +30 «'0^*» + "'*^^'^ 



0,02 + 0,0087 ' 0,0043 + 0,006 + 0,01 

+ ^>^^ 0.0043 + X + 0.01 - + 3,12 + H4Ö + 1,91 = 44,48 Amp. 

0 + (20 - 3,12) + (30 - 14,45) + (8,68 - 1,91) 
- 16,88 - 15,65 + 6,67 - 39,1 Amp. 

Indem wir (0,02 + 0,UÜä7) und (0,01 + 0,005 + 0,0043) parallel 
schalten, erhalten wir den in Fig. 20 dargestellten Kreis, wobei 



(0,02 + 0.0037 1 X (0,01 + 0.006 -f- 0,0043) 



-0,01060hm 



(0,02 + 0,0037) X (0,01 + 0,006 + 0,0043) 

die ReBolticamide ist 

Die Strome in I II beew. in I IV berechnen eich nnn aÜa Summe 
der bextlfi^ohen EomponenteiiBis^e. Demnach 

f —AAAÜ 0,01 + O.QQ«' + 0,0106 , uo 1 0,01 + 0,0087 

«/in — 4^*0 A Ol M o ooav m omm j. o ai ^^t^ 



0,01 + 0,OOB1 + 0,0106 + 0,01 ' ' 0,01 + 0,0087+0.0106 + 0,01 

0,01 

0,01 + 0,0087 + 0,0106 + 0,01 



+ 16,42 „_„,^.^„'^Vü,«^o«. -33." + 18.57 + 4,17 -55,88 Amp. 



und 

Jitv - (44,48 - 33,14) + (39,1 - 18,67) + (16^42 - 4^17) 
- 11,34 + 20,63 + 12,36 - 44,12 Amp. 

Werden die Spannungen der Knotenpnnkie von F, = 0 gezahlt, 
dann ergeben sich die Spannungen der Knotenpunkte II uud lY wie 
folgt: 

F, - - 66,58 X 0,01 - - 0,66 Volt 

und 

= • 44^12 X 0,01 - - 0,44 Volt 

Da nun die Strom- und Spannxingsverteihmg des Netzes Fig. 20 
ermittelt ist, gehen wir auf das Netz Fig. Ii) zurück. 

IIP» 0,0106 Ohm entstand durch Parallelschaltung zweier Wideiv 
btände. 

In diesen einzelnen Widerständen verteilt sich der Gesianiißtrom 
gleich 11,4 Amp. im umgekehrten Yerhäiiuisäe zu den Teil widerständen. 
Der Strom im Widenrtande II VI C P berechnet sich demnach 

114 0,02 + 0,0037 _«ÄQÄAt«« 

* ^ (0,02 + 0,0087) + (0,01 -f U.üüö 4- 0,0048) » 
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demnach der Strom im Leiter II IIIP gleich 11,4 — 6,28 = 5,12 Arap. 
Der im Leiter II VI fließende Strom ergibt sich als Sumuie dieses 
LaiterstKniMt und der bezü<rlichen, bereits ermittelten Stromkomponenten 

6,28 -i- 14,40 -f 1/Jl = 22,64 Amp. 

Im Knoten VI werden 30 Amp. abgeführt und muß derselbe von 
C ans 30 - 22,64 = 7,36 Amp. erhalten. Im Leiter PC fließt der 
Strom 8,58 + 7,36 = 15,94 Amp. 

Der LeiUtrom des Leiters TI IIIC beträgt 11,4 — 6,28 - 5,12 Amp., 
demnaeli ist der Strom im Leiter II III die Summe dieses Leitstromes 
nnd der auf II falleaden Komponente des Stromes von 20 Amp. 

&,12 + 3,13 -8,24 Amp. 

Vom Kuüion fließt zum Knoten III der Strom 20— 8,24= 11,76 Anip. 
und Tou IV gegen P 

11,76 + 15,94 - 44,12 - lö,4ü - 27,7 Amp, 

IKe Spaonnngen der Knoten HE und VI berechnen sieh wie folgt: 

F, - F, - 8,24 X 0,02 - - 0^ - 0,16 - - 0,7 1 Volt 

imd 

F, - F, - 22,64 X 0,01 - -0,55 - 0,23 0,78 Volt 

Die Stromverteilung des Stromes III IV CF Fig. 19 ist nun be- 
kanut, so daß wir die Stromverteilung des widerstaiidstreuen Dreieckes 
lU IV 6' bestimmen können. Der Strom in IV III ergibt sich zu 
»7,7X0,0087 + 11.76 X 0.0087 _ 

Im Leiter IIIC fließt der Strom 14,22 + 8,24 - 20 = 2,46 Amp. 
imd in dem Leiter IVO 44,12 - (14,22 + 16,42) = V\A^ Amp. 

Jetat ist die Stromverteilung des in Fig. 19 dargestellten Netaes 
ToUkommen bekannt; wir gehen auf das Netz Fig. 18 über. 

Im Leiter IV V fließt der Strom 13,48 +1,42 = 14,9 Amp., wo 
13,48 der Leitstrom und 1,42 die aof den Knoten IV versetate Kom- 
ponente 7on 10 Amp. isi 

Die Spannung des Knotenpunktes V wird erhalten: 

F, - F, - 14,9 X 0,02 - - 0,44 - 0,3 - - 0.7 7 Volt 

I)a die Stromverteilung dos Sternes III V VIC bekannt ist, gehen wir 

auf die Stromverteilung des Dreieckes III V VI über. 
Der im Leiter V VI Üießeude Strom iat gleich 

4.9 X 0.0083 ; T ,36 X 0,006 - « . 

o.ui -5,8 Amp. 
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Hierdurch ergibt sieh der Strom in III VI gleich 30 - (22,64 + 5,3) 
-'2,06 Amp. und endlich in III V gleich (10-|-5,3)- 14,9-(8,24+ 14,22) 
— (2,06 + 20) - 0,4 Amp. 

Die auf diese Weise ennittelte Spammngs- und SiromTerteilang 
mt in die Fig. 17 eingetragen. Dieselbe wurde ohne Anwendung jeder 
Gleiehnng nnd ansschÜeßlidi mit Zuhilfenahme der Tranafigoxationa- 
behelfe ennittelt Der hier eingeschlagene Weg war ein rekniaiYer; 
wir Temnfachen den ansammangesetatan Fall, um Ton diesem wieder 
anf d«i arBprilngHchen aorOohaakehren. 

4. Vif'nrls-7'ramliyuiation. — Die bisherigen Betraclitun<;en hahen 
sich nur auf Olim sehe Widerstände bezogen. Sie gelten jeducli dem 
Wortlnnte nach auch für induktive oder Kichtuugs widerstände, sofern 
uiati sie als Komplexe oder Richtnngszahlen und die Operation des 
Addierens usw. im erweitLi tea Sinne auffaßt. So z. B würde das Ge- 
setz der Superpositiou unverändert bleiben. Es ist das Verdienst von 
Oh. Pr. Steinmetz, diese Gebiete in die praktische Elektrotechnik 
eingeführt za haben. 

Es gelten nach Vorhergehendem also die Transtigurations Gesetze 
auch für Widerstaude mit negativen Zeichen (wohin auch die graphische 

Lösung Fig. 11 hinweist, indem der Mittel- 
strahl den Nebenwinkel zwischen and 
teUt). 

Dies roransgesdiiokty ISfit sich die Fxage 
der Transflguration des einfaeken Viereckes dnzch 
Einfügung einer Hüfsdiagonide auf die Dreieck- 
trsmsfignration «irftckÜIhren. Fig. 21 stellt ein 
«g; 11. Vioeck mit dm Eckspannnngen A, D, C und 

dm Widerständoi a, b, Cf ä dar. Die nicht 
Torhandene Disgonsle von B nach D von unendlichem Widerstände 
kann durch swei paraUel geschaltete Widerstiinde x und (— x) enetat 

cedacht werden, da ——■- -)- — ^— . 

Dadurch zerfällt das Viereck in die beiden Dreiecke b, (x) nnd 
c, df (— x)f welche in die Sterne 0 und 0, transfigurierbar sind. Die 
Spannung in den Punkten 0 und 0^ ist von der Wahl des Wider- 

Wenn nun diese Werte 0 und Oj einander gleichgesetzt werden, so 
k5nnen diese Punkte susammMilallen; aus dem Viereck wird tat- 
sachlich der gewUnschte Stein entstehen, aber angleieh ergibt sich 
ein hetdmmtea x in Abhängigh&i von den Eckspannungen, was bei der 
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unbeschränkten Tninsfi«ruriening ausgeschlossen sein solL Diese Trans- 
figurierimg ist daher in diesem Sinne unmöglich. 

Alle für das dreiknotige Netz gegebenen Rechnungen lassen sich 
fürs Viereck sofort erweitem und zeigen das gleiche Resultat. Für 
n Kjioten lassen sich n Glcichuugeu, als Widerstandsbedingung von jedem 
Knoten aus, aufsteUen und \n > {n — \) als solche zwischen je zwei 
Knoten. Ea müßte aber n ^ (f> — 1) erfüllt sein, mir für » — 3 

5. Über NetispaUnng, — Die in Vnada Torkommeiiiden Ketse 
Usaen aioh oft in solche Netzsttteke spalten^ die einzeln dnroh Trans- 
fignration TSIlig geldat werden kSnnen. Um aber die Yerteilong des 
Sbomes nnd der Spannung fOrs gesamte Netz zn finden, wird f&r 
den ZusammeHkmg der Netzteile eine geacnderte ünteraaehung ge- 
pflogen. 

Ein spezielles Beispiel soll Torerst in den Gedankengang einführen. 
In Fig. 22 ist ein Viereck ABCD, welches Ton den Speisepunkten I, 
in ond IV durch die Spannungen V^, V„ Vt, mit Strom reisehen 




Mg. SS. 




Hfl. IS. 



wird. Werden die Stronientnaiimen von den Knoten Pund 7) ahgoliobou 
und die Sterne B und D in widerstandeitrene Dreiecke verwandelt, so 
trj^a i I sich das Netz der Fi«;. 23, welches nun durch Zersclineiden des 
Verltinduugsleiters q zwischen A und C und Einfiigan<4 eines unbe- 
kunuten Ersatzstromes X resp. — X fiir die Sterne A bez. C leicht 
weiter behandelt werden kann l)ie Sjiannnng ist = -\- h\J^ und 

= «n — hnJx'i die Dilferonz daher (ai — (v,, ) 4- \hi -f //,, 1 J -= 'Acx*, 
worans sich der fragliche Strom berechnti. Nach denäeibeu Jßr- 
kenutuisseu hf^handelt man komplizierte Fälle. 

In Fig. 24 ist ein Netz dargestellt, welches ans den Teilen 1 und 
n besteht, die durcii zwei Leiter und q,. verbunden sind. Zerschneiden 
wir diese, dann müssen als Ersatz die Ströme J^, Jy und — Jxf — «/y 



Digitized by Google 



298 



JosKPH Hw»oo und Clabbkcb FaiAiuini: 



auftreten, welche als BelastangeB dmr Teil« I und II ansoselieD nnd. 
Da nnn die KnotenspannuDgen lineare Funktionen der Belastangen sind, 
eo können die Spannungen in den riet Verbindnngskuoten folgender- 
weise ausgedrOckt werden: 




wobei sich die Konstantan a, h, c aus den bezüglichen Widerständen 
der Iieiter bilden. a\ ist bei^pif^Isweise gleich der Spannung im Knoten 
X^, wenn alle übrigen Knoten des Teiles I (demnach auch an- 
belastet wären und J, der Stromeinheit i^leirh wäre. So stellt fomer 
den Spannrnif^swert im Knot^u F' dar, weim in der Strom Eins 
abgenommen wird, während alle übrigen unbelastet bleiben. Au& den 
Gleichungen (I) und (II) ergeben sich folgende: 

J>. - («I + "?) + (M + »n)J, + M - «?) 

J.», - (PI + b'i)J. + («■ + + ^4 - c^) 

und daraus: 



(M) 



Aus ( M ) berechnen sich und J^, w«»bci die Koeffizienten zur 
Diagonale symmetrisch aind. Sind mehr als zwei Verbindungswider- 
stände, so steigt entsprechend die /aiil dieser Gleichungen. Werden 
einige dieser Widerstände Null, so heißt dies; die Netze iiaugen mit 
Knoten (lin kt /.usanimen oder deutlicher: die Trennung der Netze in 
Teilstücke erlolgte in mchrfucheu Knuten. Ja, diese Methode bleibt 
im Wesen völlig ungeändert, wenn statt der Verbindungsleiter q ganze 
Netzstficke eingesprengt sind. 

Ibn kann sich anf swei gegensätzliche Weisen die Entstehung 
der NetsgebUde erklaren. Die erste greift rorerst auf die Knoten nnd 
sieht in den Leitern nur die Verbindungen dieser Knoten, welche ent- 
weder gegebene Speisepnnkte, also mit bekannter Spannung Terssben 
sind, oder freie Knoten sind, denen die Spannung durch die Strö- 
mung Ton den enteren anfgedrttckt wird. Die a weite Bildung nimmt 
zonichst selbständige Maschen an nnd denkt sich in diesen StrSme 
kreisen. Dorcfa Aneinandersetaen dieser Maschen entstehen die Knoten 
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mit ihren Spannunp^Rii. Diesen Vorj^;iiugen ontspriclit die analytische 
Rechnung weise uüch der Strom- und SpannungH-Methode. Bei erst^rer 
suekt mau unmittelbar die Stnime in den Leitern, bei letzterer die 
Spannangen in den Knoten.') Die Auflüsuiig der hierbei auftretenden 
linearen Gleichungeu führt zu Determinanten, die umständlich werden; 
und schon Eirehkoff war bemüht sie zu erleichtern.*) Neuerdings 
hahm dies FenBner") und Yerhoeckx^) erfolgreich bearbeitet 
Unsere hier Torgebradiie Methode der Transfiguration entspricht einer 
physikalischen Elimination von Unbekannten aus mangelhaften linearen 
Gl^ehnng^ Qeht man vom Dreieck mm Stern Aber, so öfinet man 
eine Hasche; transformiert man dm Stent zam Dreieok, so iSfit man 
einen Knoten, also seine nnbekamite Spannong^ rerschwinden. In dieser 
Art genfigt die widerstandstreae Umbildung der Strom- und Span> 
nnngsmethode. 

Die Transfigoration wird aber infolge ihrer BedfirfiualoBigkeit 
sor Yerein&chiing gegebener Netse sicherlieh immer angewendet 
werden. Da die praktischen Netae d«i Verband swisohen den Knoten 
iBofolge der Straßenbildung doch nur imToUkommen entiialten können, 

so reicht sie mit dem Prinzipe der Snperposition der Spannungen (an- 
gewendet auf die einzelnen Speiaepnnkte) and mit dem Prinzipe der 
Netz Spaltung meist schon allein zur Lösung aus. 

Budapest und Delft» den 1. Februar 1906. 



1) Hersog-FeldmauD, Die Berechnung elektrischer LeitnngnietM. 

O. Aufl., S. 103 nnd Teiehinüller, die elektriiclien Leitmigeii L Bd. 

ä) Kirchbnt r I'ogg. Äimal. 72, 1847. 

S) W. Feuüntir, Über Stromverzweigaog in netzförmigen Leitern. Anuulen 
dar Flv«k 190S, ISt. 18. 

4) Yerhoeckz, L'^dairage tiectr. Bd. 89, 1804. 
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Ernesto CesAro, Mlementarcs Lelirlraoh der mlgebraisolien Jjialysis 

und der Inllnitesimalreclinung. Mit zahlreicben OliiaigebeiipMitti. 

Nach einem Manuskript des Verfassers tLutsch herausgegeben von 
Gerhard Kowalewski 97 Textfiguren. 8 1)4 Seiten. Leipzig, 1904. 
B G. Teubner. 

In neuerer Zeit spielen die Anwendungen im Univereitätsunterrichte 
eine grOflere Bolle. Dem entspricht bei dem veiiliegendeii Werke die 

ungewölmliehe Menge von t^bungsbaisinelen, ui denen der Studierende 
erkennt, welchen gewaltigen Hebel er sogar nnr mit den Anfangsgründen 
der genannten Wissenschalt erhalten hat. Der Verfasser legt geringeren 
Wert auf die Prinzipien, die er anderswo ausgezeiclmet bearbeitet weiB; ur 
will Tielmehr schnell zu einer reichen Emte analyÜBcher und geometrisdier 
Tatsachen führen. Eine strengere, dnrdiftue kritische Dantellnng lourn ja 
dem Studierenden spFiter gegeben werden. 

Etwas abstrakt beginnt das Buch mit der Theorie der Determinanten, 
der linearen und quadratischen Formen. Es ist aber gut, daü diese Formalitäten 
gleich im Anfang auf 79 Seiten abgemadit werden. Dann folgen die 
irrationalen Zahlen, die Qrenzwerte, die unendlichen Reihen und Produkte 
in einer den neueren Anschauungen dun I n entsprechenden Weise, wobei 
die Anwendungen liereita ©ine Rollo spielen. Die Irrationalität von c B. 
wird auf vier Zeilen aKgeniadit I)ie Berechnung der natürlichen Logarithmen 
der ganzen ZaLltiu wiid auf die Furmel 

1« (« + 1) - lg« + 3 {— -I- 372,.*^ + Ti2n\-ir 

gegründet, bei der schon die acht ersten Glieder eine Genauigkeit auf acht 
Stellen geben, da der Fehler kleiner als ~ ist. Auch auf die Formel 

lg(ii + 2) - 2(lgfi + 1) - 21g(n _ 1) + lg(» - 2) + ^- , 

die, wenn n mehr als drei Ziffern hat, drii gesuchten Logarithmus auf 
24 Dezimalstellen gibt. (Verfehlte Anleitungen zum Dereehnen der Loga- 
rithmen, die ganze Bücher anfüllen, haben wir leider bis in die neueste 
Zeit erscheinen sehen.) 

Daran schließt sich die Lehre TOn den Funktionen einer und mehrerer 
reeller Varia1)"ln nnter Anlelinnng an die Weiersi raßsche Behandlungs* 
weise, wobei die Derivat ion schnell zur Geltung kommt. Zu den Ileihen- 
entwiekelungen werden zahlreiche Beispiele gegeben. So wird z. ö. die 
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Fonnel augefübrt, die es W. Shanks ermöglichte, n auf 707 Stellen zu 
berechuen. Auch die Beruoullisuheu und Eul erscheu Zahlen und ihre 
Anwendungen werden eingehend bebandelt. Der Yerhaset liebt et» bisweilen 
nn die Grenzen dar Foradinng zu fOfaren, s. B. bei der Formel 

damof binsodenteo, daß ea noch nicbt gelungen ist, fOr die Exponenten 
{2p + l) eine Sbnliehe gescUotMoe Fwmel sn finden, so daß bier nur 

sebnell konvergierende Reihen zu Gebote stehen. 

Di© koniplexPTi Zahlen werden in der üblichen elementaren Weise ein- 
gel&brt und geometrisch verwertet. Auch die Quatemionen werden auf 
sebn Seiten gestreift, und am Schluß wird beispielsweise gezeigt, wie schnell 
ebe einfache Fonnel gefunden wird, weldie gewisse kompliziertere Eulerscbe 
Relationen als Sonderfälle in sich enthilt. Bei der zunehmenden Wichtigkeit 
der Volctorenrpchnung ist der Hinweis jedenfalls zweckmäßig. Dip al;.'el)raisclien 
Gleichungen worden nach dem augeublickliclien Standpunkte der Wissen- 
schaft dargestellt Der Fundameutubatz von der Existenz mindestens einer 
Wurzel wird nicht im Anschluß an die geometrisehe Darstellnng yon Gaufl 
bewiesen, sondern rein arithmetisch nach Glifford. Diesem Kapitel werden 
etwa 120 Seiten pe^\'^(^met. Ocsehlossen wird mit dem Theorem, daß die 
ull^'< ineiuun Gleichungen hölieieii als vierten Grades uicht mit Hilfe von 
Wurtelzeichen aufgelöst werden können. 

Den Best des Werkes bildet die eigentliche Differential' und Integral- 
rechnung mit Anwemlvnitfon auf die verschiedensten Gebiete, besonders auf 
geometrische Gebilde. Nach dem, was auf den v^iliergegaugenen 485 Seiten, 
einer vorzüglichen Interductio in analjsin infinitorum, <,'esafrt ist, kann die 
hier erstrebte Begründung der eigentlichen Infinitesimalrechnung Verhältnis 
mäßig kurz erfolgen und das Hauptgewicht auf die Anwendungen gelegt 
werd^ Daß stetige Funktionen existieren, die an keiner Stelle einen 
Bifferentialquotienten hesit/i n, wird schon bei der ersten EinfEUimng in die 
Derivation angedeutet, im Anhang wird das bekannte Beispiel von Weier- 
straß kurz behandelt und auf eine Folgerung Wieners für die darstellende 
Geometrie hingewiesen, die das Paradozon einer FlAohe betrifft, die, olme 
Begelflftche zu sein, abwickelbar ist, die aber nicht durch Tangentialebenen 
umhüUt werden kann, weil sie nirgends eine solche hat. Sonst brin;it der 
Anlianj; noeh einige Fortschritte der DifTeren'/enreehnung und der L' lire 
von den Berim ullischen Zahlen, die Adams mittels einer einfachen 
Formel bis B^^^ getrieben hat. Den Schluß bilden Bemerkungen über 
SttkzesaiTe Derivierte der Funktionen und ttbor Variationsrechnung. 

Zahlreiche Hinweise auf die ältere und neueste Literatur, auch solche 
kritischer Art, maclion das Buch /u einem wortvolKn KoniptMidium des 
behandelten Wissenschattszweicrrt!. Die Klarheit der Darstellung liat durch 
die Übersetzung nichts eingebüßt, denn das Ganze liest sich wie ein 
Qriginalwerk. Das dem Andenken Beltramis gewidmete Buch sei als 
rine wesentliche Bereicherung der niatlH^niatischen Literatur, die dem inter- 
nationalen Zusammenwirken zu danken ist, jedem Mathematiker empfohlen. 

Hagem i. W. G. HolzmCxjjsb. 
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J. UacUunard^ Le^ons sux 1* propagivtkMik dw ondes et Im ^nalioiw 
de llftydrodyiiaiiiiqiie. Ftois, 1903. A. Hennann. XUT o. 37& S. 8*. 

Die Vorlesungen, die in den Jahren 1898 — lOOO am College de France 
gf'halttn sind, beschillnkon sich nii lit darauf, bekannte Theorien dar7:ulej^*»n; 
sie geben in vielen Punkten wesentliche Erweiterungen jener Theorien, er- 
örtern den inneren Zusammenhang der ünterauchongen verachiedener Fonoher, 
belettcfatan die Prinsipien kritiseh, steU«n neu« GMiektapnnkto auf nod ge- 
währen damit einen tieferen Einblick in das Wesen der behandelten PruTilcine. 
Sie bilden ein wttrdi<;es Seitenstück zu den br-kannten VorlefOligea Poin- 
cares ühcr verschiflpne Teile der mathematischen Physik. 

Die Hauptaufgabe, die sich der Verf. stellt, ist, zu erörtern, wie der 
Einlliiß der Gfenzbedingungen auf die Bewegung der Flflsaigkeitfln sich ge- 
staltet. Speciell Ic^t er dar, wie bei der Bewe^ng der Oase durch die 
GrenzbedinfHingfii diskoiiiinuiorliclie Bowepungen bedingt werden, und wie 
sich solche diskontinuierlichen \\'»llf'n ausbreiten. 

Ehe er sich dieser seiner Hauptaufgabe zuwendet, bespricht er im 
L Kapitel die sogenannte sweite Randwertaufgabe der Potentialtheorie: die^ 
jenige Potentialfonktion eines Gebietes za finden, deren normale Ableitungen 
an der Grenze vorgeschriebene Werte annehmen, eine .\ufgabe, die für die 
Ilydrodrodynaraik eine grundlegende ist. Es werden die wichtigsten Eigen- 
schaften der sogenannten harmonischen Punktionen kurz zusammengestellt, 
dann wird der Yenrach von Lord Kelvin besproehen, die Existena der 
LSsong in ihnlioiher Art m beweisen, wie man das Dirichletsche Prinaip 
zu beweisen pflegt. Dabei werden die Bedenken gegen eine solche Beweis- 
fQhnjnf? ernitert, und an Beispielen wird pozeigt, dafi ein Problem der 
Variaiiun^reclmnng nicht notwendig eine Lösung zu besitzen braucht. Für 
die Ebene ergibt sich die Lösung der Randwertaufgabe sofort aus den 
Untersuchungen von Dini, für den Raum führt die Metbode von G. Neumann 
und insbesondere deren Erweiterung dnrdh Stekloff und Korn tum Ziel. 
Die Darstellung' des Verf. lehnt sich pn<7 an Stekloff an. Wenn die ge- 
nannten Metboden nun auch zum Ziele führen und vor iillem die Existenz 
der Lösung ergeben, so liefern sie für diese doch keinen einfachen Aus- 
druck. Einen solchen erhilt man, wenn es gelingt, Dir die zweite Bandwert- 
aufgabe eine Funktion zu bilden, die der Greenschen Funktion analog ist 
Eine solche ist die Funktion von Franz Neumann: sie hat die Eigen- 
schaft, in dem betrachteten Gebiete harmonisch zu sein mit Ausnahme eines 

Punktes in dem sie unendlich wird wie fOr r * 0, und besitzt an 

der Grenzfläche des Gi lü* ts die normale Ableitung Null. Indessen ist diese 
Funktion mit dem I beistunde behaftet, dnß sie für innere Punkte eines 
von einer geschlossenen Fläche begrenzten Raumes nur bis aut" eine additive 
Konstante bestimmt ist Diesen L'belstand vermeidet F. Klein (vgl. die 
Schrift von Poekels „Über die partielle Differentialgleichung Ju-\- ^««bO^, 
Leipzig 1891] durch EinfOhrung einer andern Funktion, die zwei Pole be- 
sitzt. Hadamard zei^'t nun, daß die Kinfühmnp einer solcheu Funktion 
nicht nötig ist, daü man vitdini-iir mit der Nfinuann. sehen Funktion aus- 
reicht, wenn mau ihre Dehmtiou viirvullsiündigt, und zwar dadurch, dati 
man zu das additive Glied — hinzufügt und die Funktion f 

passend bestammi Die neue Fonktion besitzt dann eine analoge Symmetrie 
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wie di« Green sehe Ftmktioii} sie ändert ihren Wert nicht, w^in mm den 
Aafpankt M und den Pol Ä ▼«rtMueht. * 

Die allgemeine Aufgabe wird dann speziell bei der Kugel durchgeftttut 
und zum Scliluß kurz der Fall besprochen, daß (V\e Flfls^sip-keit nnr teilweise 
von starrfri \\ iindpn eingeschlossen i«t, danelien aber oiiif- freie Oberfläche 
b^it£t, SU Jaü nur für einen Teil der Grenze die noruialu Ableitung der 
Potentinifunktion, f&r den anderen Teil dieae Funktion selbst gegeben ist 
Für derartige „gemischte Probleme" läßt sich der Ezistcnsbeweis bisher 
nicht führen, sondern nur leigen, dafi, wenn eine LQsung Torhanden ist, 
diese eindeutig ist 

Im IL Kapitel wendet der Verf. sich seiner Hauptaufgabe zu, der 
ünteisndiang von diskontinuierlioken Flttsrngkeitsbewegungen, und awar be- 
trachtet er solche Bewegungen aunXcfast Tom rein kinematisohen Stand- 
punkte. Biese Trennung der kinematischen Erörterungen TOn den rein 
dTnaTni<?chpn i«t Hprm Hadaniard figpiitümlich ; sio trärrt wesentlich dazu 
l>ei. das Verständnis für die Ersclu'iinmg zu vt'riiiittt.'ln. Das Kapitel be- 
ginnt mit einer Rekapitulation bekannter Resultate über die Defoiiuütionen 
taaer Flfisn^^t. Es wird dabei herrorgehobeo, daA, wenn man die Koordi- 
naten X, y, M eines Flfiasigkeitspunktes als Funktionen ihrer Anfangswerte 
a, 6, C und der Zeit f ansielit, diese Funktiunen wohl kontinuierliche Funk- 
tionen von / sein müssen, selir wohl aber diskontinuierliche Funktionen von 
a, 6, c sein können. Doch wird die Betrachtung auf solche Diskontinui- 
ttten besdurftnkt, die nur in isolierten Illchsn aufb'eton. Auch Jhffa- 
mationen hSherer Ordnung kommen hier zur Erörterung, aber nicht all* 
gemein, sondern nur solche, welche alle Punkte einer gegebenen Fläche 
uns'erindert lassen und außerdem in jedem Flöchenpunkte bis auf riiendlich- 
kiüines li-ter Ordnung mit der identischen Transformation zusammeutalien. 
JBbenso werden die die Geschwindigkeit der Flässigkeitstcilchen bctrefifcuden 
bekannten Resultate in diesem einleitenden Abschnitt abgeleitet Dabei 
wird die Berechtigung der Bezeichnung „molekulare instantanc Rututioii^' 
dargetan, und e<; werden die ClebschBchen Fonneln für die Gesohwindig- 
ke i tsk O n 1 p o II e n t e n d i : ; k u t ie rt . 

Was die Kinematik von Diskontinuitäten betrifft, die nur au einer 
einseinen FUcbe auftreten, so gelangt man sunSdist durdi einfiwhe, schon 
vielfach benutste Oberlegungen zu folgendem Besultat: Ist 0 eine Funktion, 
die selbst überall kontinuierlich ist, während ihre ersten Ab!f Ituntren sich 
zwar in den durch die Fläche f(n, h, r ^ 0 getrennten Teilen des Raumes 
kontinuierlich ändern, beim Dun ligang durch jene Fläche aber diskontinuier- 
liche Änderung^ erfahren, su gilt fBr diese Änderungen: ■ 

fa' ff f« ^ partiellen Ableitungen von f nach a» b, c bcBeichnen, 

— J die Anderang von usw. — Bleiben die ersten Ableitungen von 4> 

leim Durchgang durch die Flache f kontinuierlich, während die aweiten Afa« 
leitnngen sich diskontinuierlich ändern, so ist 

K'*] = - Van] --fM-i^^n----, 

und analog fUr Diskontinuitäten höherer Ordnung. 
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Diese Besultate lassen sich unmittelbar auf die Koordinaten x, y, e, 
betnchtet tls FanUioneQ ibrer Anfangswerte a, b, c, anwenden, falls in 
einem beBtimmten Moment die FIfiche f — 0 Site einer Diskontinnitftt ist. 
Dabei sind natürlich di« Proporiionalitäisfaktoren für die Änderungen Ton 
X, y, % verschieden, so daß z. B. die Diskontinaitäten zweiter Ordnung 

werden. Ferner Ist zwieeben Orämmg dw Disbontbnitilt und ibrem Jndxas 
unterscheiden; und zwar bezeichnet der Index die Zahl der Differentiationen 
nach /, so daß suli die vnrstoh»'uJcii Aiisiirü< kc (l j auf eint* Thskonti- 
nuität zweiter Ordnung vom index 0 beziehen, während für eine Diskonti- 
uuitUt zweiter Ordnung vom Index 1 

« [^j-'.'i.^^ [;y;T]-v.. 

ist, und entsprechend für Diskontinnitfiten höherer Ordnung Die in (l) 

auftretenden Faktoren il, n. v Insspn sif h Knmpnnpnten eines gewissen 
Segments ftuffa«?sen, das leicht g<'iiiiu(risch /u iiit(r]intiiTon ist: und so sind 
die Diskontinuitäten jeder Ordnung und jedes Iudex von je einem Segmeut 
abhängig. 

Es fragt sich nmi, ob diese als identische liedingiwßc» za bezeichnen- 
den Keliitionen für iVw EI<Miiente einer DiskontinuitRt die einzigrTi siml. 
Mit anderen Worten: Ist di'- Fl flehe f in einem bestiniinteii Moment 8itz 
einer DiKkontinuität von der Ordnung m, so hängen nach dem Obigen die 
Änderungen der fi-ten Ableitungen der Koordinaten, der (n — l)-teii Ab- 
leitungen der Geschwindigkeiten, der (tt — 2)-ten Ableitungen der Bescb1ea> 
nigungen erster Ordnung usw. von je einem Segment X, f*, v ab; können 
diese (n + l) Segmente dann Ixlubic peprbpn sein, oder sind sie gewissen 
Hedingungca unterworfen? Wäre die Fläche / die Trennungsflilt^he zweier 
verschiedenen Medien, so müBten, damit die Medien sich weder vennischen, 
noch trennen, die normalen Komponenten der Geschwindigkeiten und der 
Be8<'bleunigtmgen der verschiedenen Ordnungen zu beiden Seiten der FIfiche f 
die [rb'i'bi'ii ^ein. Diese selben Bedingungen gelten nun für Diskontinuitiits- 
tlächcn eines und dessell)en Mediums luii dann, wenn dir Diskontinuität 
eine stationäre, ist, d. h. beständig auf dieselben Moleküle beschränkt ist. 
In diesem Falle sind die ersten Ableitungen, die diskontinuierlich werden, 
solche vom Index 0. Die diskontinuierlichen Ändenmgen der Geschwindig- 
keiten un i TJeschleunigungen sind zur DiskontinuitätsflHche tangential, 
wJibrend die verschiedenen Se<^mente A, ft, v voneinander unabhRngig sind, 
(ianz anders verhält sich die 8ache, wenn die Diskontinuität sich im Ver- 
laufe der Bewegung zu andern und andern Molekülen fortpflanzt, d. h. für 
den Fall einer Wdle. Soll die Diskontinaitätsflttcbe die einzige bleiben, so 
müssen die obigen identischen Bedingungen nicht nur zu einer ])estimmten 
Zeit frrüllt M'iii. sontlerri nwch vorli<T und nachher; ist das der Fall, so 
werden nach üugouiot die Bewegungen in dun beiden durch die Diskonti* 
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liaitlitsfläclie getrennten BSimien als mif» inomJi r verträglich (compatibles) be- 
zeichnet. Die Bedingungen für die Verträglichkeit" orgeben sich, wenn 
man dif Flj^cliengleiehung f(a, b. f, () — 0, die jetzt noch die Zeit als Para- 
meter unLliüIt, durch eine dreifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit in einem 
▼iw^mendoniüeii Btnme reprtoenliert tind damif ähnliche Überlegungen 
anwendet, wie sie zur Bestimmung der ,4<^entischen Bedingungen*' dienten. 
So folgt, «laß die (n + 1) Segmente fA, fi, v), von denen eine Diskontinuität 
«-ter Ordnung abhängt, nicht voneinander unabhängig sind, sondern särat- 
lich dieselbe Bichtung hüben und eine geometrische Beihe bilden, deren 
Qnotumt — 0 kt, wobei 

die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Welle ist. Hiemach ist eine Dis- 
konfiiitiilSt in jedem Paukte einer Welle TöUig definiert dmdi ein einziges 
Segment (1, fi* v)i das den Ableitimgea vom bidex 0 entspricht, und eine 

Zahlf die FortpllanzungsgeschwindigllieiL Attch die Änderungen, welche die 
Dichtigkeit und die Deformationskomponenten nu der Diskontinuität t!"u he 
erleiden, werden untersucht, wobei sich das Itesnltat ergibt, daß eine longi- 
tudinale Diskontinuität ohne Einflofi auf die Molekularrotation, eine trans- 
Tersale ohne Einflnft anf die Dichtigkeit iei — Sind die ebgeleiteten Yer- 
tiftglichkeitsbedingiingeB nicht erfüllt, so teilt sieh die Diskontinuität. — 
Von der Fortpflanzungsgeschwindigkeit ist zu unterscheiden die Vi iTf^cktint'S- 
geschwiudigktiit (vitesse de deplaeement). Man erhält sie folgenuennatieu. 
Hat ein Funkt mit den An^t'augäkoordiuateu a, b, c zur Zeit t die Koordi- 
naten ff, |r> #t ao drQcke man a, b, e durck x, jf, b, t aus, wodurch 
f(a, b, c, i) ~ 0 in g>{sitp ff, f) 0 fibergehe. Die Verrückungsgeschwindig^ 
keit entsteht darm aus cp durch dieselben Operationen wie 0 aus f. 

Zum Schluii werden noch die Verträglichkeitsbedingungf;n höherer 
Ordnung besprochen, indem die Frage aufgeworfen wird: welche Änderungen 
. der Ablmtnngen Yon höherer Ordnung t^B der n-ten sind durch eine Dis- 
kontinuität n-ter Ordnung bedingt? Auch diese Bedingungen zerfallen in 
identische und in Bedingungen für die Vertrilgllchkeit. 

Erst nach diesen sehr ausfülirlichen kinematischen Betrachtungen, die 
in dieser Allgemeinheit und Vollständigkeit bisher noch nicht angestellt 
sind, wendet laxäi der Verf. in Kap. III den hydrodynamischen Gleichungen 
m. Dabei wird ausfOhrlieh die snpplementftre Belation besprochen, die bei 
elastischen Flüssigkeiten zu den drei allgemeinen Gleichungen und der E<m* 
tinuitUtsgleichuntr hinzukommt. Im Anschluß an Duhem wird gezeigt, 
daü auch für bewegte elastische Flüssigkeiten dieselbe Begehung zwischen 
Druck, Dichtigkeit und Temperatur gilt, wie für das Gleichgewicht, daß 
demnach die Annahme von Bjerknes [Acta mathematica 4, 1884], der 
auch in die Relation F{p, 9, T) = 0 die Geschwindigkeiten einrührt, nicht 
zutreffend ist. Dabei wird darauf hingewiesen, daß, konstante Temperatur 
voransgesetzt, die Konstanten iu dem ilariotte-Boyleschen Tieset^ nnd in 
dem Foissouächeu adiabatiächeu Gesetz eine ganz verschiedene Bedeutung 
liaben. In p = cq ie^ e mne wirkliche Eonstante, wShrend in der Gleichung 
jo^h^^ [m — 1,41], da 11 Gieirlnmg das Besultat einer Integration ist, 
k noch von den Aufangskuurdiuatcn abhängen kann, und Ähnlich, wenn man 

AwUv 4w MAtbeflMttk und Vhjtik. UL Raib«. X. 20 
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allgemeiner p = (f){Q) sffzt. — Auch dio Rolle dfr Grenzbcdingungen wird 
eingehend erörtert und gezeigt, daß zwar für inkompressible Flüssigkeiten 
erst dureb das System: allgemeine Glekhungen, Anfangszustand, Grenz- 
bedingangen (letslere auf den aUgemein«n Fall bezogen, wo die Grenzfläche 

sich in gegebener Art mit der Zeit ündert) die Bewegun;^' völlig bestimmt 
ist, daß aber bei elastischen Flüssigkeiten /.wischen den < iieiizbediiifr^mgen 
und doTi Bedingungen für den AnfangsznstaTid im nllr'tiaeinen fiii Wider- 
spruch auftreten wird. Vermöge des Aui'augszusiaudes i^t die Lage aller 
Teildien, damit auch die anfftnglicbe Dichtigkeit und venn^ge dieser der 

Druck p überall bekannt, ebenso der Wert yon an der Grenzfläche. 
^ ' (in 

Andererseits mofi infolge der Grenzbedingnngen einer gewissen BeUtion 

genügen. Das gibt also zwei Tersdiiedene Arten Ton Bedingun«!:en för ^ , 

die im allgemeinen nicht in ttbereiustanmung sein, sondern eiiiauder wider- 
spreeben werden. Und Analoges gilt f(ir jeden Zeitmomenti da man ja von 
der in irgend einem Moment stattfindenden Bewegung als Anfangs/ustand 
ausgehen kann. Wie ist nun dieser scheinbare Widerspruch zu erklären? 

Das wird in Kap. IV zunftohst für die geradlinijjTf Bewf\tfnnr^ eines 
Gases, d. i. für die Bewegung, die außer von der Zeit nm* von einer Ko- 
ordinate abhängt, gezeigt. Ist a die Dilatation, also 

„ ^ „ ^« 

80 ergibt sich als Bewegung' .sgleichung, ialh in der Relation j; = 9(ci)) die 
Fonktion ^ Ton a imabhftngig ist (s. oben): 

und zwar ist i|M'fa) = ^ qp\üj). Vür den einfachen Fall, daß die Fuuk- 

tion sich auf eine Konstante reduziert, d. h. für die gewöhnliche Be- 
wegung des Schalls in Köhren, ist die Lösung bekannt. Bei begrouzton 
Bohren sind, wie ebenfalls bekannt, die Werte der in der Lfeung auf- 
tretenden willkürlichen Fonktioueu nur fttr Argumente zwischen 0 und { 
bekannt, während die Grenzbedingungen zur Ermittelung der Fortsetzung 
jener Funktionen für aiulero Intervalle dienen. (Die Bestimmung der Fort- 
setzung erfolgt hier ilun h eine eigenartige geometrische InteqHetation.) In 
diesem einfachen Bei.sjiiel besteht der vorher hervorgehobene Widerspruch 

darin, daß an den Kndeu die Größe ^ nur von der Bewegung der End- 

flächen da: Bohren abfaingt, lehrend sie andererseits ^^0^ muß, 

welche Größe ihrerseits nur vom Anfangsznstande abhängt Beide Daten 

sind aber unabhängig voneinander. Die geometrische Konstruktion der 
Fortsetzung der willkürlichen Funktionen zeigt nun, daß hier eine Diskonti- 

nuität auftritt, und zwar ändern sieh sowohl -^^^ als diakontinuier- 
lich derart, daß, wenn mau die an dem Ende a — 0 entstehende Diskon- 
tinuität allein betrachtet, fOr kloine negative Werte von $t — a jene beiden 
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GrOBen denselben Weit beben, imd zwar denjenigen, der neb ans dem An* 

fangsznstande ergibt; für sebr kleine positive Werte von $t — « haben 
beide Größen wiedf^r denselben Wert, aber jetzt denjenigen, der durch die 
Bewpf^mng der Endfläche « «= 0 bestimmt ist Man sieht also, daß hier eine 
Weile zweiter Ordnung entsteht von der Art, wie sie in Kap. II näher be- 
sprocben ist, nnd swar pflanzt sie sieb mit d«r Oesehwindigkeit B Ibrt. 

Sollte der Wert von Ö"^-^, , der sich aus dem Anfaugszustaude, und der 

Wert Ton der sidi ans der Bew^;ttng der iBndfl&cbe ergibt, sniUüg 

gleich sein, so können gleichwohl Dkkontinuitätswellen dritter, resp. noch 
höherer Ordnung auftreten. Femer sind für die Punkte, iji denen sich die 
von den beiden Unden tt = 0 nnd a — l ausgehenden Diskoutinuitäts wellen 
treffen, die liediugungeu der Verträglichkeit nicht mehr erfüllt; es muß also 
eine Trennimg der Welle erfölgen. 

Im Anschluß an diese Erörterungen legt Herr Hadamard eine wichtige, 
von ftHheren Autoren noch nicht bemerkte Analogie dar zwischen den be- 
trachteten Diskontinuitätswellen von Gasen und der Theorie der Charak- 
teristiken von partiellen Ditierentialgleichaogen zweiter Ordnimg. Stellt 
man den bei der Bewegung des Gases in RObren sieb ergebenden Weit von 
X als Ordinate einer dar, deren hoiizontale Koordiiiatea a, i sind, 

so entsprechen den Bewegungen zu beiden Seiten einer Diskontinuität zwei 
Flachen, die sich längs einer Raumkurve berühren, und die genau zwei 
solchen Integralllächen der Gleichung (l) entsprechen, die sich ISngs einer 
Charakteristik dieser Gleichung berühren. 

Das eben erörterte Auftreten von DiskontinnitSten ist nun nicbt allein 
diesem Spezialfall eigentümlich, sondern das gleicbzeitige Bestehen der An- 
fangs- und Grenzbedingungen bedingt notwendig in allen Problemen der 
Gasbewegnng die Entstehung von Diskontinuitäten. Das macht die Behand- 
lung derartiger Aufgaben so schwierig, und es ist daher nicht m ver- 
wundern, daß aolebe Aufgaben agentlich nnr in den üntersnehungen von 
Kiemann und Hugoniot Aber geradlinige Bewegung von Gasen behandelt 
sind. Diese Untersuchungen werden zunächst dargelegt. Bei der Ent- 
wicklung der Kiem an n sehen Integrationsmethode wird nicbt genau der 
Weg von Biemann eingeschlagen, sondern auf die (ilcxciiung (1^, iu der nuu- 
mehr ip nieht mehr konstant ist, mniebst die Lcgendrescbe Transformation 
angewandt, und in der transformierten Gleichung werden statt der nnabhftngigen 

Variabein o *^ ^ i "dt ^ Variabeln 

einc^eführt. TMe traü'^fnrniierte Gleichung nimmt dadnreh gennu die Rie- 
ma mische ¥omi an und w;rd nach dessen Methode behandelt, xint iliuweis 
auf die Erweitemng der Methode durch Darboux. 

Es erhebt sich nun aber die Frage, ob durch die Integration der trans- 
formierten Gleichung das eigentlich gestellte physikali.S( he Problem wirklich 
gelöst ist. Das ist schon für eine unendlich lange liöhre zweifelhaft, da 
eine Singularität in der Lösung der transformierten Gleichung nicht not- 
wendig eine Singularitilt Ton 9 als Funktion von a und t bedingt und um- 
gekehrt. Dieser Punkt wttrdc in jedem Einselfalle besondere Untersuchungenf 
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und swar ziemlich aehwierige, erfordern. lfegr«njttm BShren aber ist 

überhaupt das Resultat nur auf solche Teile der Böhre anwendbar, die noch 
nicht durch die von den Eiidf-n aiisgrehfndpn Diskontinuitätswellpn erreicht sind. 
Die Bewegungen der übrigen I lüh sind auch von der Bewegung der EndflSche 
(des Stempels^ abhängig, und auf letztere Bewegung läi^t sieb die Legendre- 
Bche Traasfonnation nicht anwenden. Diese IVansfonnation nnd die Bie- 
mannsche MeÜiode reichen daher nicht ans, und man muß das Problem 
direkt angreifen. Bisher ist die Tiösung nur in (lfm von Hnponiot bo- 
handflten Falle gelungen, in dem ein ursprünglich in Kuhc hpfindliches 
Gas durch die Bewegung des Stempels in Bewegung gesetzt wird. Infolge 
dieser Änfiuigshedingungea ist die Gesdiwindigkeit eine Funktion der Dichtig^ 
keit, and daher ist die Fläche, deren Ordinate ist, eine abwickelbM« 
Fläche. Jede Erzeugende derselben stellt die Fortpflanzung einer bestimmten 
T?pvv»'p\ing dar, und diese Bewegung ist charakt^'ri'iiort durch ein Wert- 
system von u und ca. In einem Punkte der Kückkehrkante treffen zwei 
unendlich nahe Erzeugende der Abwickelbaren susammen. Dort hören die 
einfachen LOenngen yon Hugoniot auf, gültig an sein; ea tritt hinr eine 
Diskontinuität erster Ordnung auf, eine diskontinuierliche Änderung der 
Geschwindigkeit mid der Dichtigkeit, eine Stoßwelle. Die Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit einer solchen wird naeli Hiemann und Hugoniot abgeleiti^t. 
Zwischen den Ecsultateu beider Autoreu besteht tblgeuder Uuterschied. 
Biemann nimmt für die Besiehung zwischen dem Dmck» p und der Dila- 
tation n das adiabatiscbe Geeeta von Fois^on an und setzt demgemäß für 
die Änderung dieser Größen aa beiden Seiten der Diskontinuitfttiättcha die 
Gleichung an 

Px »r = J'l 

Hugoniot dagegen verwiift die Gleichung ti, da ihre Ableitung 

eine kontinuierliche Ändcning von p und a vorauBseUt, und ersetzt die 
vorstehende Gleichung durch folgende: 

iCPi + a)(»s - "*) "-^^IPi^ 

Für unendlieh kleine Untersdbiede sfrisehen Pi nnd sowie «», und oo, 

geben beide Gleichungen dasselbe Resnltat» 

Es wird dann nnoh die Bewegung in einem von zwei derartigen 
StoUwellin begrenzten Teile der Röhre untersucht. Die Lösung ergibt 
sich iii Form von Itcihen, deren einzelne Tenne sich sukzessive bestimmen 
lassen, während man über ihre Konvergenz nichts anszusagen vermag. 

An diese vier Kapitel, deren Inhalt ausführlich analysiert ist, schließen 
sich noch drei weitere an, hinsichtlich deren wir uns mit einer kiir/.en llber- 
sicht begnügen. In Kap. V werden die allgemeinen Bewegungen eines 
Gases (ohne Beschränkung auf nur eine Dimension) behandelt. Es wird 
die For^flanxttngsgeschwindigkeit einer Diskontiumtät ennitbelt^ nnd gewine 
allgemeine Sitze über solche Diskontinnitllten werden Aufgestellt» a. B. daß eine 
diskontinuierliche Änderung der Beschleunigung stets taagentiai zur Wellen- 
fl&che ist usw. Siieziellc Aufgaben werden nicht gelöst. 

Ähnliche allgemeine Untersuchungen werden dann (Kap. VI) für die 
Bewegungen fester elastischer Körper angestellt. Endlich wird (Kap. VII) 
die allgemeine Theorie der Charakteristiken partieller Differentialgleidrangen 
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zweiter Ordnung mit n unahhHnpigen VerÄnderlicben im Ansclihiß an die 
Untersuchungen von Beudon ^Bull. Öoc. Math. Fr. 1887) datgulegt. Die 
Chttnkteriatikeit büdan hier (« — l)-dtniMitioinle Mannigfaltigkeiten. Neben 
ihnen werden die „Bichankteristiken*^ betraclitet; das sind gewisse durch 
ein System von » — 1 gewöhnlichen Differentialgleichungen ereter Ordnung 
bestimmte lincarr Mannipfaltigkrit'^n, die auf den Charakteristiken lif<jpn 
und ebenso wie diese bei jeder Berührungstransformation uugeaudert bleiben. 
Einen breiten Banm nehmen die Existeuzbeweise ein, und zum SchluB wird 
der Fall linearer Gleichungen behandelt, der deshalb von besonderem Interesse 
ist, weil er unmiltolbare Anwendungen auf die Bewegung von Gasen und 
elastischen Körpern ruläßt. 

Dem t'ijj:ontlic)ieü Texte sind noch vier Noten beigefügt: I, Das Cauch j- 
sche Problem und die Charakteristiken. IL über das Gleiten von l'lüBsig- 
keiten. HL Die dundi StoBwellen entstehenden Wirbel. IV, Die Reflexion 
an einem festen Stempel. 

Halle a. 8. A. Wamgxbih. 

E. A, FollM» iMqmim ^Umentaires sur la th^rie des fanotions 

analytiquee. Seoonde partie. Paris 1901. 8**. 299 p. 

Bei der Besprechung des ersten Bandos wurde der beiden Ziele des 
Verfassers gedacht, elementare Einführung einerseits, Übersicht der Geschichte 
der Forschung biü zu den neuesten Arbeiten andrerseits zu geben. In dem 
vorliegenden SchlufilMUid flberwiegt die zweite Bi<ditnng bei weitem sn 
Ungunsten der e»ten. Die darin enthaltenen beiden lotsten Kapitel des 
rrsten Buches (Allgemeine Definition und Darstellung von Funktionen) 
geben noch eine Übersicht der Theorie der Differentialgleichungen, so weit 
sie eben zur Definition von Funktionen dienen (Kap. VI), und der Funktional- 
gleicbungen (Kap. Vn). Kap. VI möge hier als Beispiel dafür angeiiilirt 
wtfdon, mit welchem Eifer und Erfolg der Ver&sser Yollstlndigkeit an« 
gestrebt hat Weit mebr als eine Wiedergabe der nach vier Gesichtspunkten 
gruppierten Existonzbeweise für die Lösungen gewöhnlicher Differential- 
gleichungen (Cauchys Majorantenmethode, die Polygonmethodc, Picards 
Methode der Annäherungen, endlich die von der Tbeohe der linearen 
Differentialgieichungen ausgehende Untersuchung der Singularitttten der 
Funktionen} finden wir hier; selbst Aber Painleves neue Untersuchimgori xxW'V 
die Typen von Differential^deichungen zweiten Ordnunp mit f< -tt n Singularitäten 
wird referiert (p. PainlLVt' ,,a triomphe de cette üiiliculte"). Es folgen 
die Existenzbeweise der allgeuieiuen Lösungen von partiellen Differential- 
gleiditti^nf endlich die Untersuchungen, die an das Dirichletsohe Prinzip 
anknüpfen, „die Dirichletscben Probleme''. Auch hier ist der Verfasser der 
Geschichte auf den Grund j^'p^anfr^n TiTTi. 3. p. 55 usw.), hat uufh die 
verschiedenen phvsikalifichen Eiriklt'iduuuuu aufgezJlhlt, dio Mi-tlioden von 
C ^ieumann, H. A. Schwarz, H. Poincare analysiert, einschließlich 
Hilberts „Rettung des Dirichletscben Prinzips'' (p. 72: Yoici presque tex- 
tnellement la Note qui resume sa demonstration). 

Es folgt nun im zwi iten Buch, Kap. VIII — X die Theorif der analyti>rht'n 
Funktionen nach Cauchy (Darstellung der komplexen Funktionen durch ein 
^ndiutegral mit Anwendung auf Laurentsche and Mittag-Lefflersche 
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Ent w^^•kl^^n^', TjagrangoscliH Keila- inil Aiiflösun-,' (l«'r K cj) h' rschcn Olfiehung, 
licroclmung von bestimiiiton Irit> <jfralen durch Änderung des Integrationswegs, 
Laplacesche Substitution bei linearen Differentialgleichungen usw.), Weier- 
strafi (Potensrethnn, arithnuliBdielifltiuKlen; allgemeine Sfttie Über Nnllstdlen 
und SingolaritSteii) und Biemann (harmonische Funktionen als Quelle der 
analytischen, geometrische und physikalische Betrachtungen als Ausgangs- 
punkt und Ziel; Potfntialtln^Ari'', Riemonnsche Flachen, konforme Abbildting, 
MinmialÜachen, Hydrodynamik usw.). Besonders fein werden die wiäsen- 
eohafUidien PÖtSnliolikeitni eharikieriBiertf Oaaehys YielsMtigkeit (p 30), 
Weierstraß mit smnem an Abel aoknllpfendeii Programm (p. 164), Kie* 
mnnns phy^kalische Denkweise (p. 236), wobei Beridiie und Beden be* 
kannter Mathematiker herangezogen werden. 

Das zweite Buch ist von dem ersten organisch schwer zu trennen, und 
SO begegnen uns dieselben Gegenstände mehr als einmal, worauf der Ter- 
fSssser wach aufinerksam macht (8. 88). Aneb wird dieee Inkongmens dorch 
vielfache Verweise (TOrwirts und rück^ilrt;^) /um Teil BOSgeglichen. (Bei- 
spiel: Die elliptischen Funktionen I p. 233, II p. 83 nnd 188; konforme 
Abbildung I p. IT p. 201 rt"). 

Drei Stufen der Erkenotnis hat vor lauger Zeit Christian Wolff fest- 
gestellt: die Wabrheiten Terstehen, die Übersengung dnrob Eindringen in 
die Beweise in gewinnen und endlich mit ihnen arbeiten zu lernen, um 
s<»lb«5t Neues zu scluifTt-n. Wer sich vor allem das erste Ziel gostcHl bat, 
winl sieb gesHttigl von der vollen Tafel erheben, die Herr Fouet mit 
ebeusuviel Geschmack wie Verständnis angerichtet hat. 

Leipzig. lIuiN&icu LikbmAnn. 



N. «I. Lobuischefsk^S^ i^Imaginäre Geometrie** und ,,Anweiidaiig der 
Imaginiren Oeometfl« mvt einig» Integrale**. Ans dem Busaisdien 
Qbersetst nnd mit AnmeiknngMi beraosgegeben von Heinrich Liebmann. 
Leipzig 1904, B. G. Teubner. XII n. 188 S. Preis 8 JC. A. n. d. T. 
Abhandlungen zur Geschichte der mathematischen Wissenschaften Heft XIX. 

Man muß Herrn Liobmann dankbar sein, daß er der von Herrn Engel 
veranstalteten Übersetzung der beiden wichtigsten geometrischen Abhandlimgen 
Lobatsehef skijs und seiner eignra Ausgabe der Pangeometrie eine Übeitetnug 
der ,Jmii^Sren Oeomeirie*^ und der „Anwendong der imüginiren Geometrie 

auf einige Integrale^' hat folgen lassen. Es liegen nunmehr die Hauptwake 
des großen russischen Mathematiken:, nachdem sie Jahrzehnte lang vergessen 
waren, in roustergtUtigen Ausgaben vor. Die hier zu besprechenden beiden 
Abhandlungen «wdiienen roerst in russischer Sprache in den Kasaner ge- 
lebrten Sehiiflen 1835/86, und obgleich Grelles Jonnal im Jahre 1887 eine 
fi ari/ösiscbe Bearbeitung der ersten Abhandlung faradtte, so hat au Lebzeiten 
ihres Verfasser» wohl nur ein Mathematiker, allerdin*»s der größte, nämHch 
Gauß, von ihnen eingehendere Kenntnis genommen. Wohl mag gerade 
bei diesen Schriften die unübersichtliche, oft schwer verständliche Darstellung 
ihrer Verbreitung hinderlich gewesen sein, und an sie wiid wohl Ganft in 
erst^ir Linie gedacht haben, als er in einem Brief an Gerling .'^tbriel., daß 
die größeren Aufsätze Lobatschefskijs « incm verworrenen Walde gleichen, 
durch den es, ohne alle Bäume erst einzeln kennen golemt zu haben, schwer 
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ist, einen Durcligaiig und Übersicltt zu üuUen. Mau muß sieh dieses Urteil 
vor Angwi liftlten, um die Sehwierigkeiteii zn ermesseii, die der Herausgeber 

7.U bpwäliitrpn hatte, und wenn wir wohl auch nie dazu kommen werden, 
allt' Bliume ein/ein zu kennen, so hat er dooli in <nisij:er Pionierarbeit für 
die £rschließung des T'rwaldfs so viel getan, als sich tun ließ. Durch ein 
sorgfältiges Inhaltsverzeichnis und eine Einteilung des bisher ganz unge- 
gliederten Textes in Kapitel und Paragraphen, vor allem aber dureh aoAei» 
ordentlich eingeliMide Anmerkungen, welche die im Original meist fehlenden 
Zwischenrci bnuneon ausführlich entwickeln, hat er das Studium der Ab- 
handlungen so weit als möglich erleichert. Fast möchte fs sop-nr scheinen, 
als habe er stellenweise des Guten zu viel getan. So könnte z. B. der 
aiisflUirlidie Beweis von Formel (47) der «weiten Abliandlnng (8. 63), in 
der ein bestimmtes Litegral durch Ganunafnnktionen ausgedruckt wird, dnrdi 
einen Hinweis auf die ganz identische Formel (64) der ersten Abhandlung 
(S. 22) und <lie dazu gphf^rii^'e Anmerkuncr ersetzt werflnn. Die ÜbereinstimtnuTifr 
beider Formeln tritt sotort zutage, wenn man Lobatschefskijs kuriose 
Sebreibweise der BiuomiallcoefBzientea und der Gktmmafanktion dnrdh die 
übliche ersetsst, wie es auch Herr Enget in seiner Ausgabe (8. 305) getan hat 
Über den Inhalt der beiden Abhandlungen ist das Wesentliche bereits 
von Herrn Engel in «meiner ansführliehen Lebensbeschrcilmn^? T.nbatschefskijs 
gesagt worden. Hier sei nur kurz bemerkt, daß sie keineswegs zur Ein- 
führung in die imaginäre Geometrie bestimmt und geeignet sind. Ihr 
Hauptgegenstand ist vielmehr die Entwicklung der Form^ ftr die Flftchen- 
und Llbaltsbestimmung in verschiedenen Koordinatensystemen und ihre An- 
wendung auf die Theorie der bestimmton Intcgriib'. Von den äußerst 
zahlreichen und tnannigfaitigeu Besultateu erwähnen wir nur die interessante 

Funktion X(ir) ^ — ^^0; log oos«, durdi die sieh das Tetraederrolumen 

X 

ausdrficken läßt, und die Intfirrntion einer heknnnten partiellen Differential- 
gleichung der mathematischen Physik durch Doppelintegralu , bei der ein 
Vergleich mit der Poissonschen Darstellung (vgl. Bnrkhardt, Berioht Aber 
Entwieklungen nach ossülierendwi Funktionen S. 607 ff.) Ton Intoresse ge- 
wesen wäre. 

Straßborg i E. Paol Efstsin. 

0. Lejenne'Dirichlets Vorlesungen über die Lehre von den eia- 
fhohen und melixfh<di«ii beatimiiiteii Sategnlen. Herausgegeben 
von G. Arendt Brauoscbweig 1904, Vieweg & 8obn. XXJIT u. 476 8. 
Preis geb. ^ 14. 

Eine freudige t^)erraschung hat Herr Arendt den Mathematikern 
bereitet, indem er ilie ungemein sorgfiiltigo Nachschrift einer Vorlesung 
Lejcune-Dirichlets über bestimmte Integrale vom Sommer 1854 der 
öffenÜiehkeit flbergab. Er hat duroh diesen schdnen fieweis treuer Pietftt 
den hundertsten Geburtstag seines großen Lehrers in der würdigsten Weise 
gefeiert und tjleichzeitig die niathenrntisibc T^iteratur um ein vorznp-li/'hes 
Lehrbuch bi i i irliei-t. Zeigen diese Vorlesungen an jeder Stelle die Meister- 
schaft der Darstellung, die wir au allen Schöpfungen Dirichlets be- 
wundern, 90 erhalten sie noch dadurch einen eignen Reiz, da6 in ihnen 
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die Persdnliohlieit des grofien Mathematikers lebendig hervortritt. In 
einzelnen Redewendungen, in den eigenartigen Fremdwörtern, in der frischen 
m(] il wfchslungsreichen Diktion, die ganz die Unmittelbarkeit des ge- 
sprochenen Wortes besitzt, glaubt man ihn selbst zu hören, und wenn man 
sieht, mit welcher Klarheit er bei jedem Pkt}bl6m das Wesentliche herroiv 
snheben wmfi, irie er jeden sieh darbietenden Weg verfalgt nod die einsdnen 
Methoden gegeneinander abwSgt, so erhalt man den Eindmok eines voll* 
endeten Kunstwerks, und man begreift die tiefgehende Wirkung, die dieser 
Mann auf seine Hfirer und auf die Opstaltnng des raathematiseben Hoch- 
scbulunterrichts ausgeübt hat. Um nur einzelne Beispiele herauszugreifen, 

sei die Darstellung der Attralction eines homogenen EIlipBoids, die Inhalts^ 

r'(Q) 

bestimmung der Ellipse, die Ableitung des Integrals fÖr hervorgehoben. 

Legt man bei einem zur Einführung bestimmten Lehrbuch den Haupt- 
wert mehr auf die Art der Daratellnng, als auf möglichste YollstKndigkdt, 
so liegt es auf der Hand, daB ein Werk, wie das Toiiiegmde, omM ver- 
alten kann, wenn es auch naturgemäß nicht überall dem hentigen Stand 

der Wissenschaft Rechnung trägt. Der Herausgeber hat es niit H«cht unter- 
lassen, Ergänzungen in diesem Sinne in den Text aufzunetuuen, vielleicht 
aber wäre es in einer zweiten Auflage möglich, einige besonders wichtige 
GegenstSnde in Supplementen za bdiandeln, so wie es Herr Dedekind in 
seiner Bearbeitung der sahlentheoretischen Vorlosungen Diricblets getan 
bat. Wir denken hier an den zweiten Mittflwprtsatz, vor allem aber an 
den Caudiffschen Inkgrahatz imd seine Anwoudungen; erscheint er doch 
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gerade Ar Integrals wie S ^"'^i^) ^"^ cÜewo Vor- 

— 90 — » 

lesungen die bedeutsamste Rolle Spiden, als das natürliche Hilftmittel. 

Eine der Wirhticrkeit des Satzes gerecht werdende Darstellung konnte ganz 
wohl an Stelle des letzten etwas fragmentari.^('h gehaltenen Abschnittes 
„Fundamental eigenscbaften komplex -imaginärer Funktionen" treten. 

Straüburg i. E. Paul Epstein. 



Schwalbe, Grundriß der Astronomie beendet und herausgegeben von 
Prof. Dr. H. Böttger. Braunschweig 1904, Friedrich Vieweg und Sohn. 
XIV IL 819 S. 

Dieses Bncb, das sn^eieh die Nenbeorheitong des astronomtschen 

Teiles von Schoedlers B«eb der Xatur bildet, ist von dem rühmlichst be- 
kannten Verlag in geradezu versclnvenderischer Weise an55gest<ittet worden. 
Nicht weniger als 13 gi'oße Tafeln, darunter 6 sehrtne Spektraldoppelbilder 
sind neben 170 Textbildem dem Werke btiigegeben. 

Ein kurzes Lebensbild des tun die F^erung des natnrwiasenschafQichea 
Unterrichts wohlverdienten Verfassers leitet dasselbe ein. Das Buch soll 
„diejenigen Tatsachen ans der Astronomie entlialten, deren Kenntnis dem 
gebildeten Laien erwünscht ist." Wir fürchten, daß diejenigen, welche in 
dieser Wissenschaft noch Laien sind, des trockenen Tones in dem Werke, 
der öfter in eine blofio AafkBhlnng Ton Namen und Tatsachen ausartet, 
bahl satt sein und ihre Kenntnisse wo anders sadieo werden. Die- 
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jcDigen Aber, die es etwa als Naehsoblagebnch Terwenden mOditen, werden 
trotz der ansckeinend fibenichtlichon Gliederung bald finden, daß nuaminen- 

gehörendf Gf'genständr' getrennt, dieselben Sachen an vorscliiedenen Stellen 
behandelt werden, miinche wichtigeren Tatsachen fehlen, und bei andern der 
neueste Standpunkt der Wissenschaft nicht eingenommen wird. So tindct 
man in einem kaum 5 Seiten langen Kapitel mit der Übersdirift;: „Das 
Plaaetensjstem, die Keplerscben Gesetze und das Newtonsohe Attraktions« 
gesetz, die Kant-Laplacesche Hypothese" hinter Newton eingeschaltet die 
LehcnsgüntTp von W. Hörschel, Bassel u. a., dazu liei dorn rrstfron Rpmprknnp''Ti 
über groüe Femrohre. Der Kantschen Hypothese kann aber heute, da 
nidit bkifl die Bttdd&uhgkeit der 3(<mde der AnSenten Planeten, sondern 
ganz beionden die mechanische WKrmetheorie so sehr dagogeo spricht, kaum 
mehr als ein historischer Wert beigemessen werden. Damit fällt auch die 
S. 107 gegebene Vorstollun? von der Wcltentsteliung Daß heute die Mrile 
noch überall als Maß zugrunde gelegt winl, muß verwundem. Die Erd- 
dimensionen sind zweimal gegeben, nämlich S. 44 und S. 154 und zwar 
weichen die Zahlen Toneinander nicht unbedeutend ab. Bier ist auch die 
Masse der Erde ganz falsch angegeben, weil offenbar 1 cbkm » 10' 1 ge- 
setzt ist, statt 10" 1. Dabei ist in Klammem diese Masse mit 0 gnUigen 
Ziffern i 595 nR2 7 1 ') ) angegeben, während die Dichte der Erde doch kaum 
aul 2 güllige ZiÜ'etu bekannt ist (!). 

Neben den in das DnuMehlerversetctanis bereits aufgenommenen haben 
wir noch folgende Dnickfehl«r und Stilhärten gefunden: S. 21 tt = J,, 
etwas tiefer ^ ^J?, 1 Zeilen weiter: „die 12. Stelle ^ oll heißen Dezimal- 
bmchstelle) der Zahl rc ist im Vergleich mit der Kmheit weniger als 
1 Sekunde Zeit im Vergleich zur Zeitdauer von 31 000 Jahren*' (soll 
beißen: etwa ebensoviel als 1 Bekunde gegen 100000 Jahre). Nebmibei 
gesagt, muB man sidi bei dem ganzen, geometrische BegrilTe, die für das 
Folgende notwendig sind, erörternden Abschnitte fragen: wem soll damit 
gedient werden? Der Laie wird schwerlieh Mathematik daraus lernen, 
besonders wenn er S. 31 lernt, daß der sin 10'^ gleich 0,868 und auch 0,17365 
sein kann — es gehen nftmlidi die Begriffe Sinnslinie und Sintissabl durch- 
einander. 

S. 23 r „wenn die Erde einer Kugel entspricht, so wftre ihre Gesamt- 
obertiiiehe" (statt: „i<?t"y S. 28, wo flbrigens die Bezeichnungen mit denen 
der Figur nicht übereinstinunen, wird das Verhältnis der kleinsten zur größten 
Entfernung der Erde Ton der Sonne =- „3000 : 3030" statt 3000 : 3100 
gesetai S. 38 ndcm** statt dm. 

S. 56: .,Der Himmel erscheint als hdile Halbkugel** (er eischeint be> 
kanntlich viel tiaiber). 

S. 85 unten: „Massenbebtinunuiigen der Fixsteine lassen sich nicht 
machen'^; dagegen spricht, daß S. 95 die Siriusmasse angegeben ist, wie sich 
denn ftberhanpt bei Doppelstemen mit Parallaxe die Masse des Systems so 
geoau wie jene angeben läßt. S. 95: ,4)ie Entfernungen der Doppelstenie 
voneinander sind noch nicht gennn bekannt": einige Zeilen tiefer ist dieser 
Abst^ind fi\r die Komponenten d< s Siriussysteins angegeben. S. 113: „Die 
Schiitzuugeu über die Teiuperaturgrade der Sonne schwanken von 7000* 
bis 150000^** (das Stephan-Boltzmannsche Gesets liefert 6000^). 
8. 143. Der Entdecker der M^rsmondc beiBt „Hell** (statt Hall). 8. 144. ,^i^ 
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klimatischen Uiitcrschiüde auf dem Jupiter müssen physikalisch (?) sehr groß 
sein wegen der geringen Neigung des Äquators gegen die EUiptik.** Kin 
paar Zeilen tiefer ist Jupiter ein noch giahender Planet gmumt; dann 
dürfte aber die Sonnenstrahlung in ihren ]\limati sehen Wirkungen tregon die 
Eigenwärme des Planeten vorschwind'Mul ^ein. Ö. 155: „Bit; Mon'lhahn 
ist eine Ali, Schraubenlinie (Epizykloidc)" [l). Auf derselben Seite 4o 11,5" 
statt 48 Min. 11,6 Sek. 8. 163; „IMe Bonne steht für die anter dem 
Äquator liegenden 6^[enden des Mondes flist immer im Zenitkreise** (dieser 
Ausdruck ist im ganzen Buche nicht erklärt). S. 166: „Die FlnthÖhe ^er 
Ostsee betragt bri Kid 70 mm, bei Triest 0,7 m (!/\ S. 107: Jan: ^ 
isos" (die Attiker sagen: laog = isos). Ebenda: „Die duppeUe Fenude 
geht in 24 St. etc. vor sich" (I). Der Absatz über die Hafenzeit ist über- 
haupt Tenrorren und nnverstlndlich. 8. 169 ist der Beginn einer Mond* 
finstemis (für Brauns( hweig) 1 1** 35"" p. m. gesetzt (offenbar ist mittlere 
Ortszeit ^otnoint 1, Zf'ilcn tit'fcr steht licl ainlcrn eiufacli loj Ulir aberiils 
ohne Angabe, ob mittlere Ortszeit eines bestininiton Ort>^s «»der welche Zeit 
sonst gemeint ist S. 170: „Je weiter zwei Orte östlich oder westlich von 
einander entfernt smd**. Eboida: „dreimal seltenen^. Audi sonst kommen 
Ausdrücke wie „dreimal kleiner" hftufig vor. 8. 45. Was ist eine „Meridiaii- 
terz" (Knoten)? auf 8. 7 ist nur die Einteilnng des Kreises bis zu 
Bekunden gegeben. 

S. 181. „Biela hat den nach ihm benannten Komet/eu sehr genaii be- 
rechnet.** (Er hat ihn nur 1826 wiedergefunden). Bei dieser Gelegenheit 
sd enrthntf dafi 8. 189 die Kometen als zum Bonnensystem gehörig an- 
gesehen werden, und daraus auf die „Kugelgestalt** des F . i nis geschlossen 
wird, 8. 181 Vommt der Name Andromediden vor, ohne erklärt zu «^cin. 
S. 102: „bis 1818 waren 200 Stenie 3. Klasse «pektroskopisch erforecht". 
S. 198 fmden wir als wissenschaftliche ^struiuente'' auch „Zeitbestimmungen", 
8. 200 werden „popul&re imd populir-wissenschafQiche*' Darstellungen unter» 
schieden. 8. 218: „Späteres Mittelalter und Neuzeit Die Astronoiiiie als 
Wissenschaft". (Ptolcmäus' Almagest i.st also nicht wissenschaftlich). 

TCs wäre nicht schwor gewesen, zu diesen Brispinlfn von Inkorrektheiton 
noch andere zu gesellen, die dem Buche si'hadon; wir meinen aber, daß 
diese beim Durehblftttern gefundene Auslese genügt. 

Charlottenbnrg. H. Baxtbk. 

Höflei*) Alois^ Phyaik mit Zuaatzou aus der angewandten Mathe- 
matik, ans dar Logik und Bqrohologie. Mit 230 physikalischen 
Leitaufgaben. XXXI u. 065 8. Braunsdiwoig, View«g u. Sohn. Gob. 
JC 16. 

Das Buch ist eine der bcdeiit»'nilsten Erscheinungen auf dem (ichicte 
der 8cbulpliysik. Es ist für die Hand des Tielirers hfstininit und soll ihn» 
bei seinen Vorbereitungen zum Unterricht sowohl sachlich wie nuithodisch 
ein Fährer sein. Der Verfasser des Buches, der sich bei der Ausarbeitung 
der Mitwirktmg von Dr. E. Mai 6, weil. Realsehnlprofessor in Wien und 
▼on Dr. Friedr. Poske, Prof. am Askauischrti (lymuasium in Berlin, zu 
erfriMien «gehabt bat, ist in der Lolirrrwolt durch seine Arbeiten über die 
Aufgaben und die Methoden des physikalischen Unterrichts genügend bekannt. 
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In dem vorlipgorulrn HikIh' hat Höflcr seine Erfalirungoii aus einer 
mehr als füntuiidzwau/itrjiUn igeu Lehrtätigkeit niedergelegt J>aß das Buch 
die Fracht einer Isngj ihrigen und erfolgreichen Arbeit ist, erführt man 
schon beim flüchtigen Durchblättern des Bnches. Ein eingehendes Stadium 
desselben beweist aber, daß der Verfasser mit eisernem Floiße, mit großem 
Geschick und mit einem hohen Verständnis fnr die bildende Aufgabe des 
Pbjsikunterricbtes an dem Buche gearbeitet hat, dessen Abfassung er nach 
seinen eigenen Worten „als ein nieht unwesentiidhes Stfli^ Lebensaufgabe*^ 
betrachtet hat. „Mit allen Qbrigen Faktoren des physikalischen Unterrichts 
hat das Lehrbuch die eine Aufgabe gemeinsam, das natflxtiche, noch nicht 
physikalische Denken auf die Pfade des physikalisr hen Denlc»!!« erst liinflber- 
Kuleiten". Diese Worte des Verfassers kcniizcicliiii ii die Art und Weise, 
wie die Bearbeitung und Durcliarbeituug des pl)^>ikaliscbeu LehrstotlVs aus- 
geführt ist. Die Anleitung zur Torurteilsfreien Beohachtnng eines phjsi- 
' Illeben Vorganges wird an den Anfang gestellt, dann werden uns dieser 
Beobachtung heraus erst die iJt'i^T-irtV und Hcsetze der physikalischen Er- 
scheinungswelt entwickelt und zueinander in Beziehung gebracht. Die An- 
ordnung des gesammten LehrstolTes ist systematisch, doch in den einzelnen 
Kapiteln tritt die methodische Behandlung der einzelnen Gehiete in den 
Tiwdszgrund, gewiß nicht snm Schaden ftr das Buch und fElr diejenigen, 
die das Buch benutsen. Infolge dieser eigenartigen Anordnung ist das Buch 
wohl preei^et, nicht nur als Handbuch für den I'hy>iklelirer zu dienen, 
sondern auch denjenigen ein eri'olgrtichea und bildendes Selbststudium der 
Physik zu ermöglichen, „die sich unabhängig von jedem Schülerbedürfnis 
für Inhalt und Methode der modenien Physik interesneren und mehr oder 
minder lebhaft vermissen, NDon guten PhjrikQnterricht ta reiditer Zeit 
empfangen zu haben". 

Inhaltlich zerfällt das Bucli in die drei Teile: l) Merhanik, 2) WUrme, 
Schall, Licht, (welche als Physik der öinnesqualiUiten zusaniuiengeiaiit werden), 
3) Elektrische nnd magnetische BrseheiDungen. An diese drei Hauptteile 
sdilieitt sich als vierter Teil die Behandlung der astronomischen, meteoro- 
logischen und chemischen Erscheinungen an. Ein Anhang enthült dann 
nocli ZnsStze aus der angewandten Mathematik, aus der Logik und Psycho- 
logie und physikalische Leitautgabeu. Für die Mechanik ist die Einteilung 
in Fhonmomie und Dynamik kennzeiehmMid. Hit Beoht ist mit der froher 
fthUchen Binteflvng der Mechanik in Statik und Dynamik gehrochen. Die 
Mechanik der sogenannten Molekularwirkungen wird erst ganz an d$a En^ 
der Mechanik, erst hinter die ^fcf^hai ik der luftfcirniigcn Körper gestellt. 
Mit dieser Anordnung ist Referent durchaus einverstanden, denn leider werden 
die erst zu physikalischem Denken zu erziehenden Schüler meist viel zu früh 
mit den Molekfllen und den Molelralarkrftften auf einer Stufe hekannt gemacht, 
wo sie kaum einen Begriff von den Kraft wirkunf^'eu überhaupt haben. Der 
hypotheti.«!ehe Charakter der Mok-kcl muß dorh uuedi im Unterricht gtibühr- tMl 
hervorgehoben werden; das kann aijer nur dann geschehen, wenn die Schüler 
schon einen gewissen Grad physikalischer Bildung besitzen. 

Den 8cUu0 der Mechanik bilden die mechanischen Schwingungen und 
die Wellenbewegungen. An dies» wird meist die Akustik unmittelbar an« 
gegliedert. Das ist hier nicht der Fall. Vielmehr ist die Lehre vom Schall 
mit der Lehre von der Wftrme und vom Licht anter dem Ji^amen „Physik 
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der Sinnnstjualitiltt'n" /nsauitiiengefaßt. Es ist al«o das psychologische 
Moment tlt^ä TuntJü für die Angliederuiig au Wärme unU Liciil maßgcbead 

Die Lehre vom Tjiolit ist eingeteilt in A. geometrische Optik, B. Leuch- 
tende, wllrmendc, chi inische und andere Strahlen, C. Erklärung der einfachsten 
Lichterscheimnigen aus tLr Wellpnlphrc, 1>. Einige weitere Erscheinungen 
der Interferenz, Polarisation, Doppelbrechung des Licht«. Aus dein letxt- 
genftnnteii Kapitel könnte woU ^e Tifel VI ohne Behnden fiotbletben, da 
ein flolchee buntes Bild ohne Erkl&mng im T«cte wenig Weit hal 

In der Elektrizitlltslehre wird von dem Re^^iffo des Potentials, der 
schon in der Mechanik beim OrnAntationsgcsetz al- Arboitsbogriff eingeführt 
ist, nützlicher Gebrauch gemacht. Die Beziehungen des Potentials zum 
Ladungsgrade eines Elektroskopes, zu der Bedingung des elektrischen Gleich- 
gewichts auf «lektroitaliiich geladenen Leitern, znr dektroetatiMhen Influenz, 
zur Kapazitttts- und Ladnngsmenge, und sn den Bedingungen des Entstehens 
eines elektrisrhfn Stromes werden im Znsamnifnliange musterhaft dargestellt 
Aus der Elektrizitätsiehre mag noch besonders das Kapitel Über idoktrische 
Wellen und Lichtwellen hervorgehoben werden, wo die üjpoihesen MaxwelU 
und die Venmdie von Herts außerordenÜieh geaohiekt und klar vorgetragen 
werden. 

Dafi den Begriffen und Erächeinnngen aus der Astronomie und aus der 
Meteorologie besondere Ahachnitte gewidmet sind, verdient ebenfalls An- 
erkennung, da sonst diese Gebiete, die für jeden gebildeten Menschen gleich 
wichtig und intereesant sind, nnd die sich noch dadurch auszeichnen, dafi 
jeder phyailcaliaoh gebildete Mensch ohne Apparate seine Kenntnisse hierin 
durch ciLT^ne Beobachtung vermehren nnd erweit^ kann, meist in den 
Physiklehrbttchem sehr zu kurz kommen. 

Alle schwierigeren matheraati*?rhen Ahleitnngen sind in den mathe- 
matischen Anhang verwiesen. Das kann luuu nut Freuden begi-üüeu, denn 
hierdurek wird yenmeden, daß die mathematisdien Ablmtnngen das phjsi- 
kalisehe Bild der Naturer^ehtlnnngen Terschletem. liier finden sich sogar 
rein mathematische Kutwieklunpen, die zum Verständnis der Abl<>itung der 
physikalischen Fürmtdn niUig sind. Der logische und der psycho logische 
Anhang verdient ebenfalls besonders hervorgehoben 7.u werden. Das Kapitel 
„physikatisebe Leitaufgaben*' enthalt eine Beihe wichtiger physikalischer und 
physikaliscbomathematischer Beziehungen, die in Voxm von gelösten Aufj^kben 
den physikalischen Wissensbereidi und das physifcalisobe Verständnis zu ver- 
tiefisn wohl geeignet sind. 

Alles zusammengefaUl^ kann das Buch zum eingehenden Studium und 
zu eingehender Benutzung von selten des Lehrers bei seinen Vorbereitungen 
fOr den physikalischen Unterricht aus vollster Obeneugung des Beferenten 
au& wftrmste empfohlen werden. 

Hamburg. E, GBiMBeHL. 

Heinrich Liebmann, NiohteukUdiaohe Geometrie. Hit 22 Figuren. 
Leipzig 1005, 6. J. Gdsdbensdie Verlagshandlnng. Sammlung Schubert 

Bd. 49. 248 S. 8". 
Der Verfasser bespricht in Kap. 1 das Parallelcnpostulat und einige 
seiner Scheinbeweise; sodann wird in Kap. II die logische Möglichkeit der 
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aicbteii^Udiselifln OecniMtrie durch Konstruktion einer Paendogeometri« Ter- 
mittels des Kreisneties dargetaa. Nimmelir erfolgt der axiomatische Auf- 
bau in den Kap. III — VI, nfimlicli sjntbotische (HT) und analytische (VI) 

Gpoiriptrin, dip Trigonomotrie (\Y^ und Lilnypn- und Inhaltsmessungen (Vi. 
Die beideu letzten Kapitel bringen Einzeilieiten der sphärisch -elliptischen 
Geometrie und der nicbtenkUdischen Mechanik. In der analytischen Geo- 
metrie gebt der Verfosser bis zur Thecnie der Kegelschnitte vor. 

Im einzelnen ist zu bemerken, daß die nichtgezeichneten Pigoren 
vielfrtf'h unzureichend beschrieben sind. Ob es filierbiiupt tru\ ist, an Fipiiren 
zu sparen, darüber sind die Ansichten sehr geteilt; ich halte die Anzahl der 
Figuren für viel zu gering. 

BaB die projektiTe Geometrie und die damit in Verbindung stehenden 
, üntersnchuDgon von Kb^in, Cayley und Boltrami unberücksichtigt ge- 
bliebpn ?;ind, halte i< h für einen schweren Mangel des BuclieH, der ein tieferes 
Ein(lrin<;on in dpn (gegenständ verhindert. (Dio Tbeorif der Kegelschnitt« 
z. B. kunnte gut weggelassen werden, zuiuül j>iü ja dovh nur kurz skizziert 
ist. Wenn man die geo^tisehe Abbildung zur Verfügung hat, iKfit sie 
sich übrigens mit wenigen Sitsen erledigen.) Diese Llicke wird durch 
die guten Einzelheiten nicht ausgeglichen. 

Grunewald. Gbuhard fiBSSmiBBRO. 



Barg, Dr. Robert, BammlTing algebraischer Aufgaben für gewerb- 
liche und technisohe IiOhranstalten nebst einer Abhandlung über 
das Stabrochnen. Frankfurt a. M. 1906, Franz Beiganiin Auttarth. 
kaxtonniert JC 3,50. Auch in 5 Heften i 60^ 60, 75, 75, 75 Pf., 
1901 — 1905, dazogehörig ein Tabellenheft, 1901, das aber der Sammel- 
ausgäbe fehlt. 

An matheinati.<;che Lehr- und Übungsbücher mit d« : l itelvomicrk „(Ür 
tffWf'H »liebe und technische Anstalten, Fortbildnngssobulcu u d^'' Airl rnnn 
betretls umthematischer Gründlichkeit im allgemcinon keine huLen Anlorderungen 
stellen, da man ihren Schwerpunkt in den praktisehen Anwendungen sucht. 
Im Gegensats hiersn hat der Verfiuser der Torliegenden, im Auftrage des 
Vorstandes der stidt. gewerb] . Fortbildungsschule zu Frankfurt a. IL aus- 
gearbeiteten Sammlung gezeif:!, daß es sehr wohl möglic)] ist, ein wesentlich 
praktischen Zwecken dienendes Untemebtswerk zu schaffen, du.s auch wissen- 
schaftlich befriedigt und betrefls wirklicher mathematischer Schulung vielleicht 
sogar mehr erstrebt^ als leider noch vielfach dem arithmetischen ünterrichts" 
betriebe unserer höheren Lehranstalten entspricht. Begrifflichen Schwierig- 
keiten TH«'! ImiuitT mit Null, deji ncgaii V(.'ti Zablm etc.) wir«! nldit aus dem 
Wcpe gcifangt'ii , sondern auf ihre Klärung gerade Wert gelegt und zwar 
iu didaktisch vorzüglicher, durch geschickte Kragestellung sehr einfacher 
Weise; nirgends findet man auch den Verhftltnisbegriff und die ProportiO' 
nalitftt SO vielseitig beleuchtet, wie hier, und eine im Hinblick auf die 
eminente praktische Verwendung der gebrochenen Benennungen so dankens- 
werte auREriebigö Behandlung derselben. Die erwShnte Betonun«: der mathe- 
matischen Schulung beeintriichtigt dabei in keiner Weise die in erster Linie 
dodi praktische Bestimmung der Sammlung, indem rein Theoretiscbes ganx 
ausgeschlossen blieb, die rein algebraischen Sechenaufgaben keine unnOtigeii 
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besondwen ScItwierigkeitMi enthalten, sondern flb«n]l geaaa ihrem jeweiligen 
Zwocke genrilB gebildet sind und die sehr zahlreichen Teztaafgahen, die 
Ton groBer Vielseitigkeit and reicher Kenntnis des Verfassers Zougms ab- 
legen, Abprall dem Interessenkreise gewerbliclu^r SchÜlor angepaßt, wirklichen 
Vlm liiiliiiisbeu entnommen worden sind, nirgends gekünstelte Fragestellung 
Ztiigeu; sie nehmen zugleich Bezug auf vorausgesetzte Parallelpensa in Geometrie, 
Physik, Mediaaik und elementarer Festigkeitslehre. Die Hefte 1 bis 3 führen 
bis /u den liOgaritlunen und quadratischen Glei' hnngen, enthalten al < i !\va 
das Fensum einer sechsklassigen Realschnlo und kömiHQ auch diesen Öcliuion 
warm empfohlen werden Das 4. Heft brint,'t nach mannigfachsten An- 
wendungen des Früheren, besonders dt r Priiportionen, ia seinem letzten Teil 
Berechnungen von KOiperbihalteii, Träghrits« und Biegungsnunaenten, sowie 
Schwerpunktsbestimmongeb, nach der Cavalierisehen Methode mit den . 
Formeln für die Summen der potenzierten Zahlen. 

Das 5 Heft gibt eine Anleitung zum Gehrauch des lognritbmischen 
Kechenschiebers. Auch hier strebt der Verfasser vor allem danach, unbedingte 
Siehexhoiti lu enielen; es geliugt ihm, die ganze Handhabung des Bechen- 
Stabes einsdiließlioh dar Setsung des Desimalkommas sehr einfach und ein- 
heitlich sn gestalten, die Einheitlicbkeit auch bei den Kubikwurzeln durch- 
zuführen. Zur Htellenaus^nrtnng bedient sidi Verf. statt der bei den 
Technikern üblichen uiisii In rcn, aiuh uicbt immer raschen Methode des 
Taxierens einer einfach kouütruierteu Ubi (1). K. G. M. 224 723, bei Dennert 
XL Pape, Altona, für 1,50 erhtttiich). Dieselbe leistet zweifellos TorsQgliehe 
Dienste; doch erscheint es dem B/ei. noch unlkdier, die betreffenden ZBhlungen 
an den Finp^frn drr rechten und linken Hand vorzunehmen, wenn man nicht 
überhaupt den Ivegelii in der Anweisuiii; von Nestler (Lahr, 1905^ df'n 
Vorzug gibt, hie Anleitung euthlüt 136 voUstüodig geluvte, zum Teil an- 
gewandte Anfgaben, mehr als hinreiehend, um «ine völlig sichere Hand- 
habung des Beehenschiebeis zu bewirken; sie dürfte deshalb vor den schon 
Torhaiub'rH'u dvn Vorzag verdienen. 

Die Sanimhmg i.st eine in j<^der Be/iehuni.' hcrvorra^yende , dun bans 
selbsUlndig«,' und eigenartige Leistung, sorgfältig redigi»!rt uud drui kfeliledVei ; 
viele ihrer Aufgaben werden voraussichtlich den Weg in andere Sammlungen 
finden; sie sei allen gewerblichen Anstalten, aber auch den Lehrern der 
Mathematik au den liöli < Schulen angelegentlichst empfohlen; es müßte 
ein Vergnfigen sein, nach ihr zu unterriditen. 

Mfllhausen i. £. A. Lbman. 



Snyder, Das Weltbild der modernen Natarwissenscliaft nach den 
Ergebnissen der neuosten Forschungen. Autorisierte deutsche Über- 
setzung von Hans Kleinpetcr. Mit 16 Bildnissen. Leipzig 1905, 
Job. Ambr. Barth. XII u. 306 S. Preis ö,GU M. 

Der Verfasser, der mit den Errungenschaften unseres raschfindenden 
Zeitslters sich sehr genau bekannt erweist, — und zwar nicht bloB mit 

denjenigen der unorganisehen Naturwis.senschaften, sondern auch mit den 

biolo!:n<?eben — 7f>irhnft hier in -.Toßpn /fiifon ein Weltbild, wie es aus 
die.sen Entdeckungtsii zu loigen .sc heint. l)a.s iiuch ist lebhaft nnd interessant 
gesehriebeu, uud auch diejenigen, die nicht in allen Punkten mit dem Ver- 
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fasser einverstaudeu sind, werden durch die Lektüre von der ersten bis zur 
letzten Seite g<bt'esselt werden und sich schwer von dem Buche trennen. 
Wir gestehen^ daB hierin fBr mandien Laien eine Gefahr liegt, insoftcn das 
Buch (las Tatslichliche vom Hypothetischen, das gegenwärtig Erreichte von 
dem erst in einer fernen Zulfunft zn K?-^<^vp],pndpn nicht si liarf trennt. Die 
physikalische Seite des Weltbildes, wie es sich insliesdH'lerH durrh die 
neueren Strahlenforschungen dai*stellt, wollen wir gelteu ia^eu. Freilich 
wirkt es hier stOiend, daB der Verfasser Zusammengehöriges trennt und erst 
in weit entfernten iLbschnitten behandelt — es macht den Eindruck als oh 
das Buch ans einer Anzahl von st^lbstiindigen Feuilletons entstamlen : * i 
Auch der chemische Teil — die Entwicklung der synthetischen Chemie na^h. 
Berthelot| van t' Hoff und Fischer erfUbrt eine gute Barstulluug. Nicht 
folgen kSnnett wir aber den biologischen Anseinandersetningen , die an die 
Arbeiten von aiiierikaniBchen Gelehrten Tvoelt und Matthews anknüpfend den 
Geheimnissen des Lebens und der Seele die Hülle nehmen sollen, die sie 
nnsem geistiEren Ai7gnn bisher undnrchdringlirh machten. Mag sein , daß 
die Experimente, an welche dabei angeknüpft wird, wenigstens teilweise 
nitttiliMiitbar sind; die KonUnsioDen aber, welche das lieben n nner Summe 
Yoa CMbnu^enf das yJ>enlEBn" zu einem elektrischen Vorgange oiaohen, sind 
nidit 80 swingend, daA wir uns ihnen ansohlieBen möchten. 

Caiarlottenbnrg. H. Sahtbr. 



Griinsehl, Angewandte Fotentialtheorie in elementarer Darstellung. 
L Band. Leipzig 1905, G. J. Göschen. (Sammlung Schubert XXXVUI.) 
VIII u. 219 S. Preis geb. 6 A 

Der Verfasser will die Erscheinungen (itr Gravitafiori und der Elek- 
trizität aus dir roteutialtheoriu so einlach entwickeln, daü sie einem mit 
d«i Anfangsgründen der höheren Analyiis Tertranten Leser Tent&ndlioh 
werden. Er leitet daan in diesem ersten Teile den Begriff des Putentiulcs 
als einer Arbeitsgröße noch ije.sundcrs hrr und lieweist die Hauptsüt/e, weil 
er möglichst wenig voraussetzt, in etwas schl('jti)ender und \ve<^ea der mehr- 
fachen Beweise für dieselbe Sache etwas ermüdender Weise. Die vielfachen 
Beispiele, die er aus dem Oebiete dm Gravitation heransieht, sind gut ge- 
wllhit und auch für Unterrichtszwecke verwendbar, so Ober die b^m Eintreten 
der Sternschnuppen ins Kraftfeld der Erde auftretende Energie und die bei 
deren Vernichtung entstehende Wärmemenge. Für die Frapfe, an weh her Stelle 
zwischen Erde uod Sonne ein Körper im Gleichgewicht bleibt, wäre die 
nidit realisierbare Vorauieebning für die ganze Betrachtung, daß hier die 
Erde als ruhend zu denken ist, stBrker herroncnheben. Lebhafter ist die 
DazsAellung der Elektrostatik, die zwei Drittel des vorliegenden 1. Bandes 
ausfnllt, iiT'd die den liesu u Ikliaudhingen dieses Gegenstandes an die Beite 
gestellt werden kann. Hier wird auch vom Integralzeichen ein tieiüicLrer 
Gebrauch gemacht als vorher. Die verschiedenen Elektrometer werden genau 
beschrieben, Theorie und Praans derselben gut auseinandergesetst Die 
Messungen des Potentiales und die praktische Untersuchung des Verlaufil 
der Kraftlinien finden sogar ein<:e]iendere Behandlung in andt-n n Hüchern. 
Den Schluß bibltt eine Behandlung d<s elekfrischeu Erdpotenliales, worin 
die Art der Beobachtungen dargelegt und die Kbertsche lonentheorie zur 
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Erklärung herangezogen wird. Wir können allen Anfängern dieses Buch 
als erst« Eiuttilinuig in die PoWniialUieorie sehr empfehlen. 

Charlottünb\irg. H. Samibr. 



Aufne&f Otto Freiherr von und zu, Dio physikalischen Eigenschaften 
der Seen. Braunschweig 1905, Fr. Vieweg u. Sohn. X u. 120 S. 
Preia JC 8,~. (Ans: Wissensohaft» Sammlung natarwiasea- 

«cbafOiclier und mathematisclier Mooogniplüeik*'.) 

Der Verfasser, welcher schon in seiner Dissertution sich das Studium 
'ifv F:trbp der Seen zum Thema gewählt hat, gibt hier eine schöne Zu- 
sammeiibtelhing der Resnltate, zu denen man bisher heim Stndium der 
physikalischen Natur der Biiuieuseeu gelaugt ist, sowie der Metboden and 
der Instrumente, mit denen man die SeenfoiBdrang betrieben bat. Er gebt 
dabei fast überall auf die Grundlagsn soweit ein, daß sein Buch sogar f&r 
Laien verständlich wird, und diesen, die Jadiircb auch zur Sammlung fnu ht- 
baren Materials angeregt werden können, nicht genug empt'ohien werden 
kann. Die fortschreitenden Wellen und die Seiches, die Durchsichtigkeit 
des Wassers, die selektive Absorption nnd ihre Wirkung auf die Farbe, 
endlich die WimeverhältnisM werden ausführlich behandelt, und dn Literatur- 
verzeichnis wird den Lesern, die sich über einzelne Fragen noch weiter 
orientieren wollen, von Nutzen sein. Vollständigkeit — wiewohl der Ver- 
fasser mit Itecht hierauf nicht den höchsten Wert gelegt hat — ist doch 
nahezu erreicht. Vielleicbt hfttte auch das Fhftnomen des Glanzes Erwihnung 
finden können. A.W. Vogel hat nicht blofi die blane Grotte, sondmi sptter 
auch das Wasser der griluen und der roten Grotte von Capri spektroskopiscb 
untersucht (Ann. Ph. u. Ch. I JS^.'i. B. 175flF.). Warum ist Springs Theorie, 
daß die blaue Farbe des Wassers durch Reflexion des Lichtes an den 
Trenn ungsfladien verschieden warmer Schichten zustande kommt, kurz dafi die- 
selbe eine Folge von KonvektionsstrSmen ist (Ciel et tenre XYIQ, 11. 1896), 
eine Theorie, die dem Referenten einwandsfrei erscheint, nicht erwähnt» 
während andere Arbeiten von Spring im Literaturvrazeichnis vorkommen? 

Charluttenbui^. H. Samtbb. 



(jK^rard , K. I.rconi snr relectricite professöes k rinstitut e'leotro- 
technique Montoflore. Tome prenii^r f einzeln käuflich). Septieme 
edition 1UÜ4. «82 Seiten. Format 2ö X Iii cm. Mit 400 Figuren 
im Text Verlag von Ganthier-Villars, Paris. 

Der Verfasser schrieb diese Vorlesnngen sunllcfast fOr s«ne ZnhOreF 

an der üniversitüt Lütt ich, die sich unter seiner Leitung zu Slektro- 
ingenieureu heranlMbl n In deutscbrr Sj)rache haben wir kein ähnliches 
Werk von der gleichen Eigenart. Der Klektrotechniker lindet in der wissea- 
schaftlichen Literatur seines Arbeitsgebietes VVerke von ausgeprägt ver- 
schiedener Darstellung. Entweder schreibt sie ein Physiker oder ein 
Ingenieur. Der Physiker operiert mit dem Rüstzeug der mathematisdien 
Elektrizitfltslohre, die schließlich auf die Hertz-Maxwellst-hen Fundamental* 
gleichungen führt. Der Ingenieur weiß damit zunächst wenig anzufangen. 
Die Methoden sind ihm zu mathematisch abstrakt, zu schwierig in der An- 
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Wendung auf deu eiazeliif^ii Fall und oft auch unzulänglich in den Voraus- 
setzungen, da die Elektrotechnik meist m^uetiscb gesättigte Eiseokreise 
anwendet Der Elektrotechniker aarbeitet mit ■orgfultig ausgebildeten 
eleoientaren Faohmethoden von greifbar pbysikaliadisr Grundlage, die in 
der Anwendung auf den Bau elektriscLer Maschinen mit großer Eleganz 
und Genauigkeit yerfahiien, darüber hinaus jedoch oft versagen. Er muß 
dann die Sprache der mathematischen Physik verstehen, tut sich aber meist 
eohwor damit in linnanglung geeignet«: ESafiUirung und Y«rfoiiidung beider 
DanteUnngsartea. 

Das vorliegende Werk schlägt diese Brücke, und das ist sein Haupt- 
verdienst. Es baut sich auf die grundlegenden Experimente und Theorien der 
mathematiscben Elektrizitätslehre auf, gibt einen Umriß der ganzen Elektro- 
phjsik und ftkrt in orgamMdi^ %ei£aliftenmg «if die fiereoknuag und 
Wirkungsweise der elektriMhen Stromenenger fBr Gleicli- nnd Weehadetrom 
über. Die lange Lehrtätigkeit des YerfasMfS und das Alter des B«cheS| 
das nunmehr i»i T.Auflage erschoiTit, kommr^n dem Werke sehr zu gute. 
Frei von zweckwidrigen Nebeniiüchliclikeiten ist der Inhalt nach Experiment 
und Tkdorie so ausgewählt, daß er dem angehenden Elektroingenieur die 
breiteste wiasenacbaitliehe Grundlage gewlhrt. Katlirlioh sind in den Tor- 
bereitenden Abschnitten die Grenzgebiete besonders bearbeiteti die Li<At auf 
die f^ntr^^rf' i^tarkstromtechnik werfen; denn fiir Elektroingmieure ist das 
Werk gebchriebeu. Aber der Leser int stet« imstande, aus s^iiiem lach- 
gebiet in die allgemeineren physikalischen Theorien überzugeben und Aus- 
bliok au& Ganse au hatten. Die fließende Elegams dea StUa, die Klarheit 
und Präzision des Auadnieks erinnern an die iransOaisehen Klaanker der 
eixakt«n Wissenschaften. 

Der erste Band enthiilt die Tli(H>rie der Klektrizitftt nnd des Magnetismus, 
einen Abriß der Meßknude und die Berechnung und Konstruktion der 
elektrLschen Gleich- und Wechselstromenteuger. Die Darstellung iat flberall 
durch Figuren und Abbildungen Ton auageffthrten modernem Apparaten und 
Haachinen belebt. 

Die Einleitung bebaudt'lt die Maßeinheiten und die allgemeinen 
Eigenschatten der zentralen Krattc unter Einfiihrung des Potentials. Hierauf 
folgen die Eraeheinungen des Erdmagnetismus und dar Magnetisierung des 
Eisena. Der Abschnitt über Elektrizität bringt cnnSchst die grundlegenden 
ETpfriment*, die Meßinstrumente und dif Theoreme der Elektrostatik, die 
Wirkungen flektrisclier Entladungen, die Katboden-, Röntgen- und radio- 
aktiven ätraiilen; dann folgen die chemischen, thermoelektrischen und 
W&raiewxrkungen im elektrischen Stromkreis. Die auf euen elektnadien 
Strom im magnetischen Feld ausgeübte Wirkung wird durdh Einführung 
magnetischer Blätter und des Kraftlinienbegriffes geschildert, imd Ausdrücke für 
die Energie zweier magnetischer Blätter aufeinander werden entwickelt. Hierauf 
folgen die hauptsächlichsten magnetischen Meßinstrumente und die tlieoretische 
B^prttndung ihrea Konstmktionaprinsipa. Die Tranalationa- und Rotations- 
bewegungen eines Leiters im magnetiaehen Feld werden bestimmt Den 
Abschluß bildet die Berechnung des magnetischen Stromkreises und eine 
Zusammenstellung der elektromagnetischen Einheiten und ihre Veihftltnisse 
2U den statischen uud dynamischen Haßeinheiten. 

ITun werden die allgemeinen Gea^ae der elektromagnetiachen Lidüktion 

AnMv a«r XktlMiMUk uid Physik. III. BM». X. 21 
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und die Richtungsregeln für iutlnzierte Ströme pntwickelt. Dann wird die 
Gleichung eines Stromkreises mit Widerstand uud Selbstinduktion aufgestellt 
und der Energieinhalt zweier magnetiscli gekoppelter Stromkreise berechnet. 
Hierauf leitet der Yerfasser die Neumannftchen Formeln für den Koeffizienten 
der Selbst- und gegenseitigen Induktion und die Gleichung für das Ver- 
halten eines Stromkreises mit Widerstand, Kapazität und Selbstinduktion ab. 
Darauf » ntwickelt er in dem Abschnitt über Wechselstr5me die in der 
TeehuiK guläuiigen Begriffe unier Annahme von Sinuswelie für Strom uud 
Spannung und stadiert den Einfln8 von Selbstinduktion und Kapazitftt auf 
die riniseuTerachiebnng zwischen Strom und Spannung. Die graphische 
B«'liandluug von Wpeb«!plstrnmproblemen wird in Anwenduntr auf instruktive 
Beispiele und als Gegenstück die soffennnnte symbolische Darstellunff von 
Vektoren mittels imaginärer GniÖen gelehrt. Letztere Methode dient dem 
Yerfiuser dazu, den Verlauf von Strom und Spamrang iBugs einer langen 
mit Widerstand^ Selbstinduktion , Kapazität und Ableitung durch undichte 
Isolation behafteten Leitung zu berechnen. Die Entstehung und mechanische 
Wirkung von Drehfeldem, die Wirbelstromverluste in Metallmasson und die 
Stromverteilung im Querschnitt massiver Leiter bei hohen Feriodenzahlen 
sind Gegenstand von Einzelsclnlderungen , die mit einer Terminologie der 
in der Weohselstromtechnik fiblichen Bezeiohnnngm engten. Den Hertz- 
sehen Wdlen und der Funkentelegraphie ist ein eigenes Kapifel gewidmet, 
indem die Hertz-Maxwellschen Fundam<*ntalgleichungon abgeleitet werdpn. 

Es folgt ein Abriß der elektrotechnischen Meßkunde. Die gebräuch- 
lichen Meßetalons und technischen und physikalischen Instnunente werden 
beschrieben und die Methoden zur Messung von Spannungen, Strömen^ 
Widerständon, Kapazit&ten, elektrischer Leistung, der magnetischen Feld- 
stärke, der Permeabilität und Hystore-;is und der Koeffizienten der gegen- 
seitigen und Selbstinduktion im Aliriü vorgeführt Dipf?pr Abschnitt ist ein 
Auszug aus des Verfassers Werk über elektrische Messungen. 

Der Verfttsser geht nun auf die elektiisdien Sivomerzeuger im weiteren 
Sinne über und behandelt zunächst die thermischen und galvanischen 
Elemente, die Sekundftrbatterieo, hierauf die teebnisohen Gleich- and Wechsel- 
Stromorzeuger. 

In dem Abschnitt über Thermoelemente beschreibt er den Peltier-, 
Seebeok- und Eelvineffekt und gibt die gebräuohlicben Formen der Thermo- 
elemente wieder, insbesondere in ihrer Anwendung als Pyrometer. Die 
elektromotorische Kraft der chemischen Zellen wii-d aus der Warmeti»nung 
und der absoluten Temperatur nach den Formeln von Lord Kelvin^ 
Helmholtz und N ernst berechnet. Hieraaf werden die in der Telegraphie 
nnd Tel^lionie gebrftnchliehen Elemente besohrifibai. Von den Sekaiäir> 
batterien werden zimlchst die Elemmiite ohne Eisen, insbesondere der Edison- 
akknmulator erw&fant. Hierauf ^verden die djemischen Aktionen, die Lade« 
und Entladeknrren der Bieiakkumulatoren und ihr mecbaniaohmr Aufbau 
besprochen. 

Der Verfasser geht nun auf die praktich wichtigen Starkstromerzeuger 
Aber. Er beschreibt zunftchat die einfachsten Fonnwi dw Gleidoutrom- 
maschine und legt die mit der Stromwendung verknüpften Vorgänge klar. 
Dann gibt er Schemata und Ausfülunmg der gebrauchlichen Gleichstrom- 
ankerwicklungen. Er behandelt danach die Uauptjitrom-, Nebenschluß- uud 
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CompomicliiiMchine mit gemischter WicUimg im flinzdneo und gibt ihre 

Theorie iicd die Prüfungsinethoden an fertigen libwchinen. Dami folgt die 
graphische Konstruktion des elektrischen Verhaltens und Betrachtung des 
nj*"chanischen Anfbaus von Gleif^hstrommasehinen. Hierauf werden aus- 
geftiiirte moderne Typen beschrieben und eine Maschine für gegebene 
Leistung, Spannung und Tourenzahl ToUstindig durchgeredm«t 

Der Abodmitt Aber Wechselstaromeraenger ist kdncar gefußt, da sich 
vieles wiederholen wfli^e. Zunächst ist gesdiildeit| wie die elektromotorisi^en 
Kräfte in ilcn verschied<*nen Wiildunp'snnordnungen indujuert werden; dann 
folgen Betrachtungen über den fimlluli von Kapazität und Selbstinduktion 
auf die Leistung von Wechselstromerzeuger und Wicklungsschemata für den 
induzierten Ankor. Hierauf werden moderne Maschinen^eu beschrieben 
un>l die Messungen zur Ennittlung der Kurvenform des Wirkungsgrades 
und der Streuung fertiger Masrbinen gelehrt und die Mctliodtn zur Voraus- 
b-^.^timmunp des Spanuungsabt'alis vorgetragen. Das Kapitel über Parallel- 
schaiiung von Wechselstrommaschincn bringt eine graphische Darstellung 
und analytische Berechnung der ossillatorisdieii Schwingungen und begrandet 
die Regeln für Libetriebsetzung und Aufrecbterhaltung eines '^ntvn Parallel'* 
ganges. Den Abschluß bildet die vollständige Durcbr* rhuuog des elektrischen 
Teiles einer ansgoföhrten, fn'iher be'^chriebenen Maschine. 

Wir konnten bei der Huichhaltigkeit des Inhalts nur eine Skizze des 
gebotene«! Stoffes entwerfen und schlieiien unsMe Besprechung an dieser 
Stelle mit dem besonderen ^Vunsche, dafi mancher Lehrer der Mathematik 
und Physik Einsicht in das Werk nehmen möge. Nichts ist geeigneter, das 
Odium, das der höheren Mathematik und mathematischen Physik in den 
Kreisen der Ingenieure gelegentlich noch anhaftet, hin wegzunehmen, als 
solche Werke, die mit wissenschafüioher Straige länfaohheit und durch- 
sichtige Klarheit des Gedankenganges und der Darstellang vereinigen. 

Bttrlin, 6. Oktober 1904. H. LiNSBNiUHif, • 



Borelf £. Le^na mx lea fonotlona de -vaadaldM jMShu et loa ddve- 
loTpamonla en adilea de polTnomao. Paris 1905, Gauthier-yiUars. 

Das vorliegende Werk ist gleich einer Anzalil fnllierer Werke desselben 
Verfassers ein Mittelding zwischen einem Lehrbuch uud einer Monographie. 
Der Herr Verfasser greift eine Anzahl ihm besonders wichtig erscheiiieu<ler 
Probleme aus der Theorie der reellen Funktionen heraus, diu er auf Grund 
neuerer Arbeiten untersucht und teilweise weiterfuhrt Daneben befindet 
sich je nne Note der Herren Painleve und Lebesgue dem Werlce bei-* 
gefügt, von denen die er^te sieh auf die Darstellnng analytis:cher Funktionen 
dnrch eine unendliche Reihe von Polynomen, die zweite auf die Theorie 
der unstetigen Funktionen bezieht. 

Von den genannten beiden Noten und einer knnen weiteren von 
Herrn Borel selbst abgesehen, zerfftllt das Werk in fiinf Kapitd. Das erste 
Kapitel enthält einige Untersuchungen aus der Mengenlehre, die für das 
folgende von Bedexitnng «:ind. Im zweiten Kapitel vnv(} vor allem der Satz 
ober die gleichmäßige Stetigkeit stetiger Funktionen beleuchtet uud un der 
Hand einer Untenudiung von Herrn Baire auf unstetige verallgemeinert 
Ferner wird die Definition des bestimmten Integrals zunicfast nach Biemann 
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gegelien, aodann aber eine Erweiteraag derselben nach Heim Lebesgne ent- 
wickelt. Der prinsipielle Untenehied zwüdien beiden Dantellungen liegt 
darin, dafi Biejnann feinen Betrachtungen Intervalle der unabbängigen, 

Lebesgup dn^pfr^n der abhflnfn^^n Veriindprlichen zugrunde Ip-'t 

Das dritte Kapitel l)ezieht sich auf die Untersuchung von unendlichen 
Keihen, deren Glieder reelle Funktionen von x sind. Im Anschluß an 
neuere Untersuchungen yon Herrn Arzelk werden die hinreichenden nnd not- 
wendigen Bedingungen dafür aufgestellt, daß eine derartige Reihe, falls 
ihre Cllieder stetig sind, selbst stftit,' ist. Dann aber wird anf Orund der 
Lcbesgueschen Integrnldefinition die Integration dersolbpn iu Hetrac^lit gezogen. 

Von besonderem Interesse ist das vierte Kapitel. Dasselbe bezieht bieb 
auf die Darstellimg stetiger Funktionen dnreh eine unendlidie Reihe von 
Polynomen. Hier geht der Verfasser etwas ansfübrlicber vor und ent- 
wickelt zunächst mehrere bekannte Methoden, die für die Lnsnng- de;? 
anpedenteten l'rohlemes in Betracht kommen. Referent möchte vor allem 
auf die Annäherungsmetboden von Tschebyscheff aufmerksam machen, die 
in neuester Zdt in einer wertvollen Oottinger Dissertation von Kirchberger 
neue Beleuchtung g^bnden habm tmd sich durch Eigenart nnd Tiefe aus- 
zeichnen. 

Daneben setrt TTrvr Horel das frenannte Problem mit dem Interpohitions- 
probleui iu ^'e^biudaIlg, ohne freilich die Beziehungen nach allen Seiten 
hin klar zu legen. £r beweist den wichtigen Satz, daß ebe jede stetige 
Funktion mit Bilfe gewisser InterpolationsftinktMnien analytisch dargestellt 
werden kann, wenn ihre Werte ftlr rationale Werte der Aignmente gegeben 
sind. Dieser Batz ist um so vricbtiger, als die bisher vorzugsweise ver- 
wendeten Interpolationsfunktionen — die La gran gesehen — - naeh neueren 
Untersuchungen von Herrn Kunge u. a. hierzu nicht geeignet sind. 

In den letzten Jahren ist von Herrn Baire neben der Darstellnng der 
stetigen auch die Darstellung der unstetigen Funktionen durch Pk>l7nonie in 
Betracht gezog^en werden. 

Diesen Uutersuchungen ist das fünfte Kapitel, sind ferner die au- 
gedeuteten Noten der Herren Lebesgue und Borel gewidmet; indessen 
kann von einer Skizzierung derselben abgesehen werden, da mittlerweile 
Herr Baire eine Monographie hierüber veröffentlicht hat. 

Die beigefügte Note von Painleve f'ällt insofern aus dem Rahmen 
des Bnehes heraus, als sie sich auf die Darstellung komplexer Funktionen 
durch Polynome bezieht, ist aber aufgenommen worden, da aus derselben 
Sehlttsse anf die Darstellung reeller Fianktionen gezogen wette kOnnm. 

Der Grundgedanke von Herrn Painlev^ besteht darin, mit einer ge* 
gebenen Potenzreihe 

AO «0 + «1^ + 0,*' -f • • • 

gewisse erseugende konvergierende Keihen zu verbinden, deren Glieder 
<jPj , <)po, . . g"^, . . . sich homogen und linear aus den Koeffizienten der 
Potenzreihe zusammensetzen und welche /( l ) darstellen — wobei f\t) ftlr 
die positiven Werte von / zwischen 0 und 1 als holomoiph vorausgesetzt 
ist Die Kenntnis derselben ergibt unmittelbar die gesuchte Darstellung 
von f(x). Es wird gezeigt, wie man derartige Reihen konstruieren kann. 

Dresden. H. Krauss. 
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Ben^ Baifei Iie9oiui tnr Iw fonetioas diMontimiet. Paris 1906, 
Ganthier-VUlars. 

Unter den jOngeresi Mathematikem, die die Idean md Hcsultato 
Georg Cantors auf spezielle Probleme der Analysis anznweudeii ver- 
standen, steht neben £. Berel insbesondere Rene Baire in erster Linie. 
Sein Hauptverdienst bildet dio Erledigung der Frage, unter welchen Be- 
dingiingen «ine konT0rg«nte R«ilie T<m reellen stetigen Funktiooen eine 
punktweise unstetige Funktion darzustellen vemag. Dieses Problem hat er 
auf Grund neuer und eigenartiger Hilfi^iiiittpl in seiner Pariser The-t' zuerst 
bebandelt. Kürzlich hat er die Ergebnisse seiner These zum (iegunstand 
Ton Yorlesungen am College de France gemacht, und nunmehr liegen diese 
Vorlestingen in der von E. Borel besorgten, bei 0«athier>Vi]lars ersebetnenden 
Monographien Sammlung als besonderes Heft vor. Man schuldet dem Pariser 
Verlag und dem Ilüiausgeber sicher Dank, daß sie dit- moderne Ent- 
wickelnnET der KunktioiifnthHorie, die zur Zeit bei unsern Nachbarn vor sich 
gellt, weitereu Kreisen iii guter L>urs>teliuug zugänglich machen. 

Die Problemstellung des Verfassers knüpft an die bekannte Tatsache 
an, daß eine konvergente Reihe von stetigen Funktionen nicht notwendig 
eine stetige Funktion darstellt : ein Unstetigkeitspnnl t i<t bekanntlich ein 
Punkt ungleichmäßiger Konvergenz. Man kann nun fragen, welches der 
allgemeinste Unstetigkeitscharakter einer Funktion ist, die durch eine kon- 
vergente Reihe stetiger Funktionen dargestellt wird. Man findet leicht, daß 
die Funktion höchstens punktweise unstetig sein kann, und fragt sofort, ob 
dieses Resultat aueh unikehrbar ist. Die Antwort fällt negativ aus; viel- 
mehr ist die Funktion nur dann durch eine konvergente Reihe stetiger 
Funktionen darstellbar, wenn sie höchstens punktweise unstetig nicht allein 
in bezug auf das Intervall a . . . b selbst, sondern in bezug auf jede 
perfekte Menge ist , die diesem Intervall angehOrt Andererseits ist auch 
jede so beschaffene Funktion wirklich darstellbar. 

Der Weg, den R. Baire geht, knüpft an einen gelegentlich bereits 
von Du Bois-Re^ inond und Arzelü benutzten Kunstgriff an, der die Be- 
traditang von Funktionen einer Variablen auf ein PMblem surückfllhrt, das 
Funktionen von zwei Variablen betrifft. Ist s,(j;) die Summe der n ersten 
Glieder der besdgliohen konvergenten Reihe, so stellen die Funktionen 

eine Folge stetiger Funktionen dar, die gegen eine Grensfbnktion s„,{^) = f{x) 

konvergieren. Nun sei a . . . h das Intervall, för das die Funktionen be- 
tmcbtet werden, so konstruiere man über «... & ein Rechteck und ziehe 
in ihm eine Reibe von Parallelen zur Gruniilmie n . . . b, die sich gegen 
(t . . . h häuten, und von a . . . b den Abstand ^j, ^j, . . ., y^, . . . haben. 
Definiert man dann eine Funktion F{xj(/) so, dafi sie auf der Parallelen 
jf mn mit ^(.r) Übereinstimmt, und daß sie sich auf den zur x- Achse 
gezogenen Parallelen zwischen i/^ und y„^i linear ändert, so hat man eine 
Funktion F(.t\ // ;, die innerhalb des ganzen Rechtecks stetig ist: und wenn 
man diese Funktion Fi^j^ i/) so konstruieren kann, daß sie auf a . . . b mit 
f (x) flbereinstimmt und in jedem Punkt von o . . . & in bezug auf y stetig 
ist, so wird alsdann f(x) eine Grenzfunktion der stetigen Funktionen 9^(x) 
darstellen. Die Behandlung dieses Problems geht nun weiter so vor sieh. 
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daß die Konstruktion einer geeigneten Fuiikti<ni F(XfP) sonKchst fOr den 

einfachsten Fall ausgefülirt wird, daB Unstetigkeitspunkte von f{x) nur in 
a und b lif'gen. Da aber die Werte, die eine solcbp Funktion im Innern 
von zwei verschiedenen Intervallen hat, einander nicht beeinflussen, so kann 
man eine Funktion, die in c unstetig ist, so darstellen, daß man sie 
auf a . . .b nnd b . , .e dem Torstehenden gemftB bUdet So gelangt man 
allmählich dazu, die Darstellbarkeit nachzuweisen, wenn die Menge der 
Unstetigkeitspunkte endlich, unendlich lm-i>Ü mit einem Haufungspunkt usw. 
iFt; bis äieh schließlich in dem oben geuauuteu Satz die allgemeinste Be- 
dingung für die Lage der Unstetigkeitspunkte ergibt 

Im Begim des Heftes gibt der Ver&sser eine aoalKbrliche DarsteUimg 
der wiehtSgeren Begriffs und Sstze über Punktmengen, darunter auch die- 
jenigen, die er selbst gefunden hat, wie dif UntorscbeirhniLT der Panktmengen 
in solche erster und zwi^fr Katfgori"'. Eine kürzer geiiaitene Ausdehnung 
der Untersuchungen aut i uuktionen von beliebig vielen Variablen bildet 
den ScUufi. Ülnrigei» ist eine wngeliendeM Inhaltsangabe der Bairesdien 
Basttitate in dem Bericht über Mengenlehre enthalten, den der Referent Tor 
einigen Jahren veröffentlicht hat, 

Königsberg i. Fr. A. ScHOmcraiiBS. 

Smile Borel. Alg^bre.*) Premier e3-cle 256 p.; second cjcle 379 p. 

Deuxieme Mition. Paris 1904, Armand Colin. 

Das Buch ist zur Einführung iu die elementarsten Teile der Algebra 
bestimmt. Es ist gans auf francMsche Verbtltnisse angeschnitten: ,fr<^dige 
conformement aux nouveaux ]V0gramme8'^ Es behandelt die Anfangsgründe 
und gellt bis zu den CleichTingen zweiten Orades, den Proportionen und 
geonietiisclion Heilien, den Logarithnien; dabei wird nur der Bereich der 
reellen Zahlen benutzt. Der ►StoÖ' des ersten und der des zweiten Bändchens 
ist nahesu der gleiche; das aweite liefert „conformement an programme** 
eine erweiterte Wiederholung def ersten. 

Den deutschen Matbeniatikor wird mehr die Form als der Inlmlt 
interps«ieren. Die Behandlung ist recht geschickt l)er Verfasser lilßt ab- 
strakte Erörterungen b&iseite; Schwierigkeiten um- oder übergeht er; er 
knüpft stets an YerhSltnisse des tagUcfaen Lebens an, um neue EinfiBhrungen 
verständlich ro machen; und er verwendet die erlangten Besttltate sofort 
für praktische Zwecke. 8o erscheint die Theorie nicht als willkürliche Kon- 
struktion des Verstandes, sondern nls notwendige Behandlung von Fragen, 
die durch Probleme gestellt werden. Deshalb tritt auch die geometrische 
Präsentation algebraischer Verhältnisse überall erläuternd ein. Mit Ver- 
gnügen verfolgen wir die franaösische Eleganz auch auf rein Wissenschaft^ 
liebon Gebiete. 

OieBen. E. Nbtto. 



1) Eine deutsche, von llerru P. Stäckel besorgte Angabe wird noch in 
diesem Jahre bei B. G. Teubner esBeheinen. Bed. 
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149. In einer Ebene sind zwei sich schneidende Geraden and eine 
KitiT» gegeben; jede Tangente dar Kur« begrenii mit den Iwidei^ Qtrtdoi 
ein Dreieck, dessen Inhalt J uL Die grOAten und die kleiosten Werte Yon 
J zerfallen in drei Arten: 1) solclie vom Inhalte Noll, gebildet durch die 
Tangenten vom Schnittpunkte der beiden Geraden an die Kurre; 2) solche 
Dreiecke, welche durch die Wendetangeuteu der Kurre mit den Geraden 
gebildet werden; 3) solche Drmedke, gebildet von Tangenten, deren Be- 
rfi]ini]igq[»iuikt das Segment der Tangente Ewisc^en den beiden Geraden 
kilftet 

Der Beweis ist sowohl mit Hilfe der Differentialrechnung zu führen, 
als auch durch elementare Betrachtungen. Zur Erlüuterung diene die auf 
schiefwinklige Koordinaten bezogene Kurvengleichung y=»a;^ — 6a;*-f-ll-c — 

Berlin. £. Lampe. 

160. Die swei Punkte 

dea Kegelschnittes l = x^: — : sind die Schnittpimkte eineB Strahles, 

den zwei Strahlenhüschel gymein haben. Welche Strahlen bestimmen beide 
Büschel? Welche ätrablen ergeben sich in dem besonderen Falle = 0? 

Holsminden. Q. Kobee. 

151. Die Tier Punkte 

OqI* + Oll* H- Oji' + fljA -f- =- 0 

dfö Kegelschnittes ä. ^ : x^ = x^i sind die Schnittpunkte eines zweiten 
Kegelaänittea, die swM KegelbOaöhel gemein haben. Welehe BtraUenpaare 
bestammen beida BSackel? Welche Beaooderheit ergibt aioli in dem Falle o^-* 0? 

Holsminden. G. Konns. 



Ist X—'kf^O einer von den drei Punkten 

des Eegelachnittes Jl : — : so sind die beiden anderen Punkte 
jedesmal die Sehnittpnnkte de^enigen Sekante, welche den Scbnittpnnkt der 
beiden Strahlen + a^a^ - 0, Oi«i + fl^a^ - 0 
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mit dem Sdniittpiiiikto der beiden Strahlen 

verbindet. Wie folgen diese Strahlen aus dem Torhandenen Puukte l — l.^O 
und den gegebenenen drei Punkten a^^^k -j- a^ = 0 des Kegelschnittes? 

Hoizminden. G. Kober. 



Der Ort für die Wendepunkte alier Koncboiden des Xikomedes 
mit derselben BuiSf demselben Pol, aber wiftblem Zwischenstück ist eine 
Neilsehe Purabel. 

Speyer. H. WnELsiTRBa. 

154« Den Begriff >KreiS'K%ssoiäe€ kann man in folgender Weise de- 
finieren. Zwei Kreise boiiihren sich in B. Ihre T)urohraosser seien 
AB=2I{^ A' B = 2r. Mau üiehe durch A' irgend einen Strahl, der die 
Kreise bez. in Q und Q' schneidet, und mache A'P = A' Q — Ä(^ ., so beschreibt 
P eine Kreis-Kisioide. — Dies ist im allgemeinen Fblle eine bisirkiilare 
Quartik mit Spitze in A'. Pßr i? — OO resultiert die lüssoide des Diokles; 
fRr B = 2r die Kardiaiffr. Man kann geometrisch zeigen, daß der kissoi- 
dale PrnreS, aus dem hier die Kardioide entsteht, dem konchoidalen, sonst 
üblichen, ii^uivaleut ist. 

Speyer. H. Wielkitxer. 

165« Man aeige, daS die 8 Berflbrungepiiiilcte der ganeiosameii Tan- 
genten swmer Kreise mit den Radien M und r, wenn der Mittelpunkta- 

abstand o=V^fR*+>-) ist, auf zwei zu einander senkrechten Geraden 
liegen, deren Schnittpunkt die Zentrale a im Verhältnis B' : r* teilt. 

Speyer. H. Wiblbitmsr. 



166. Dem gegebenen Dreieck ABC mit dem Inhalt J ein ihm iihu- 
liches vom Inhalte i (< /) einzubeschreiben. Wann (bei welchem Verhältnis 

hat die Aufgabe mehr als die drei evidenten Lösungen? 

Potsdam. Otto l^BiaainHL 



157, Man trägt auf den Seiten eines Dreiecks A /iC von A auf .1 7> 
bis D, von B aus auf BC bis E, von C aus auf CA bis F die gleiche 
Strecke x ab; wie ist x zu wühlen, damit £x DEF => j ABC'i 

Potsdam. Otto Meissner. 



168. Anf den Seiten des Dreieclis ABC sollen drei Punkte B, F 
so bestimmt werden, daß duroh die Linien AB, AF, BF das h.ABC in 
4 inhnitsgleiche Breieeke serftlli. 

Potsdam. Otto Meubmbb. 
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liö. Gegeben ein Viereck ABCD. Die Jirocardschen Punkt« des 
AABC mögen J?, und B[t die voiiil(7D und die toh ^BD B| 
und Bjy von £(7I) und heißen. Wajm kann ein B mit einem B 
zusammenfaUen? • 

Potsdam. Otto UEuasNSB. 

160. Man hat p Würfel und würfelt mit diesen. Nacli jedem Wurfe 
IftBt man alle Würfel, die 1 zeigen, liegen und würfelt nor mit den Übrigen 

weiter. — Wie groß ist 

a. die VV'ahrsclieialichkeit W^, daß da« Verlaiireu genau mit dem «-teu 
Wurfe ein Ende hat, 

b. die Walirscheittlidikeit 10,, daß es apätestou beim n-ten Wurfe ein 

Ende hat, 

c. die Wahrscheinlichkeit «f,^,, dafi nach n Würfen n — q Würfel eine 1 

zeigen? 

Man gebe ^n Zalilenbeispiel, etwa j> — 10, «i ■* 5, f i» 3. 

Potsdam. Otto MsuamB. 



161, Ein Trichter mit dem Öffnungswinkel 2 a*) besitzt am unteren 
Ende eine Otfnung von 9 cm' Querschnitt. Tn ihn strömt von ohfn }ier 

cm' 

eine Wassermene*^ von i) — Wie hoch steht das Wasser im Trichter, 

^ ^ sec 

wenn der stationilre Zustand erreiclit ist, und wie lange Zeit ist nötig, damit 

der Zustand stationilr wird? 

Potsdam, am 14. Dezember 1905. Otto Meissner. 



Zu 128 (Bd. IX, 181) (0. Gutsche). — Bezeichnen wir die Abszissen 
der Bndflftehen des geraden Zylinders mit ae^ und «|, wobd a;^>%, und 
den Radius der Endflkdie mit jf, so ist das Volumen des Zylinden 

(1) F=yM^,-x,). 

Dieses soll ein Maximum werden. Zwischen den hierin auftretenden drei 
Variabein bestehen die beiden Gleichimgen 

(3) ,-^y.-:r^^-;-y.-:=^. 

Wir eUminiaren tuerst jr, indem wir in (l) den aus (2) folgenden Wert 



1) D. h. also: Die Erzeugenden des geraden Kreiskegels, deaaen Gestalt der 
TUebter bat, bilden mit der Kegdaohie emm Winkel «. 
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wobei xwisdieii «i und j-, Üe ans (d) folgende Oleichnng bettekt 

(4) a(jri + .rj) = 4 -f a-i^g 4- 4- 

Nun führen wir in (3) und (ji) die Q6oen Yaxiabeln s und t ein mittels 

der Gleichungen 

(5) Xii-Xi = s, XiX^ = t', 

dann erhalten wir statt (S) und (4) die beiden Oleiohmigen 



(SO V^^t j/(s« - 40(a- - + Ö, 

(4') 0* — a» — t 

Setsen wir den ans (i') folgenden Wert l»«*^«« in (3') ein, so folgt 

(6) y*^^s\8-a)\4a-Ss), 

Sefaen wir nim den Ansdruok 

- a)*(4ii - 8«) - 

so wird mit V gleichzeitig auch M ein Maxiuium. Es ist weiter 

dM 8_ , _^ a 



• ' • — a 4a — 8« 

d*Jlf S 4 9 

'3iP*"'"s?"(s-«)*~(4«-»*)* '*^"* 

Die ans düf^O folgende Qleiehang 

liefert lür 8 die beidon W erte s = ^ (ö ±^7); da aber 5 = + or, größer 

als die Abensse -j- der Mamaalordinate sein maO, so gilt nur das obere 
Vorzeiohen. Ifon hat 



6 

Für die verlangte Htthe hat man nun 

A-a^ — as, -y«* — 4*-y4a»-8s" 

und mit Einführung des für 5 gefundenen Wertes 



»_«y24-6/7- 1-1/8(^7-1). 

Aussig (Böhmen). stud. niath. Josef Kkuo. 
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Zu 189 (Ba.1X, 8. 161) (G. Kohw).— ErsfeLäsurtff: Die allgemeine Pbrabel 



tr aw ^ Oj^s^ ist iu dem Falle n = 2 ein Kegelschnitt, mithin das Erzeugnis 



projektiTer BtrahlenbüstdieL Wie folgen die beiden Träger dieser Bfiechel 
und die erforderlichen dfei Paare entsprechender Strahlen aus den ge- 
gebenen drei Punkten a; = 0, y ™ und den beidou absoluten Punkten 
y =, 0^ X — + 1 durch lineare Konstruktion ? — Joder Punkt der Kurve 
If mM Oq -\- a^:r -f- Ojar' ist der Schnittpunkt der beiden Strahlen y==a0 + ilx 
nnd «2 + die ▼on den Ponkten y^tt^ und y ««s» oo der Achse 

» — 0 g e tragen werden. Die dem gemeinsamen Strahle x^O entsprechen- 
den zwei Strahlen y — : a? = : 1 und or = oo sind Tangenten der Kurve. 
Dieselbe ist also eine Parabel, von welcher außerdem als Schnittpunkt eines 

dritten Paares entsprechender Strahlen der Punkt ^ + o»^ 0 

gegeben ist. Die Ordinate dieses Punktes ist if — tt^\ seine Abszisse aber 
ist die Abszisse desjenigen Punktes des Strahles y : x= : — 1 , dessen 
Ordinate y ^ ist. Von jedem der Taugente y = aQ-\-a^x parallelen 
Stralil wird dieses dritte Strahlenpaar in den Schnittpunkten eines vierten 
Paares entspre<Aender Strahlen geschnitten. 

Holzminden, 80. Juli 1905. 0. Kobxb. 

ZweiU I^smg, — Die sn betrachtende Parabel hat die Gleichung 



OA = 1 und OB = — 1, auf der y-Achae die Strecken OC = a„, OD = aj, 
OE » ab. Der nnendlich entfismte Pnnkt der dP- Achse sei X, die tm- 
endlich ferne Gerade g^* 

Die Koordinaten a; = 0, y = fi^ des Punktes C befrifdigeu die Glei- 
chung (1); daher ist C ein Punkt (ler Parabel. Die durch Ä und B zur 
X-Achse senkrecht gezogenen Geraden haben mit der Parabel den unendlich 
entüeniten Pnnkt 0' gunein. Die j^urahel ist also das Erzeugnis zweier 
projddiTiBdier StrahlenbtlsdMA (C) und (C), die noch näher zu bestimmen 
sind. Nimmt man als Fundamentalstrahlen des Büschels (C) die beiden 
Geraden r T 1 =- 0, die die Parabel in Pj(.r = 1, = -}- o, + a^) und 
P^(x — — 1 1 y = «0 ~ <*i "i" ^'s) schneiden, so sind die Gleichungen der 
Piuidamentalstrahlen CPj nnd CP^ des Bfischels (C) 

(ai + Og)» — y + 00 — 0, (o, — o,)« — y -f «0 =- 0. 
Dia Gleichungen der beiden Bflsehel (C) und (C') sind also 



Hierin ist noch l' durch iL aussndrücken. Dazu benutze man ein be- 
liebiges Paar sich entsprechMlder Strahlen, z. B. die Geraden a; — 0 als 
Strahl des Büschels C und « >• oo als Strahl des Bflschels ((?')« 



n 





(2) 



x—1— k'{x 1) — 0. 
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(2) die Oleidtung dkmr beiden 8traUeii m erhalten, muB man I 1 und 

auch X' — 1 setaen, woraus k' = k folgt. Setzt man dies in (2) ein und 
eliminiert dann X. so »'rgiht sich die Parabelgleichung (\). Tu den bpidon 
Büscheln (2) sind die BUsubelträger bekannt, nämlich C als gegebener 
Punkt und C' aia unendlich entfernter Punkt der Geraden CDE; ebenso 
rind die Fandamenialstrablen C'Ä und C'S das BHachali (C) bekannt 
Die Punkie P| und P, und damit die FnndaBWataUtvalilMi des Btticheb 
(C) findet man durch folgende lineare Konstraktton: 

(<7X, ÄC')^H, (HO, g^) - (DJ, AtTj^K, (OK, 9^)^L, 

(EL,AC^^P,i 

^I)H,g^)^M, {CM,BC')=-N, (Oy,g^)~Q, (EQ,BC')^P,. 

Als dritten Strahl des Büschels (C) nehme man die Gerade BC, die 
die Parabel in F iehneidet. Ihre Gleichung und die des entsprechenden 

Strahles C' F ergeben sich aus (2), wenn man k = setzt, 
nämlich ff,x-y + Oo-0, ff,«-a^ + a,-0. 

Dnreh Addition beider Gleichnngen erhili man (oj a^x — jf 0, 

d. h. die Gleichung der Geraden DP^, woraus hervorgeht, dafl man den 
Punkt F hIs Schnittpuukt der r.tTaden IW und T>I\ findet. 

Für die Gerade C X. odtr // --^ '/„ als Strahl des Büschels (C), die die 
Parabel ( l) in G schneidet, Üudet man den entsprechenden Strahl C'Ciy 

dessen Gleichung x ^ — ist, durch folgende einfache lineare Konstruktion: 

(BE, ff^) - J2, (DR, OX) - 8, (CS, CX) - ö. 

Prenalan, 15. August 1905. W. Bteqbmamn. 



Dritte JLösung* Aus der gegebenen Parabelgleichung 5r»ao+0i^~i~^^' 



folgt: 



X 



«1 + ««-r 
■ i 



worin 1 einen Tariabeln Parameter bedeutet Wir efhatten die beiden 

StrahlenbttBefael Jl — o, 

^ — iiT -f fl» und X -» —r- , 

von denen daa erste seinen Träger im Punkte (0, a^) und das aweit» im 
nnendlich fernen Punkte der y- Achse besit/.t. 

Drt i ans den Angaben leieht kon^^tmierbare Strahlenpaare dieaer BQsdbel 
erhalten wir durch die Annahmen A «■ 0, Oj, — a|, n&mlich 



0 

— a, 



Aussig, Bdhmen. 



y- "e 1 



X ^ 



0 



stud. math. Josef Kruo. 
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Za 180 (Bd. IX, 8. 808) (A. Krng). — Die Eckpunkte des konvexen 
M-Eeks seien ii, , J^, . . . Die beliebige, Ton il, ausgehende Diagonale •^i^j^ 

wird von denjenigen T^iagonalen innez^halb des n-Ecks geschnitten, deren 
Endpunkte auf verschiedenen Seiten von A^Ä^ licpen. Nun liPL'en auf der 
einen Seite die Eckpunkte A^, A^, . . . -4j_j, abo /.• — 2 Eckpunkte, auf 
der andern Seite die Eckpunkte A^^^, -^jt+si • • • -^m n k Eckpunkte; 
mithin wird die Diagonale AiA^ innerhalb des M*Ecks von den übrigen 
Diagonalen in {k — 2) (» — k) Punkten gesehnitten. Vom Punkte Ai gehen 
die Diagonalen -^1-^41 • • • -^i-^m-i demnach ist die Anzahl aller 

innerhalb des /i-Eeks liegenden Schnittpunkte der von Ai ausgehenden 
Diagonalen luit den übrigen Diagonalen 

-2) («-*). 

Dieselbe Zahl ergibt sich für jeden andern Eckpunkt, so daß man im 
ganzen diese Summe t> mal erhiilt. Dann i«!t aber jeder Si'^hnittpunkt bei 
jedem Endpunkte der beiden Diagonalen, die sich in ihm schneiden , also 
vier&cb gesSUt worden; daher ist die wirUiehe Anzahl ^| der hier in Betracht 
kommenden Sdudt^mnkte k^n-i 



^1=1^ (^ "2) in-k). 



Es ist nnn 

^(k - 2) (/I - k) -1. (h - 3) -}-2 • ("-4) -3 • i>-5) + • • • -f («-4) • 2-r-(«-3; -1 
—(1+2+34- • • +[fi— 3])i»— (I.3+2.4+8.Ö+" . -K»*-^Jl«— 3i[«— Ij) 

+ 1 + „ _ a 

- 3] - (« - l][2ii- SJ + 6) 

"rT:it** + rar» 

Mithin . n(<t — l)(n^g)(«-- 8. 

^1- 1.2.8.4 ^Uf 

Die Diagonale A^A^ teilt das ?7-Eck in zwei Polygone, in ein /. - Kck 
und ein (« — /; -t- 2 )-Eek , die zu beiden Seiten von AiA,^ liegen. Die 
Di^^nale A^A^ wird in ihrer Verlängerung von den Verlängerungen aller 
deijenigen Diagonatm der beiden genannten Polygone getroffim, die keinen 
Endpunkt in A^ oder in A^ haben. Die Gesamtzahl der Diagonalen des 
Ä:-Ecka ist \k(^k — 3); davon geht ab die Zahl 2{k — 3) derjenigen Diagonalen, 
die von A^ und A^ ausgehen; die entsprechenden Zahlen für das (t? — k :? j-Kek 
sind ^ (#1 — it + 2) (« — A; ~ 1) und 2{n — k—l). Die Anzahl der auf der 
YerlftngiBrang der Diagonale AiA^ liegenden Diagonalensehnittpnnkte ist also 

- 8) - 2 (jfc - S) + |(n - Jl- + 2) (/» - Jfc - 1) - 2 (n - fr - 1) 
(l; ~8)(t-4) . (n~t-l)(it- fc-2) /k - 3\ /h-*-1\ 

" Ts Tä \ « )^\ 2 



Digitized by Google 



384 Vemuschte ÜiUiteilangen. 

denmadii iBt di« Anzahl Abt anf den VerlKngenuig«! aimüidier von 
ausgehenden Diagonalen des f»*£oks Uegenden Schmttpiinkte 

*f[f7>(-r')]-^[ö+a)+-+r70]-^("7> 

* = s 

Nimmt man dies für jeden Eckpunkt des n-Ecks, so ist wieder, wie vor- 
hin, jeder Sdmittpuukt Tiermal gezählt worden; daher hat man för die 
Anzahl ilTi der anfierhalb des n-Eeks liegenden Diagonalensdinittpunkte 

(";•)• 

Bezeirlinet man mit die Auzalil der Schnittpunkte derjenigen 
Diagonalen, die sich in den Ecken des konvexen n-£cks schneiden, so ist 



wenn man jeden Eekpnnlct, weil sich in ihm Diagonalen schneiden, 

2 j - fachen Punkt zUlilt. Uiitor dcrselbeu Vüraussetzung hat man, 

wenn m die Anzahl sämtlicher Diagünakn des ti-£cks und N die Anzahl 
iluwr Schnittpunkte ist, 

Da nun ^ — -f -j- JV, ist, so gilt die GJeichung 

(:)-c)+H"7V»cr)- 

Dies iKfit sich leicht besttttigen, wenn man für seinen Wert, n&nüicli 
^»(n-S)[^i»(>»-8). IJ _ ^ 3) 3„ _ 2) 

setzt Denn es ist 

_ n (n — 1) (« — 2) (n — 3) 2n {n ~ S) (n — A)(n — 6) -j- 18it(w — 8}(w — 4) 

-^-4^V?«— - i" (" - i i-" - 8" - »)• 

Prenzlau. W. Stbgemakk. 

%. Anfragen und Antworten. 

Zu 22. (8, 331). Vergleiche: A. Fleck, „Über die Dai^t«llung ganzer 
Zahlen als Summen Ton poeitiTMi Kuben und aJs Summen tco Biquadraten 

ganzer Zahlen''; Sitz. Bn. der Berliner Math. Ges. 6, 9 — 9; sowie A. Fleck, 
„Zur Parstflluii«; (]f'tiuit<?r binärer Fonr>pn a.ls SiimTnen von Quadraten 
ganzer nitionalzahliger Formen"; Archiv (3j 10, 23 — 38. — Danach ist 
jede positive ganze Zahl durch höchstens 13 positive Kuben und durch 
höchstens 39 Biquadratsahlen darsteUlwr; ferner llBt sich jede qnadratisclie 
(Landau) und Uquadratische (Fleck) binSre Fonn als Summe TOn höchstens 
6 Quadraten ganzer Funktionen darstellen. 

Potsdam, 4. Februar 1906. Otto Mbsshbr. 
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3. Xl€inare Hdtlssn. 



IM« Avljpübe» «!■«■ ITlifel dvrA «Uieii amMmn. diiMirafl«U«beB. 

Betrachtet man die isometrieche Progektioii des WUrfels, die ja ein 

reguläres Sechseck ist, so drängt sich die Aufgabe auf, dmcb einen gegebenen 
Wfiifpl einen andern tlnnh/uscliielien. "Sinn braucht zu diesem Zwecke nur 
dem Sechseck ein (Quadrat cin/ubesehreiben M , das sich dann in der Rich- 
tung der isometriH'hen Projektion d. h. parallel zur Würfeldiagonale dorch- 
scbieben l&6t, wobei der "Würfel nnr zwei Gegeneeken Terliert, ohne also 
auseinanderzufallen. Eine kleine Rechnung ergibt als Maximam ftlr den in 
der isometriBchen Prqjehtionsriehtnng durohgeechobenen WAiübI als Kanten- 
l&nge: 

Ä -= a [1/6 - |/2 ] 

wobei a die Kantf idäuge des gegebenen Würfels ist; ansgcrechuet erhält 
man $ = l,0o53 • a; der durchgeschobene Würtel i£t somit grüber als der 
umgebende. 

Prinz Rupert oder Robert aus dem Hause der rheinischen Pfalzgrafen 
stellte, wie van Swinden in seinen Elementen der Geometrie Ijerichtet'), 
die Autgabe, den größten unter allen möglicbeu durchschiebbaren Würfeln 
zu finden; diese Aufgabe löste Peter Nieuwland, ehemals Professor in 
Leiden. Yan Swinden gibt sie in seinen Elementen wieder^), jedoch in 
einer seiner Zeit entsprechenden, ftlr unsere mathematische Spraebe schwer 
Terständlichen Parstellungs- 
weise. Da sich in bekannteren 
Werken nirgends eine Lösung 
dieser lehrreiehen Aufgabe fin- 
det, aof welche uns Herr Pro- 
fessor Dr. Doehlemann in 
seinen Übungen zur darstellen- 
den Geometrie aufmerksam 
machte, 9» es gestattet, im 
folgenden aof andere Weise das 
Maximum kurz abzoleiten: 

Denkt man pich in der 
Diagonalebene AG FD des ge- 
gebenen Würfels AB CDEFGH 
(Signr l), dessen Kante a sein 
möge, das Qnadiat lELM mit 
der Seitenllinge n symmetrisch Wig.t. 
zum Würt'elmittelpunkt 0 lie- 

guud, hO läßt sich dasselbe um PQ parallel IE durch 0 als Achse drehen, ohne 
den Wflrfel zu dorchsdmmden, denn seine Eck^ kommen sofort in das Innere 
des Würfels zu liegen. Man kann deshalb die Seite des Quadrats ver- 
grüBom und dadurch für jede beliebige, bis sa einer gewissen Qrenze gehende 

1) vgl. Müller-rresler, Leitfaden der l'iujektiousb.'hre Auagabe A; S. 156. 
S) I. H. van Swindens Element« der Geometrie, aus dem HoUftndiflehen 
fibersetzt und vermehrt tou G. F. A. Jacobi. Jen» 1984; S. 8i>4. 
S) ebenda S. 542. 
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Drehnnp um PQ rrrpichpn, daß die neuen Ecken Tind damit zwei Spit**n 
wieder auf die Würielobertliiche zu liegen kommen; dabei beschreiben die 
Ecken des Quadrats auf den beiden Gegenflachen des Würfels eine Hyperbel, 
deren GMclrnng lautet: -|- ax — = 0 

{I Aiifaugspuukt und 1A z-At hse des Koordinatensystems.) 

Bei dieser Wanderung kommen einmal die Ecken des Quadrats auf 
die WQifelkanten su liegen. Die bttcflglichen Punkte seien r^K!^L\M\ 
Beuichnet man dann die Projektion des Quadrats t^ll^t «nf die Dia- 
gonalebene ÄQ-FJ) mit RSTÜ nnd den Schnittpunkt von HU und der 

\oben erw&bnten Drehangsachse mit P, 
so gilt: 
Dreieck ABT gleichschenklig und 
\ xi\ recfatwinldig bei 

Dreieck FBT zeefatwinklig bei 

rP-J-a-; ÄP-}a; 

Ali ^ \ ay2 - \x = TR. 
8omit TR^ + TF-, 

d.h. [{«yä --H» + (Jx)» 

worans x = f a/» «» 1,060660 • ü. 

Rrhit^ljt man dieses Quadrat / Ä'Z'Jf' 
senkrecht zu seiner Fläche durch den 
Wflrfel, 80 verliert letzterer nnr die 
Eeken B und E. Dabei ist zu be- 
morkpn, daß die Durchscliielinelihing' 
durchaus nicht mit der Richtung der 
isometrischen Projektion identisch ist d. h. parallel zur Diagonale BK des 
WQrfela, sondern mit derselben einen ^Hnkel Ton 15* 47' 36" etmchliefit 
Die Kanten werden bei der Dnrehdringung nach rationaltfa Yeriiiltuissen 
geteilt, nämlich 3:1 und 3:13. 

Ein Modell dieser Durch di-inf:runq', welche Figur 2 veranschaulicht, hnh<»n 
wir für die mathematische Sammlung der Univpi'sität München liergtiäteüt, 
München. cand. matb. F. Koch und i. üeisachku. 




Beriebtigiing einer Arbeit Ton Herrn £. T. Whittaker (Messenger (ä), »1, 

146—148). 

A. a. 0. findest sich ein Fehler, der, wenn auch h^lcht zu crkfuntn, 
doch vielleicht eine kurze Berichtigimg verdient Es bandelt sich um die 
Dantellnng Ton automorphen Funktionen durch onendlioke IVedukte. Unter 
der YnraussPt/ung, daß /, a zwei Pimkte in demselben Gebiet A, und B^«r, 
ihre Transformierten in dem Gebiet sind, betrachtet Herr W. das Produkt 

» — a .t — a 
n n 

n " • 
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wo von jedem Paar entgegengesetzter Indices immer nur einer zu nf»limen 
i>t. Da stets, auch bei der allgemeinst^u Beschaffenheit des Gebieu > A, 
(i^y konvergiert, so ist auch das Produkt F{z,a) in dem reguitireu 

a 

Punkten absolut konvergent. Nicht richtig dagegen ist die Behauptung, 
<iaß J'u-,a i eine automorphe Funktion sei. Dies zu beweisen hütte Herr W. 
die Funktion F{z^,a) bilden und ihre übereinstimnmng mit F{£^a) zeigen 
mflsBen. Er Uldet »ber ttott deiwn die Funktion ■F(z„,a^), die natflrUoh 
gleidi ■F(«,a) ist, da die beiden Punkte z und a gleichzeitig nur in ein 
anderes Gebiet A^^^ verlegt werden. Herr W. würde den Fehler sofort er- 
kannt haheu, wenn er f^icnsn mit der Weierstraüschen ö- Funktion ver- 
fahren wäre, auf deren Analogie mit F{Zf€t) er selbst aufmerksam macht. 
In dem speziellen Falle, wo schon ^(jg,— c,) konvergiert, tritt an 

Stelle des obigMi dM einfkchere Produkt 

(1) •(«.«) -(«-«)/7S"ri/' 

• • • 

das zuerst Herr Schottky (Journal ftr Math. 101, 8. 227 ff ) betrachtet 
hat, und auf das auch leicht die Poincaresche Theorie führt. lU* Funk- 
tion ^1; reproduziert sich beim Übergang von e in in der Wm^e, daä 



1 E (a) 



dz £ £ {g)' 
mm ' 

Die Funktionen log spielen hier die Rolle der Int^praie erster 

Gattnng. Aus (2) folgt, daB eine automorphe Funktion mit r 0^ Punkten 

II. . . ., a"" und r ncj^ Punkten |3V .... ^' (wenn r>jj, d. h. grOAer ab das 
Geschlecht des Gebietes A) von der Form ist 

und daß die p Bedingungsgleichungen zwischen den 2r Punkten a und ^ 
(unter vereinfachenden Voraussetzungen) lauten 

^[log B^i^vT^ - log 0 (««»,...1»). 

Für die Funktion F{z,(t) dagegen gibt es keine Reproduktionsglei- 
chung von der Form f'i) und keine Darstellung der automorphen Funktionen 
von der Form (31, wie schon aus der Poincareschen Theorie folgt. — 

Tübingen, Sept. 1905. Hbrxaxn Stahl. 



Eine V eraligeuielneruug der v. Staudtschen iirojekliven Koordinaten. 

Wegen seiner Kürze und prägnanten Fassung sei es erlaubt, einfach 
ans T, Staudt m iiti»rw: „Durch vier in einerlei Ebene liegende Punkte 
.i,.B,C(7,, von weloiken keine drei einer und derselben Geraden angeboren, 

ist ein ebenes Koordinatensystem (^,B,0,Cj) beslimmf Jeder außerhalb 

fhr Gn-nfJrn CC^ Ufgt^ulf !*nnkt P der Ebene ist durch die Orradfii be- 
stimuit, vvekhe ihn aus den Punkten 6j, C projizieren. Die Werte der 

Archiv der Mathematik und Ph^kik. III. B«ibe X. 22 
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Würfe a^(ABCP), CiABC^F) sind die Koordinaten clos Punktes P in 
Hinsicht aut da^ erwähnte Sjstem/* (Beitr. zur Geom. der Lage, II. § 29. 
411, pag. 266). 

Für die Pnnkte der Geraden CCj ist also eine besondere Koordinatea- 
bestimmung notwendig.*) Ganz ähnlich ontzieheu sich der v. Staudtschen 
Koor'linatf'nbestimmuntr im Räume die Funkte von der Ebene der Projek- 
tioDsachäun, oder aligemeiner, wenn man diese Projektionsachsen nicht in 
einer Ebene, sondern g«ni beliebig anaimmt, die Pnnkte eines eimcbaligen 
Hyperboloids. (Siehe L c. § 29. 413, pag. 867). Man bedarf in dieser 
Ebene bezw. fUr die Punkte dieaes Hypo-boloids gleich&Ua «ner besonderen 
Koordinaten!) (st i mmnng. 

Diese Anomalie wird vemiiedea, wenn mau i. B. in der Ebene statt 
zwd Strahlenreihen erster Klasse, deren Strahlen CP und CPj den Punkt 
i> bestimmen, eine (nicht degenerierte) Strahlenreihe $wäter Klasse dem 
Koordinatensystem zugrunde legt> 

Zu jedoni Punkti' /' der Ehon*» eebOren ans der Strahlenreihe z\v*'I1er 
Klasse zwei iStrahlen jöj und p, , 'lie durch P <'plK ti; und diese bestimmen 
wieder eindeutig den Pimkt Mau kann also ai^ Koordinaten des Punktes 
die W«te der zwei Wflrfe (a6/>,c) und (nhp^c) annehmen, welche und 
mit drei fixierten Strahlen a,b,r der Reihe bilden. Eine Ausnahme bilden nnr 
die Punkte de> emliülleudcu KegeUdmittes der Strahlenreihe zweiter Klaü'se. 
Fflr diese bekommen wir mn- finon Strahl Ji, ab^r dennoch einf vollständige 
Koordinatenbestimmung, indem der Strahl j/ doppelt zu rechnen ist, und so 
beide Koordinaten gleich, und swar gleich dem Werte des Wurfes {ah[jc) 
sind. Das ganz duale Koordinatensyatem erfaftlt man, wenn man auf dem 
einhtQIenden Kegelschnitt die Berührungspunkte A,B,C der Tangenten a,&,c 
fixiert, und einen beliebigen Strahl p der Kbcnn durch die Werte der 
Würfe (ÄBP^C) und {ABP^Cf) charakterisiert, wo P^ und P, die Schnitt- 
punkte des Strahles p mit dem Kegelschnitte bezeichnen. 

Gans Shnlich ItBt sich die t. Stand tsehe Koordinatenbestimmung audi 
im Räume vorallgemeinem, wenn man die drei Projektionsachsen (1, c. § 29. 
•III, 412; pp. 266 — 2Fi7) als eine det;en« rierte Ratimkiirve dritter Ordnung 
auffaßt. Man wird in diesem Falle also eine nicht degeneriei^ Raumkurve 
dritter Ordnung dem Koordinateus^ stem zugrunde legen. Von einer aus- 
IQhrlidien Entwicklung kann man aber hier umsomehr absehen, da man 
diese Koordinatensysteme auch aus der so zu sa^^en utiinittelbar gegebenen 
projt.ktiven KoordinBtenbe^(i^lmun^' In einem findimensionaleii Räume dii'ekt 
als Anwendungen des Hessescben 1 hrrtrapirngsprinzips i^Creile Journal 
Bd. 66, pp. lö — 21) erhalten kann. Bei dieser Auffassung unseres Koor- 
dinatenprinzips ist es sogleich klar, daB es anek für Blume von beliebigen 
Dimensionen anwendbar ist, wir woUen daher darauf n&her eingeben. 

Es sei also eine lineare Punktreihe 5 gegeben, mit den fixen Punkten 
ä\B\C'. Ein beliebii^er Punkt P' der Punktreihe ist durch den Wert des 
Wurfes (A' £' P' C') bestimmt. Das Hesse&che Cbertragungsprinzip läßt 
die Punkte der Ebene den Pnnktepaaren dieser Reihe entsprechen, ünd 

1) Durch die Einführung der (Fiedlervchen) homogenen Koordinaten wird 
dem dadurch genüge ^'elcistet, daft tm Koordinatendreieck dgentlich drti ^lnl(Äx- 
beroehti^te v stau'lt^• ll■ Knordinateosyiteme gegeben sind, von denen immer 
wenigsteuB eins nicht t erlogt. 
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«war geometrisch Iftfit sich diese eindeutige Etttspreehimg folgendermaßen 

statoieren: man legt einen Kegelschnitt zugrande, welcher den Träger der 
Pmktreihc berührt: dann vermitteln dif zwei Tangenten /^p/^«, welche aus 
euiuin beliebigen Punkte F der Ebene zum Kegelschnitt laufen, die gegen- 
seitig eindeutige Entsprechung der Punkte P und der Punktepaare i^,P,'. 
(Den Punkten des Kegelschnittes entsprechen Doppelj tu lvl. in der Punkt- 
reihe.) Das Punktepaar P[.P' i t lurch die Werte der Würfe {A'B'P'^C') 
und {Ä'B'P!,C') charakterisiert; diese aber sind gleich denen der Würfe 
{abptC) und {abp^c), wo a,fc,c die zweiten Tangenten aus den Punkten A\ 
ü der Tangente s beaeidinen. Die Koordinaten, zu denen ipan ao duicli das 
Hessesehe Übertragungsprinop gelangti sind also dieselben, welche wir oben 




in bezug auf das System, gebildet durch den Keirelschnitt mit den fixen Tan- 
genten a,^>,c, erhielten. — Bemerkeni?wert dürfte es noch sein, daß dureh 
letztere Fonnalicrung die etwaige Konstruktion einer projektiven Skala (so 
wie c. B. in F. Klein: Jßeft<-EMlMfi9dke Geometrie betnw&tet ist) auf 
dem Kegelschnitt reduziert wird auf die Konstruktion einer solchen auf der 
Geraden 

Diese Verallgemeinerung der projektiven Koordinaten will natürlicli in 
erster Reihe nur theoretisches Interesse beanspruchen, doch dürfte es in 
gewissen Fftllen auch in praktiflchM' Hinsidlit Vorteile bieten. Diesbezüg- 
lich sei erlaubt darauf hinzuweisen, daß man sie im Dienste spezieller Zweoke, 
aber ohne allgemeine projektive Fassung in der Literatur vorfinden kann* 
So ist z. B. bei Hurwitz {()itr die lieduktioti der binären quaätatisrlien 
Formni. Math. Ann. Bd. 45, pag. 85) die Charakterisiemnt: d»'r Punkte 
eines Kreises durch den „Parameter i" und die der Punkte außerhalb des 
Kreises dureh die Patameterwerte und welche den Schnittpunkten snner 
Pobure mit dem Kreise entsprechen, nichts anderes als ein spezidler Fall 
der obigen Koordinaten. 

Nagy-VÄrad (Ungarn), November 1904. AiiADia Visnva. 



( her chic bcHoudere isotherinische Spiegelung. 

Den Beghtl der iso thennischen Spiegelung als der konformen Ab- 
bildung einer Spiegelung gegen die Gerade setze ich als bekannt voraus, 
ebenso den der Bizirkularspirale oder logarithmischen Doppelspiiale, die als 
isogonale Trajektorie eines KreisbOschels oder als stereogr^hische Projektton 

n* 
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dar gowölmlichen oder verallgemeinerten KugellozochroiDA betrachtet werden 
kann. Aus ihr lassen sich (Üp Inversionsvorwnnrlten rler Röhrenfläche der 
logarithmischen Spirale (mit verJinderlichor Kugelj ableiten. (I ber diesen 
Gegenstand schrieb ich zuerst in der Zeitschr. für Math. u. Physik XiV, 
1871, spftter in Grelles Jounial und in der Einführung in die Theorie 
der isogonalen Verwandtiofaafittn, Mch im Bd. III nieioeir Steieoineinef 
Ijeipzig bei Göschen.) 

Die isothermiscbe Spiegelung gegen die Hizirkularspirale beliebigen 
Bchnittwinkels y ist eine ziemlich allgemeine Operation insofern, aU sie 
Audi die Spiegelung gegen die gewölmiidke logarWmkdke Spirak, die Krds- 
«mwrmof», die Spiegelung gegen die Qende nli beeondere lUle einachlieBt. 
Trotz des transzendetttea Charakters ist sie der elementaren Behandlung zu- 
gänglich. Daß Steiner auf den Gegenstand nicht eingegangen ist, liegt 
wohl daran, daß bei den Konstruktionen in der Hegel ein transzendentes 
Element nur mit AnnKheruug gezeiohnet werden kann. Von dort aus aber 
ist alles mit Zirkel ond Lineal m erledigen. Ebenso leicht nnd elegant 
ll£t sich die analjtisehe Fonnnliemng an^gestalten, wie das folgende zeigt 

a) S^^kffdmig gegm die Bi0irkiUan]Mr0k wm Sc^nitiwinkel y mit den 

e"» + 1 

Fallen ± 1, die dun^ einen MliAigen IhmU » — a « - der redien 

IHe Oleichnng der spiegelnden Küre ist 

(1) (lg ^)8iny -i<p~X) cosy = Ojsiny. 

Die Radiivcktores p und q gehen von den Fttukten x + 1 aus, ip und 
sind ihre Neigungswiuk«!. Das Spiegelungsgesets der Geraden ergibt hier 
folgende Koordiuatenbeziehongen: 

(2) • lg^=(lg^)co82y + (9»-x)8in2y + 2fljSinV-«, 

(3) <D — JC — (lg ^) sin 2y — (9 — x) cos 2y — 2a| sin^r cosy — v. 

Dabei kauu mau die großen und. die ülemun üuciiätubeu mit einander 
vertanadien. Es entsprechen also einander in Bisirknlarkoordinaten die 
Knrrenscharen: 

(4) /[ig^', (0~X)]-O 
und 

(5) 



f [(lg ^ cos 2 y + (9? — X) sin 2a^ sin' yj , 

(lg ^ sin 2 y 7 — x) cos 2 y — 2 sin y cos J = 0. 



Aus (2) und Co) crgthl sah. daß ila< Kr^^biische! dincJi -Jr 1 und dir 
Orthogonal schfir von Kiemen in zicd Orthogonalschnrnt um Bizirkularspiralrn 
übergehen. Aus (4) und (5) folgt, daß jede Bmrkularspiralc der su (l) 
gtikGrigm 8dhar in ein anderes IwHviduum deradben Schar Übergdii^ jede 
der Oräiogonalschar in eidt Selbst. J^ede konpolare Doppelspirale geM in eine 
d>en8ciche Uber. Die ganse Geometrie der Ebene geht dundi diese Spiege- 
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long m dne amnb GMHSMtrie ftbar. Drflekt man u und v in C^fftesiadwn 
Koordinntea ans, to genfigen beide identiaeh der Laplaceschen Differential- 
gleichung J^u — 0. Die Ausdrflcke u iind v sind selbst isothermische 
Koordinaten mit allen physikaliscben, kartographischen nnd sonstigen Be- 
ziehungen. 

b) Aufgabe. DurA ir«Icft< Tramf^rmal^ionsformd wM dim i$athenmit^e 
Ans 

«i- (lg ^)8iny~(9>-x)c08y» v^^ (lg ^) cosy + (9 - x)8«y 
folgt 

1*1 -f- »1» = (lg ^siny -f icosy) — (q> — z)(coay — tsinyj 



oder 



- t (cos y — i sin y) lg [| />] 
«1 + « »(cosy - ism;) lg x^fYiZfi' 



Die allgemeine Transformationsformel fQr die Spiegelung gegen die laofhernien 

II = l\ ist r -f l'i == 2Ä-, — (m — ri), wobei « ans IT und » aus F 
durch VertauscLiuig von -f- t mit — i entsteht. 
Sie geht hier über in 

» (cos y - isin y) lg - 2aj sin y - [- t(co8y + •siny)lg ^"^^ ~\_ - 

Daraus folgt leicht 

Darauü folgt die gesuchtt' TranstVinnation in der Form 

e) Kombiniert man diese Spiegelung mit einem Umklappen um ^ 
reelle Achse, so braudit man auf der rechten Seite von (7) nur + i mit 
— »zu ▼ertauschen. Dies gibt die Funldion komplexen Ärgummta 

j ^ rt«, d»y (««y - <tüiy> - ir*'««''-'*^ *y 

/ö\ ^ _ , L^j+JJ 

^ 1 _ ^ . S«. rin y (CO. y - . .in , ) . — l-[eot>y-i.liity » 

od«r 

(^ ) ^ ™ I ^jOO»8y — »iTni y _ _ j^oos^y — i'»Uiäy ^ gi'8«4«iny(co*y— ••Iny) 

Das Ganse kommt also auf eine Funktion von der Gestalt 



(9) 
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hiuauä, wo k und c komplexe Koostauteu siud. Die eiugeheude Uuter-^ 
suehnng tmer wldieB Funktion becw. konformen Abbildung bietet aber 
keine Schwierigkeit und ist ein einfaches Ühungsspiel. 

d) Eigenschaften (fiV-.syr Ahhihhtmj. Sic ist "konform und involuhrisrh 
und bedeutet eine Abbildung der Ebene in sicii, woraus sich zahlreiche 
einzelne Beziehungen ableiten lassen. Charakterisiert ist sie durcb die I^r- 
hoHung der JcotyMlarm Doppelspirtüm beliebigen Schnittwinkela'), wobei der 
letctere im allgemeinen ge&nd^ wird. Bei der Festhaltung der Pole ± 1 
kann man die Spiegelung mit UmUappung um die reelle Aehse, d. h. die 




Tranift»mati(m (8), mit Doppelspiralen von beliebigen Schnitt winkeln 
mehrfach wiederholen, dann kann man die Anfangsgebildc diurb cmc ciuzige 
Abbildung derselben Art in die Schlußgebildp flbei-fnhrcn, d. h. mau liat 
eine Tramfonnationsgruppe im Sinne von Lie. Letüteres zeigt sich au der 

Transformation Z ^ ^^-^ • Unterwirft man hier Z der Trane- 

tormation derselben Art 1=^ ^ \ — , ^ ist - - -r~ - - v«. ' 

Hier geben und hjf^ neue komplexe Konstanten, so dafi die erste 

1; Mit einem Kreiubüschel. 
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Funktion und die letzte von derselben Gestalt sind. Dies kann man be- 
liebig oft wiederholMi, stete leintet die saeuiimeiifnMeiide Abbildung deraelben 
Fotm danelbe, wie die Keiheiifelge der vorangegangenen. 

Diese TFansformationsgmppe entbftit die oft behandelte dmch 

Z ^^^^ daigegtellte als besonderen Fall in rieb nnd bedeutet eine 

eifaeUidie Erweitemng insofern, als die Exponenten kompleace OrSBen sind. 

e) Unterwirft man Gebilde^ die gegen eine Doppdspiralc beUiAiffm 
Schniffiritflch y und mit bclirbificn Fnlen (f/, ^^ ? i nnd f't, -f-ftgi) isothermische 
Spiegclbthin- sind, einer heliebi'jcn Kreisinvcrsion, so bleiben die Gebilde zu- 
sammengehöhge Spiegelbilder gegen die neue logaritbmisühe Doppelspirale, 
die ans der ersten entsteht Ist einer der Pole Liversionssentrum, so entsteht 
aus der ersten Doppelspiralc f^ine gewöhnliche logarithnusehe Spirale. Könnt man 
also das Spiegelnngsgesetz für die letztere, so kennt man es auch für die erste. 

Die Spiegelung gegen die gewöhnliche logarithmische Spirale wird durch 
die Funktion 

X + y« — (jc — yi)w««y+'»«"ir . e-«i'«'»y(»"y+'«toy = f\x — y%) 

vermittelt Vergleicht man damit die Gleichung (6), so erkennt man die Foiiuel 



(x-f- Yi)-i ^r (g-yO~n 



wonws ^, V 



folgt, so daß man sich alle Hechniingen ersparen kann. Ent (sprechendes 
gilt für die Abbildung mittels der Funktion komplexen Arguments. 

Dies ist der analytische Ansdruek fttr das eben Gesagte, gilt aber weit 
allgemeiner in folgender Form. 

I'rifeneirft man in einer Tennformen AbbUdung Z=/'('V die f^ine in- 
voiutorische fa^,so isothermische Sjnegelnnp nebst UmJclnppxng um die reelle 
Achse) sein soll, die beiden Variabein derselben TransfornMlion =• f\{^}, 
Sj a> fi{e\ 80 mtaiaa die GteM»ung f^(Z) = f[fi{z)], die, fuuh Z oder t auf- 
gelöst, eine neue Funklion Z = f(z) oder z =- f{Z') gibt, die äbenfatts invo- 
lutorisch ist und eine isotlierniisrhr Spiegel »mg nrbst UmJdappnng bedeutet. 
Die Wiederholung dieser Operaiimen gibt eine Transformationsgruppc, hei 
der der involutorische Charakter zu den Invariuntm gehört. Auch dieser 
Sati erspart viele Rechnungen and ftthrt synthetisch sn einer großen Änaahl 
lösbarer Spi^elungen. 

Q BesofMiere JFWKe. Eriiebüche Vereinfachungen treten ein, wenn 

y — 45^ ist. Die Gleichung der spiegelnden Kurve ist dann lg ^ ~ (9 — x) *** Oi* 

s 

Die Eoordinatenhesiehnngen werden 

lg ^ = (<P - X) + «11 X- lg I - aj. 

Bei der Spiegelung gegen die logarit]imi<cbe Doppclspirale ZU 45' mit den 
Polen i 1 entsprechen also einander die Kurven 

f[lg^, (4>-JC)J-0, /•[(,p-.x + ai)(lgf-«i)]-0. 
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Die Kreise des Bflsehela dnrcb ^ 1 verwandeln sieh in die Kreise der 

Schar. Jede Sch&r von DoppeUpiralen beliebigen Scbnittwinkels geht in. 
die Orthogonalscbar ttber. Die Spiegelmigsfotmel wird 

X+ r»-— L(x-yf) + lJ 



L(x-yO + lJ 



Für die Kombination mit der Umklappuog um die reelle Achse entsteht die 
Fonktion Iromplezen Arguments 

(e - 1/ {a - + l)' (a + 1)' + '■ <z ^ IV + + i)f«.(»+0 



(z — 1 / (a — 1 )• + • — (* + 1 )' ff» -f 1)*+' (£ - ij' - (s 4- l>e"' * +*> 



Noch weitere Vereinfachungen trgeben sich fär a = 0 und a — c», d. h. 
ftLr die Fälle, wo die spiegelnde Kurve durch den Nullpunkt oder den un- 
endlidi fernen Pnnkt gehl 

Ähnliche jßctrachtungen lassen sieh Aber die isogonalen Trajektorien 
aller Büscliol nn l Scharen isothermischer Kun'en anstellen, z. B. für die 
der kouiokaleu Lemniskaten zweiter und höherer (^auch gebrochener) Ordnung, 
für die der konfokalen Ellipsen usw. 

g) BeUäufiffe Ai^gabe. KonainMioH da Krümmumff^^teB fihr einen 
hdi^igen Punkt P der BizirlManpirak. 

Durch dio Pole 0 und Oj lege man den durch P gehenden Kreis (l). 
Man ziehe die Nonnule der Kurve für P und konstruiere don Kreis (2), 
der durch 0^ geht und die Normale in P berührt. Durch 0 und Oj lege 
man den Kreis (3), der den Kreis (l) reohtwink% schneidet Dieser tiifffc 
den Kreis (2) (neben P) in ebem Punkte Q. Die Gerade O^Q gibt auf 
der Normalen den Krfimmimgsmittelpanki (0 und 0^ können dabei 
tauscht werden.) 

Das einzige Transzendente dabei ist die Konstruktion der Normale, die 
jedoch als gegeben betrachtet werdm kami, da die Kurve gerade durch 

ihren Schnittwinkel zu definieren ist Alles andere erledigt sidi elementar. 

Durch die transzendente Voraussetzung liat sich, wie gesagt, Stein or 
vermutlich abhalten lassen, auf diese Kurven und ihre interessanten Eigen- 
schaften einzugehen und die besprochenen isothermiscben Spiegelungen zu 
behandeln. Aus obigem erkennt man auch den Kutien der Biarkular* 
koordinaten, durch die sidi die Formeln erheblich vereinfachen. 

Die Zwischenrechnungen habe ich fast überall unterlassen, da sie einfach 
sind und in der in Vorbereitimg befindlichen Neuauflage der ,ylsogonalen 
Verwandtschatten" veröffentlicht werden sollen. 

Hagen i. W. G. Hol/.mülixu. 



4. Sj^hiaal fär die Eneyklopftdift der mathematiMheE WisNiuohafteiL 

[Einsendungen fSr den Spmchsaal erViitt^ t Franz Meyer, KSnigsbeig i. Pr^ 

Mitteltragheim 61.] 

(Vacat.) 
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Herzog, Josef, in Budapest und Feldmann, CUrenee, in TipUt Über wider- 

stasdstreue Umgestaltung elektriacber Leitungsnetze (Transtiguration). 10) 

S88— 999. 

He^isenberg^, Oerhavif in Oximewald. Über Beweiee von Bchnittpnnktifttien. 

3, 121—123. 

— DesarguesBcber Satz und ZentralkoUineation. 6^ 123 — 127. 

Heuuuuiy C, in Stockholm. Zur Theorie der Krflmarang ntch den Methoden 
der darstellenden Geomr*r;e. 6, 283—301 

— Über einige Krümmungi^eigenschafben bei abwickelbaren Flächen und bei Kegel- 
kiurfea. 6, 809— 906. 

Henn, Karl, in Karlsruhe. Die Bedeutung «i*-'^ d'AlembertschenPriniipee I8r «texte 

tPiT!t' und Gelenkmecbanismen 2, ."»7—77, 2ü8— 326. 
Uilbert, Uavid, in Göttingen. Matbematische Probleme. 1, 44-63, 213—287. 
EwMf iMMibf in dftaith«]. Unierradrang dar Ihtognle ebeir lineftren Differenlaal* 

gleichung in der Unigelmng einer UnbeetimmtheitHtelle Tennittelet •ocoesaiTer 

Annäherungen. 4, 2i;5— 230. 

— Beeile periodische Lösuugeo einer Differentialgleichung. 8, 237—246. 

Zur Theorie der Bewegnng eines eehwereo Ponktee enf einer Rotetionsfliche. 

10. 1 8 

Hurnitz, Adolf, in Zürich. Über höhere Kongruenzen. 5, 17 — 27. 

Iseitkrahey Cupar, in Trier. Neue Lehrsätze über die Wurzeln algebraischer 

Gleichungen. 8, 257 — S60. 
Jnhnke, Engren^ in Berlin. Brnnerkni^pen sur Notiz Ton Bertn stod. K. Cwcydsinaki. 

1, 181— 188. 

— Chnrlee Hennite. 1, 184—186. 

Auszüge aus drei Briefen Steiners an Jacobi. 4, 268 — 277. 

— Schreiben Jacobis an den Steatsminiiter v. Eiehhom betreffend Jakob Steiner. 

4, 277—280. 

— Brief Ton Lerexrier bd Jnoobi. 87—40. 

— Brief von Liouville an Jacobi. 5, 41. 

— Elementare Herleitnng der Fonneln fi'ir die Reflexion und Brechung de« Lichtes 
au der Grenze durchsichtiger isotroper Kiirper. Ij 278 — 286. 

Jttlsdiy Edttwd, in Pka^. Bonttknogen sn einem Theorem des Hezm CwojdsinskL 

2, InJ?- Kvl 

JoUeSj Stanislnns, in Halensee-Berliu. Die Beziehungen der ZentraiulUpse eines 
ebcmen Fliehenstfldces tu seinem imaginären Bilde. 1^ 91—98. 

— Sjntheti seile Theorie der Zentrifugal- und Trftgheitunomente eines ebenen 

Flächenstückes. 2, 327—341. 

— äjnthetisohe Theorie der Zentrifugal- und Trägheitsmomente eines Kaumstiidves. 
4y 100-118. 

Jona», H. J., in Stettin. Karren von konstanter Steilheit auf der Eugelflaobe. 
8, 281—884. 
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JoDfdain, Philip F. R. (Broadwiudsor, Dorset, England). The Development of the 

Theoiy of Transtinite Kumben. 10, 264— 
Jimg", F., in Vng. Bemerkung nur Ableitung der Enknehen Bewegnagagleiehnngeni. 

«i, -'209. 

Kantor, S.^ in Wien. Über ditierentiale TratiHiormatiotien. 0, 202 — 206. 
HuptejU) Willem, ä Utrecht. Sur l'^quation differentielle de Monge. 0^ 813—329; 
10, SU— U. 

Klein, FpIIx und Wlfgrliardt, Karl, in GOttingon. t'l r- SpaEnnngsflaclieu tin<! 
reziprolce Diagramme, mit besonderer Berücksiclifcigung der Maxwellscben Arbeiten. 
9f 1—10, «6-119. 

King» Leopold, in Klausenbnrg. Synthetieefaer Bewei« eines Sattee von K. Doeble- 

mann. 8, 167 — 161. 

Kneser, Adolf, in ürealau. Ein Beitrag zur Frage nach der zweckmäßigsten 
Oeetalt der GeschoAspitsen. 8, 867—978. 

— Die Entwicklung willkürlicher Funktionen in Reihen, die nach BeMelachen 

Funktionen fortschreiten. 7, 123 — 133. 
Knoblauch, JohannOH, in Berlin. Aufzug aus einem Briefe au Herrn E. Jaiinke. 
S, 290^191. 

Eoehler, fnrl, in Heidelberg. Tber die XSaeiifikation der Kurven nnd FUteben 
zweiten Grade«. 21—33, y4— III. 

— Geometrische Kriterien fQr die projektive Einteilung der niebt entarteten Kurven 
und Flächen zweiter Ordnung. 6, 96 — 103. 

Mohn, Gu§taTy in Wien. Über da« Pnnap von der Bxiialtang der Aniahl. 4^ 

812—316. 

Kokott) Paul, in Neiase. Daa Additionttheorem der eUiptisehen Funktionen in 

geonetriBcher Form. 3, 226—242. 

— Die wiedirliolte Anwentlun^' der Landenschen Transformation. 0, 2.11— 2nT 

— Eine geometrische Herieitung der linearen Transformation der elliptischen 
Funktionen. 7^ 76—78. 

Kommerelly Tletor, in Reutlingen. Ein Satt Aber geodMicelie Linien. 1, lie 

-117. 

— Gleichung und Eigenechafien der R^}hrenfl&chen. 1 — 13. 

Koetta, €arly in Inaterburg. Zur Bildung der synimefariBdien Funktionen 10^. 

so— 66. 

Kraus, J., in Darmstadt, über die Algorithmen von der Form a*r^ — 8or^ ^ 

Kraune, Martin, in Dresden. Zur Theorie der Thetafnnlttionen zweier verilnder- 
licher Größen 1, i>i »JH. 

— Ü)»ji- die Bernoulli§i Im II Funktionen zweier veränderlicher GrOfiea. Auesug^ 
eines Schreibens au Herrn V. Appell. 4, 393 — 2d&. 

— 2ar Theorie der MacLanrinschen Summenformel. 6» 179 — 184. 

Krang0y Bniolf^ in Straßbnrg i. E. Ül>er senilre RaumkoUineationen. 9, 22—29. 
KOhne, Hermann, in Dortmund. Die Qrundgleichnngen einer beliebigen Mannig- 
faltigkeit, if 30<J— 311. 

— Über die Krflnunung eln«r beliebigen Mannigfaltigkeit. 6, 261—260. 
Kürsehäk, Josef, in Budapest. Anwendung der kompUaen Zahlen aum BeweiM 

eines elcmentargeonietrischen Satzes. 8, 2S.'> - 286. 
Lalsaut, Charles Ange, a Paris. Poljgoues semi-r^uliers dans leilipiie. 1^ 
267— 261. 

Lampe, Emil, in Berlin. Nachruf auf Reinhold Hoppe. 1, 4—19. 

— Auszüge aus zwei Briefen an F. Richelot von S. Aronhold. 1, 4."?. 

— Zwei Briefe von C. G. J. Jacobi, die in den gesammelten Werken desselben 
nicht abgedruckt sind. 2, 268 — 266. 

— Bemerkungen Aber einige aagenttherto «-Teilungen von Winkeln. 4, 180—188. 
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Lampe) Emil, in Berlin. Bemerkung zu einer Note des Herrn S. Gundelfinger. 
6, 148^160. 

— Zur Bestimmung rlor extreniPii Wertf tiiier Funktion, wenn die unabUngigll 
\'pr'mr!rTli>h<' nuf ein bt'fjrenzto« (iebiet l)eschr8jikt ist. 8, 133 — 184. 

Landauj £diuand, in Berlin, über einen zahlentheoretischen Satz. Ij 138 — 14,2, 

— Über den Verlauf der caUeotheoretisolieD Fonktion ip(x). fty 86—91. 

— Über die Maximalonhmng der Pi rmutationcn gegebenen Qradea. 5y 9i'~-10i8. 

— über die Zerlegung detiniter Funktionen in Quadrate. 7, 271 — 277. 

— Über einen Sats von Heim Frobeniua in der Theorie der linearen DiffereDtial- 
gleiehnngen. lO^ 46—50. 

LandMbergy 6eorg) in Breslan. Über eine Permutationaaufgabe. 8, 152 — 154. 
Lehniann>Fi1h<^f;, lludoir, in B. rlin. AnalyläBohe Ableitung des Sataea vom 

Parallelogramm der KriUte. 'i, 1'j:4— 12Ö. 
Lenoliey & Paris. Principe« de la Gtfum^ Stru giafie on Art dei Mnitme- 

tiona g^ometriques. 1, 99—115, 323—841. 

— Tran«fonnatifm rontiniie dans lo trianglo 3, *i4S — 249. 

— Trauäloimatiuu continue daua le tctraedre. «ij 249 — 256. 

Lereh, MafhiM, in Freibnrg (Schweis). Über den Kroaeekcraeben Beweis der 

sogenannten Kroneckerschon GrcnzforTnel. C, ft5 94. 
LeTi-CIritay Tullio, Padoue. Sur la singularit^ dont sont atiecteea, pour une 

Titesse nulle, les ^uattons du mooTement d'un point mat^d frottant sur une 

aurfiwe. 6, 28—37. 

Uebmann, Heinrich, in Leipzig. Winkel- und Streckenteilang in der Lobat- 

schefskijschen Geometrie, 213 — 216. 
Ulleitlud, BefaMd t., in Mfilnater i. W. Sfttie Uber Fttehen Ton kenstantem 

negativem Krümmungamaß. 5, 205—213. 

Zur Note des Herrn .1 Knoblauch: £in einiiMibeB System fl&chentheoreti«cher 
Grundformeln, 289. 

— Zur Theorie der infinitesimalen Traoeformationen der Ebene. 69 SG — 41 

Leewj, .\irred, in Freilnirg i. 15, Zur Gruppenthporitv o, 257 — 260. 

London} Franz, in Bonn. Der Iterationawnrf einer ebenen Kollineation. 7^ 

iw—nb, 

LorlOy OlnO) ä Genea. Sur quelques problemes fl^mentaires de la gtomdtrio 

(]»'^(riptiv»' 3 et 4 dimensions. 2, 257— 2GC. 
Lud n ig, Walter, in Karlsruhe. Über die „tf -Kurven'' des einmanteligen Hjper- 

bdoidee und des byperboliephen Fuaboloides. 8^ 217— iS6. 
Luner^ Otto^ in Bvealain. Über die Giltigkeit de« Diaperseben Oeseteee. 

1, 77—90. 

— Notiz zu meinem Aufdatz: „t'ber die Giltigkeit des Draperachen Gesetzes". 

2, 156 — 156. 

— Die Gi'setzc (lor »ichwftrxen Strahlung and ihre praktische Verwendung. 2^ 167 
—170; 8, 2Ö1— 281; S, 227—284. 

Haennehen, PlilUpp, in Alzej. Ein neues Schließungsproblem. 4, S06 — 898. 
-* Elementarer Beweis des SeUiefinngepcobleins beim KegelschnittbOsebeL ^ 209 

—211. 

— Neue Sohlieftungsprobleme. 7, 226— xa2. 

— Einfacher Bewds und yeraügemeinersng eines Steinerschen Satses. 7^ 2S2 

—236. 

Ml^cen, Oeorg, in .^grnm iKroatien^. fjber eine einfaclif k<iiistniktive Ermittelung' 
der cjkiischen Ebenen für Kegel und Zylinder. 2, 289—292. 

— Neue BeitrBge zur Drdeckiigeometne. 4^ 299. 

— Cber gewisse Scharen bomotbetiBcher K^olsehnitte in der Dreiecksgeometrie. 

4, 76—99. 

■ansiony Panly h Gand. Demonstration d'un thdort'me de Legeudre. i, 128. 
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Maßfeller) A., in Montabaur. £ine einfkche Lösung de« AppollomBchen Be- 

riilunuigsproblemi in der Ebene. 190. 
Vatthlegsen) Ladwlgr; in Rostock. Ooniometrische Auflösung der algebraischen 

Gleichungen der ersten vier Qrade mittel« der Formel iüx die Tangente dee 

vielfachen Winkels. 2, lOd— 112 

Tod der Periodisitlt der Kettenbrflche, in weldie lieh Imtionale «weiten 

Grades entwickeln lassen. 5, -17 — 55. 

— Anüdeong quadratischer Gleichungen mit mehreren Unbekannten mittels Detez- 
ninenton. 9, dbl^MO, 

Mnmrtt> L.^ in Tübingen, über die I>^onnftti<m gekiflnuntor elnetaecher Flntten. 

6, 1— y*\ 'J'>0— 283 

Heyer^ Eugen ^ in Chiiriotteuburg. Über eine Eigenschaft den Ketteubruches 

« — - 1 . «, Sd7— 388. 

X ■ . 

Meyer 9 W« Frauz^ in Königsberg L Pr. Ergänzungen tarn Fematichen vnd 

Wilsonschen Satze, 141—140. 

— Zu der Mitteilung des Herrn M. W. Haskell über die YenUgemeinerong 
eines Steinerschen Satzes. 5) 2»*2— ^H7. 

— Über den FtolemUidieti Seti. 7, 1—16. 

— Über die Höhen des Tetraeders. 8, 135—150 

— Kant und das Wesen des Neuen in der Mathematik. 8, 287—305. 

— Cber Paitialbnichzerlegung bei vielfachen Linearfaktoren des Nenners. 10, 
«39—247. 

HilaU) P., in Kreu'/niicli. Beitrug zur Uutorsuchung de.i crkenntnistbeoretisLli.'«!! 
Wertes der verschiedenen analytisch möglichen Kaumformen, tt} 167—171, 
846—867. 

Hiller, George JL» In Stanford Univ. CaL The gronpe geneznted by two opentore 

which have a ' rimmon «rjuarc. 0, C, — 7. 
Mittag-Leffleri (io»tA Magnus, in Stockholm. Über den Konvergenzbereich der 

Bemeulliechen Belhe. 2, 49—64. 
MllllWy Emil, in Wien, über einen Steinerschen Satz und dessen Roziehungen zur 

KonfigTiration zweier einander ein- und umbeschriebenen Tetraeder. 2^ l'ii) — 186. 

— Ein L bertraguug8priuzip des Herrn E. Study. 5, 104 — 118. 

KWlCTy Biehnrdy in Berlin. Iiopboton und leopbengen, inebeeendere nnf den 
Flächen 2. Ordnung. 1, 166—174 

— Historische und kritische Bemerkungen über den Begriff der ähnlichen und 
ähnlich liegenden Kegeleehnitte. 2, 84S— 144. 

ITnetfieh, Ettill, in Dresden. Über ein in der Vektor-Analjsis anUretendee System 

pariiellt r Diffi rentialgleichnngen 1. Ordnung. 5, 56-67. 
fernst, Walter, in Berlin. Über die Bedeutung elektrischer Metboden nnd Theorien 

ftr die Chemie. 2, 171—184. 
Hetto, Eugen, in Gießen. Notiz über die Kreisteiluttgipolynome. 4^ 66—67. 

— Einige kombinatorische Proldeme. 5. If^f) 196 

Kenberg, Joseph, in Lüttich. Die Verwandtschaft zwischen einer Geraden und 
ihrem Lotpunkt in Bexng anf ein Dzeieek. t, 89— 9S. 

— Kegeltet! mitte aus der Drt iecksgeonietrio. 4, 281—287. 

Meisen, Niels, in Kopenbag'-n. Sur la fonction gamma, tt, 288—281. 
d*Ocagne, Maurice, u Fans. Etüde ^^mentaire dn conoTde de Plücker. 1, 159 — 166. 

— Über einige elementare Grundgedanken der Nomographie. o, 70 — 84. 
OiiitSy HnuS) in Berlin, über die AuflOeang der transzendenten Gleichung 
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OttMTy Biy in Haimheim. Über die Herleitung der Formeln fiir LebezuTersicherungs- 

ptlkudtB. 4y 44<— 60. 
Paaipaeli, Andreas, in SIrftSlraig i. E. Die SS LOtnagMi d«a UalliftttMehai Pro* 

i'üäcliy MoritZ) m Gießen. Über die £iufal;ruiig des Imaginfixen. 7^ 102— lus. 
Ptzfder^ Wllkclay in tiOHiiiigdiL Über ^iiimetziMhe Funktioneik von onebhäugigen 

Variablen. 6, 46—69. 
PkrefHK^n, Edrard, k Stockholm Sur les tenuos oompl^mentaixe« de 1* adrid 

de Taylor, du» a Cauchy ei ü. Lagrauge. 2^ 65 — 6ü. 
ncard, BttUe. Sur la r^aolation de oerteines ^uations & denz Tetiablea i 

l'aide de fonctions nitiounelles et sur un tht5orJ'me de M, Noether 1, 209—212. 
PriBgaheim^ Alfiredy in Manchen. üb«r KonTej^^ens-Kriterien fäx Ueihen mit 

Icömplezen Oliedem. 4, 1->19. 
PrtngaheUn, Bnit, in Breslau. Über die StrahluDg der Gue. 1, 289— S09. 

— Über Brpphiinff tind DisperHion des Lichtes auf der Sonne. 4y 816 — 880. 

— Über die Stxablungsgesetze. 1, 2^0— 253, 296—808. 

Behfeld, in Elberfeld. BedsM«» der TrtglieitenaaieDte einfbeher KOiper 
auf die Tragheitamomente e'^fJ^w Meaeeapmikte, die enf iliier Oberfläche liegeo. 

6, 287—248. 

Seje^ Tbeodor^ in Strasburg i. E. Lehxsät^ über quadratische istrahlenkomplexe. 

' ' er Tctrarder, deren Kauten eine Fläclie zweiter Ordnung berühren. 9, 217 — 220. 
Biecke) £duardy in Göttingen. Neuere Anschauungen der ElektriKitätelehre mit 
besonderer Bniehung auf Probleme der Luftelektrizität. 8, 29—36; 9, 1—6, 

245— 2.j3. 

&ipert, L^on, A Paria. Snr qnelqaee nouveanz th^rinaMe velntifo an triangl«. 

1, 810—810. 

— ConalmeüoB gdom^trographiqne dea asee d^one elUpae dont ob oonnatt, 

en grandeur et en position, deux diamMrei conjuguös. 3, 54. 
Botth, Aufuaty in Berlin. PhyaikAliache Probleme der Gleiehatronunaaohiue. 8| 

84— Ö3. 

SMls^lllBy L*b1s, in Königsberg i. Pr. ünabh&ngige DarsteUung der Mae^M»» 

honschen ejnmietriBchen Funktionen. 4, 123 — 127. 

— Der Rest dor Arcussinua- Reihe für .r — 1. 6, 19(3— 2nt. 

— Die Potenzen der Kotangent«^ und der Kosekante. 0, 12«— 133. 

— Zm Kldnnff der ifniBietxiaeheB FnnlrtloBeB. 9, 118 — 148. 

— Zur Lehre von den quadratischen Resten. 9, 220- 230. 

— Bemerkung zu dem Aufsatze des Herrn Kostka in Insterborg: Zm Bildung 
der symmetrischen Fnnktionen. lOy 66—67. 

Safford, F. H., in Philadelphia. Botetion Qyelide nnd LsBi^a Prodneto. 10, 

2S4— 287. 

iSebaefer^ ClemenS) in Breslau. Über Absorption und Dispersion elektrischer 

WelleB. 10^ 118—187. 
Sctaafheitltn, Paul, in Berlin. Ober die NnllstoUeB der Besaeladien Funktion 

7WMitpr Art. 1, 133—187. 
Si'iieflVrs, Geor^^) in Darmstadt. Zusammenhang zwiuclieu der Abwicklung eines 

B[reiBZ7linders nnd den Botetionefilehen konirta&ter ErOnunong. 6| S49— 260. 
^Sehell, Wilhelm, in Karlsruhe. Synth*'ti?cbe Behandlung einiger Probleme Aber 

Kniven doppelter Krümmung. 5, 4 — 9. 
BeUeflBger) Ludwig, in Klansenbnrg. Über die partiellen Differentialgleichttngen, 

denen Hermitesche Formwi gatfigen. 1^ 868 — 268. 

— Über geodätische Krümmung. 5, 242 — 21.'V. 

Scheeler, Heinrich, in Berlin. Angenäherte n- Teilung eines beliebigen Winkels 
mit Zirkel nnd Idneal. 4, 198— m. 
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8«hoealUeS) Arthar; in Königsberg i. Pr. fiemei^nng tat Theorie der eil^ptisohen 

FankÜOBea. 8, 8S4-S87. 
Scheut«. P. Henri, in Groningen, über die nach Isomorphifsmns verBchiedenen 

TT]>en der von Räomen it^_i eiugescbloMenen Polytope des ßaome« Jt^. 

Sehiberty Hemuuni) in Hambiuv. OleiebgewiGhtibedingnngen fBr vier Edfto, die 

senkrecht zu einer starren Geraden wirken, 279. 
Schnitt, Krnst, in Ptottin. Di> tnHT/Jlilif^fn willkürlichen Konstanten in der 

Lösung der Hamilton»cben partiellen Ditferontiaigleichnng. lOy 165—177. 
SehBfiler, Rudolf, in Gns. tlier Kieiie, welche Kegolsduiitte doppelt becOhren. 

2, 1—42 

8chwering, Karl, in Köln. Vereinfinchte Lösung der Ealenchen Aufgabe: -j- y* 
-f. 2» -f p» = 0. 2, 2h0— 284. 

— Anwendung des Abelachen Theorems auf die Lttrang der diophnntiiehen Glei- 
chungen -|- yly* = r* und x' -f = z*. 2, 285—288. 

Segrej Corrado, ä Turin. Sur la g^u^ration projective des surfaces cabique«. 
10^ SO»— S15. 

Simon, MaZ) in Slraßburg i. E. Zur Geschichte der regulären Sternpolyeder. 7, 1 00. 
Sintxow, Dimitrr, in Ekateriuoslaw. t''l)t'r eine Funktiouak'loichunj? 6, 2ir.^2lT 
Spieß, O.y in Basel. Über eine Eigenschaft der binären quadratischen Formen, 
9, 340—844. 

— Einige Integralflätzo. 10, 248—268, 

Sttekely Paul, in Hannover. Über die Konvergena der trigonometrischen Beihen. 
2, «40—240. 

^ Zur nichtettUidbeben Geometrie. 8, IST—ISB. 

— Eine Ei^rnscliaft der goiHin.ti-'* lien l.uiicn i, HS- 73 

— Über ein in der Optik auftretendes bestimmtes Integral. 8, 24Ö— 216. 
Stahl, Hermann, in Tübingen. Bemerkungeu zur Theorie der Abelschen Funk- 
tionen. G, 177—201; 7, 15—36. 

Staude, Otto, in Rostock, über die Bedingongen der Kieisschnitte der Flftchen 
2. Ordnung. 1, 183—199. 

— Bemerkung Uber das Eegeliohnittbflachel. S, 61—58. 

— Über die Erz : ( , den der Fläche 2. Ordnung 0, 230—244. 

Stelnitz, Ernsty in Chatlottenburg. Die Geraden der fiejreachen JConfigumtioo. 

1, 124-132. 

Stöf^Mmos, CypurlsMe, ä Atbtoes. Remarques enr la th^orie de» foreee centrale«. 

2, 1V7— 162 

Sterneck, Kobert r., in Czcmowitz. über die Anzahl der Zerlegungen einer ganzen 

Zahl in sechs Sunmaudeu. 3, 195—216. 
f StadnlftkAy Frau Josepk, in F^vg. Beitrag «or Lehre von den tesipioken Glei* 

chungen. 3, 16—20 

Btady^ Edaardy in Bonn, über das sogenannte Prinzip von der Erhaltung der 

AnsahL 8» 271— S78, 
Sturm, Rudirif, in Bredan. Über einen vermeintlich richlagen Sata TOiB GeiEgonne* 

6, 9—10. 

Über Umformungen von Maximal- und Minimalfiguren. 5^ 11 — 16. 

— Loigi Cremona. 8, 11—99; 196— S18. 

— Einige Uemerkttogen an den Elementen der Diflhiential- nnd Integralrechnung. 

8, 130— 13.^. 

— über die Erzeugung der Fläche 8. Ordnung durch kolUneare Bilndel und tri- 
lineare Büschel. 10, 916—326. 

Snmec, .T. K., in Brünn. Der einphasige Induktionsmotor. 8, 306 — 323. 
Tachauer, A., in Günzenhausen. Über di('jf>nigen Rotationsflächen, auf denen zwei 
Beharen geodätischer Linien ein konjugiertes System bilden. G, 60—84. 
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Teixeira, Franci(»co Goraes« ü Porto. Sur la conrbe ^mpoteatieUe. 8, 182—186. 

— Sar quelques iDt^grales d^tiniea. 9, 30—33. 

Thlem«, H., in Poran. B«iii geometriiche Theorie der hinftren Fonneo 8. Ord- 

nnri- H>j 1. '17— 150. 
!meuemauji, Willielniy in Essen. £in bemerkenswertes Pentagonikoiitetraeder. 
4, 60—67. 

— Zwei Qrappen gleicUnuitigw Vielfleehe mit nur Tieikiatigen Bcken. 6» S18— 215. 

Vahlen, Theodor, in Groiff^Wll^J. Tlter kuMscbe KouNtruktionen. 8, 112—120. 
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Von großer altangesehener rühriger Verlagsbuchhandlung 
wissenschaftlicher und pädagogischer Richtung wird für die 

naturwissenschaftlich-mathematische Abteilung 

v^issenschaftlicher Mitarbeiter 

event fflr sofort gesucht Die Stellung ist eine durchaus selbständige un 
gewahrt einer umsichtigen Persönlichkeit, die besonders alle Zweige der an- 
organischen und organischen Naturwissenschaften beherrscht, eine interessante, 
befriedigende Tätigkeit. Ihre äußere Gestaltung ist dementsprechend 
durchaus als die einer Lebensstellung vorgesehen. Erforderlich ist wissen« 
schaftliche Tüchtigkeit, rasche Auffassungsgabe, Gewandtheit im 
Verkehr. Für altere Herren ist die Stellung nicht geeignet. Bewerbungen mit 
möglichst eingehenden Angaben Ober Bildungsgang, bisherige Tätigkeit, Besitz 
der erforderlichen Eigenschaften und event. GehaltsansprQche erbeten unt( 
\^ C. D. 12. an die Exped. d. Bl. 

Verlag von B. G.TEUBNER in LEIPZIG. 
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SiteuDgsbericht« der Berliner Mathematischen Gesellschaft 

H«raii8gegeben vom Yontand» der GeaflUsdhaft 

37. Sitmag am 25. Oktober 1905. 

Vorsitsender: Hoit Knobl»neh. 

Anwesend: Hi^rron. 

Nachdem Herr Fürber den Kassonbcru-ht verlesen, «'iril ihm auf An- 
trag der beiden Kevisorca Herren Hessenber^g und lloihH Entlastung erteilt. 
Darauf findet die Neawalil des Voratandee statt: Es werden wieder gewShlt 
tm\ Vorsitzenden Herr Knoblauch, snm SchriCtffthrer Herr Jahnke und 
tarn Kassenwart Herr Färber. 

Wissenschaftlich Mitteilungen : 

Herr Zühlke: Austühruug «lernen targeometrischtT Kon>truktion»n ln'i 
ungünstigen LageverbKltnissen (s. u.). 

Herr Koppe: Über da« Vierfarbenproblem. 

38. Sitinng am 29. November 1905. 

Yorsltsender: Herr Knoblauch. 

Anwpsfnd: 45 Herren. 
Wisscusehat'tliclie Mitteilungen: 

Herr Kötter: Über die Aufgabe, ein Seilpoljgon durch drei Punkte 
so legen. 

Herr Koppe: Übw die itorierte Sinasfunktion. 

Der Vorsitzende teilt mit^ daß beabsichtigt wird, aus freiwilligen Bei- 
trftffon ein 

Grabdenkmal für Karl Weierstrafl 

m errichten. Grfinde, die dies bis jezt verhindert haben, liegen nicht mehr 
Tor, und die AuÜBtellung des Grabmals soll deshalb im nftcfasten Frülyahr 
erfolgen. 

Die Gesellschaft beschließt» diese Mitteilung in ihren Sit^ungbuerichten 
so TMröffentliehen, um dadurch Schttlem und Freunden' von WeierstmB 

Gelegenheit zu geben, sich durch einen Beitrag an der Errichtung des Grab- 
denkmals zu bcteilipen. Ein besonder»*r Aufruf soll nicht erlassen werden. 

Beiträge werden bis zum 15. Februar 1906 an den Vorsitzenden 
J. Knoblauch (Berlin W., Karlsbad 12) erbeten, der auch jede Auskunft 
in dieser Angelegenheit gern erteilen wird. 
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Über die Darstellung ganzer Zahlen ale vSiimmen von positiven Kaben 
und ale Summen von Biquadraten ganzer Zahlen. 

Von Albert Fleck. 

Während der Sats, daß jede ganze Zahl als Summe von höchstens vier 

Quadraten ganzer Zahlen darstellhar ist, auf inehrfache Arten, so ron Gaxiö, 
Lagrnngo, Jacobi und Dirichlct bewiesen wordeu ist, hat man 
dem entsprechenden Problem der Zerlegung ganzer Zahlen in (positive^ 
Kuben ganser Zahlen lange Zeit nicht beikoinmen kttnnen. Bis vor konetn 
war keine bestimmte Anzahl als für die Darstellung jeder ganzen Zahl bin- 
reicliond)' Kubenzahl bekannt Man beschriokte sich anf einige induktiv 
gewonnt'iio Vermutungen. 

Waring*) hat 1770 die Zerl^^g der Zahlen von J -3o(>0 geprüft. 
Jan ob 1*) verdbnkt man eine Tabelle der kleinsten Assahlen von positiven 
Kuben, in welche sich alle gansen Zahlen von 1 — 12000 zerlegen lo^en. 
Aus derselben luBt sich feststellen, daß, wenn man mit eine Zahl be- 
zeichnet, die durch n, aber nicht wmiger als n Kuben darstellbar ist, 
zu den nur die Zahlen 23, 230, 

»I den JT, nur die Zahlen 15, 22, 50, 114, 167, 175, 186, 212, 231, 238, 

803, 364, 420, 428, 454 
gehören. Fiii- die bildet 8042 eine obei» Grense. Die Zahlen finden 
sich bis zum Schlüsse der Tabelle. 

im Jahre 1903 hat Herr v. Sterneck^) die Tabelle Jacobis bis 
anf 40000 erweitert, hauptsftchlidi lu dnn Zweeke, xn prüfen, ob daa Ab« 
brechen der Zahlen K^, JTg, auch Ar diese Zahlenstreoke gttitig ist. Es 
ergab sich, da!^ 1-^ der Fall ist, daft also 239 die hSohste JT,, 454 die 
höchste TTg, 8042 die liöchst« Ä, ist. 

Über die undern Zahlen erhält Herr v. Öterneck das Resultat: 
Die werden gegen die 40000 hin sehon selten, scheinen aber sehr 

langsam absundunen. 
Die kommen vom 4. Tausend ab relativ konstant zu 890 pro 1000 ZaUen 

bis zum Schlussp der Tabelle hin vor. 
Die ifi wachsen an Zahl bis zu dem Maximum 481 pro lOüO bdim 

39. Tausend. 
Die JTj bewegen sieh um 100 pro 1000 herum. 
Die K, zilhlen 10 pro 1000. 

Das plötzliche Abbreehon der Zahlen Aj, ifg, Ä-, besonders aber der erst- 
genannten Zahlen, also der Umstand, daß z. ß. zwischen 240 und 40 000 
keine mehr existiert, macht es wahrscheinlich, daß üher eine gewisse 
Grente hi$iaitu (irieUeiehf 804B> icohl keine ffome Zahl exigHeren mag^ wdehe 
sidk mAi dwrdi höchstens 6 Kühen darstrlli-n ließe. 

Es wäre allerdinf,'S auch schon sehr viel erreicht vfnn die Zahl 9 als 
obere hmreichcnde und mtwend^e Grenze allgemein bewiesen wäre. 

1) Meditationes algobr. III. Ausgabe. Caniliri(lt,'o 1782. 
8) Grelle bd. 42 S. 41— r>9; Werke Bd. 6, S. 322-854. 
8) Sitawigsberidite der K. A. d. Wisseuscb. in Wien. Math.-naturw. Klasse. 
Bd. 112, Abt. Ii*. Des. 1908. 
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Erst in neuerer Zeit ist — auf verhältnismllßig elementar^Tn Wege — 
dureb Ed. Maillet^) der strenge Beweis getübrt worden, dop jt^dc ganze 
ZttM als iiumme von höchstens 17 Kuben posiHver gamer ZeMm iantdt- 
bar ist. 

Der Beweis sei kurz folgendermaßen oharaktMisiert : 

Bekanntlich läßt sich jede Zahl, die nicht von der Form 4''(8« -f 7) 
ist, als Summe von 3 Quadraten darstellen. Seien m und m 2 solche Zahlen, 
für welche 

(1) 0<iii<««; 0<iii'<«'*, 

90 lifit lieli beweiMO, daB bei gewissen Annahmen die Gleiehung 

(2) um -f um' = M 

tür jede ganze Zahl M zwischen bestimmten Grenzen durch positive Zahlen 
m und m obiger Art erfüllbar ist. 

Um dies m erreichen, haben wir aar 

(s) «<«<!' 

anmnehBien. Geben wir nun m die Werte 

0, 1, 2,...(8«'-l). 

womit selbst der größte Wert von m unter der in (1) nnd (3) geforderten 
Grense o* bleibt, und betrachten wir die 8«' Zahlen: 

(4) M, M-a, M-2€t,...M—(Bu — l)tt. 

Unter diesen gibt es, wenn a relativ prim zu u' angenommen wird, genau 
8 Zahlen, die durch o teilbar sind. Diese Zalilen siml siclicr positiv, so- 
bald 3f > 8aa'. Als obere Grenze für M ergibt sich aus (l) und (2) 
-f Diese Bedingung ist sicher erfüllt, wenn M < o'' angenommen 
wird (weehalb das geechieht, folgt sofort). 
Wir haben also 

(5) 8««^Jf^«'» 

Für jede der 8 dnrdi «' teilbaren Zahlen der Rdhe (4) wird nnn 
M— um 

— ^ — »— «»' eine ganze Zahl, d. h. die Gleidiung (2) erftlllt. 

Nun soll aber m' noch die Bedingung 1 ) m' < «'* erfüllen, was in der 
Tat durch die obige Annahme M < o erreicht ist, da dann m' = — 

Ist nnn fi' der Ideinste ganze Wert von m\ so gibt es 8 Zahlen 
«' = ft' + ju 0* — 0, 1, 2» 3, 4, 6, 6, 7X denen die Werte m^fn —j« 
entsprechen. Da er nnd «' ungerade, so werden die 8 Werte VOtt fH ein- 
ander (mod. 8) inkongruent sein, desgleichen die von m. 

Also gibt es unter ihnen sicher je 5 Werte, die nicht von der Form 
4* (8« + 7) sind. Jeder dieser 5 Werte von m kann nun einem der 
8 Werfe m' entsprechen, nur 3 Werte m jedoch entsprechen Zahlen fn von 
der Form 4*(8f» + 7)* bleiben sicher 2 Paare von Zahlen m nnd ti»' 



1) Anodation firaaf. pour ravaneement des ac. — Congres de fioideaiix 1895. 
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übrig, welche V»pir|p nii-ht dieee Form haben, also als Snnuiiea von 3 Qua- 
draten darstellbar siud. 

Es ist also bewiesen: Jede ZatU M, die der Bedingung 

(6) 8«a' < <; «' 

genOgtt läßt sich in der Fmm 

(9) aM + am' » M 

darstdletty bei gleicfixeitigcr Erfüllung dtr Bedingungen 
(1) 0<m<a\ 0<m'<«'«, 

(3) «<«< 



«• 



wo a prim zu u und beide ungerade smd und m, m ZaJikn^ die eine Zer- 
legung in 3 Quadrate gestatten. 

Nim setcen wir m ^ x'j -t x- i- irl^ m' — -|- a^' + «J*- 
Dann ist wegen (l) 

(6) x,<a,', x]<a'i (i - 1, 2, 3). 

und es wird 

6o'''+ 6c'' -f- 63/-- Gß'' '■ i)u'^ \- Oaw t Oa'm' 

« 6« • + 6a'» + Qttixi + xl f xl) i- 6a (x'j' + ä/ +*'/) 

d. h. in Rücksicht auf (6) die Summe Ton 12 Knben positiver Zahlen. 

Hier kann M jede 2iahl bedeuten, die der Bedingung (5) genügt, also 
ist jede Zahl 

6iV' = 6(a» + o'" + JOi 

fllr welche 

sobald (3) erfüllt ist, die Summe von 12 positiven Kuben. 

Jetitt nehmMi wir snnSchst «t — }r — 3, -* ^, wobei der Bedingung (3) 
genügt ist, und dann « =^ j-, «'^y -}- 2, dann gilt unser Satz ftlr jedes 
Sechsfache von JV, wo 2f einmal für jede beliebige Zahl des Intervalls von 

(y-^2)» + y» + 8(y-2)y bis (y - 2)« + 2y» 

das zweite Mal im Intervall von 

y'4-(y + 2)»+My + 2) bis y« + 2(y + 2)» 

bedenteb Indem wir nun y immer wieder um 2 eihfilien, erhalten wir immer 
hoher liegende Intervalle, in denen N jede Zahl sein kann. 

Können wir nun beweisen, daß die Inten'alle ineinander Uhrrgreifen^ 
also die obere Grenze des einen Intervalles schon gröber ist als die untere 
Grenze des nächst höhereu Intervalls, so gilt der Satz lückenlos tiir alle 
Zahlen %N, 
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Der gsfordAite Kaehweis ist aber leiehtf deim die Unglaidiiuig 

(y - 2)»+ if* > y» + (y + 2)» + 8y(y + 2) 

ist sicher lilr hinreichend groBe y crtiillt, da, wenn die Ungleichheit auf O 
gebracht wird, lioks das Glied mit «'^ positiv ist. Es wird nSmliGli: 

y»- 20y2— 16y- 16 > 0. 

Die linke Seite wird fOr y 20 noch ni^tiv, dagegen fBr f^21^) 

positiv. 

Alao gilt der Satz: Über Hm gewisse Grenze hinaus ist jedes Multi- 
jium von 6 als Stmnte v&» häMem 18 poa&hm JTirlMK dmtl^wr. 
Da nun jede Zahl Z von der Porm 

Z - <>A'-} ti (u ^ n 1 . j, :j, I, :>) 

ist, so brauchen wir zu <\ct\ 12 Kuben, durch die darstellbar ist, nur 
noch höchstens 5 Einsen biQ%u%ufügen, um jede Zahl als Eub«nsuinme 
za erhalten. Es gilt also der Satz: Jede Zahl Z oberhalb einer ffemnen 
Grenee ist okher als Summe von 17 Kubm darstdlhar^ von denw mütd^cns 
ßnf ^eidi 0 oilcr J tind. 

Soweit geht Maillet. — 

Die «irenzbestimmung y^*-! gibt als Minimalwert daä 25 2U2' fache 
von 6, d.h. 6^'— 151 752. Da jedoch 151752 zwisohen 5a* und 54' 
liegt, deren Differenz 8587 ist, so wird fBr jedes Sedisfache, das kleiner 
als 151 752, wenn der nlichst niedere Kubus abgezogen wird, ein Rest er-' 
scheinen, der sicher -< 8587, d. h. nach der J ac ob i sehen Tahelli' höchstens 
durch 9 Kuben darstellbar ist. Alsu ist jedes Öechstucbe unterhalb 151 752 
höchstens eine Summe von 10 Kuben, und der obige Satz gilt für jede 
Zahl Z ohne Binsebrftnkong. 

Das Verfahren von Maillet ist sehr scharfsinnig. Um so eigentüm- 
licher ist es, daß er es unterlassen hat, durch folgende einfache Schluß 
weise die Anzahl 17 der Kuben auf 13 zu reduzieren. Diese Reduktion 
ist so einfach, daß ich sie garnicht als eigene Leistung erwähnen würde, 
wenn das Beenltat nicht in nnverhBltnismlBig höherem Grade wicSitig wftre. 

Nach Maillet ist jedes Multiplum von 6 eine Summe von höchstens 
Vi Kuben. Die Zahlen I. 2. 3, 4, stellt er als (12 + «) 

Kuben dar, indem vr u Jeinsen addiert. An Stelle dessen ist es aber nur 
notwendig, abzusondern und zu berücksichtigen, daß die Kongruenz 

~ a (mod 6) 

ftr jedes » gilt So wird: 

6m 4 « = B* + «== «• 'j - ^x*. 

IS 1» 

Wir haben also den 

Sati: Jede ZaJd von der Form tim -f « (u — 0, 1, 2^ 3, 4, 5J ml 
gieidt a* pUu einer Summe von höchstens 12 Kuben, d. h. eine Summe ton 
kSMens 13 Kuben. 

1) Maillet gibt die Chrense iirtttmlicb als y ^ iS an. 
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6 Sitsongtbenchie der Berlinet MaikemAtücheii QMeUfldiaft. 

Die writere BedoktioD der Aualil 18 der Kuben stOfit anf bisiier nn- 

gelöste Schwierigkeiten. Es w&re niebt nnmöglich, daB dieselben auf dem 
von Maillet beschrittenen Wege gehoben werden könnten. Dagegen spricht, 
daß die Grundzahlen der Kuben sich symmetrisch um u und «' gruppieren, 
diese Zerlegung daher nicht die allgemeinste einer Zahl in reelles ver* 
streute Kttben wXre, daß uns diese Methode also nie die Ueinstoiögliche 
AnaaU, nSmlicb etwa die 9 e^ben kOnnte. Doeb ist es denkbar, dafi Aber 
eine gewisse Grenze binans, wo ja wahrscheinlich jede Zahl höchstens nur 
6 Ktibf^n liefert, boi ©inor Anzahl von 8 Ku})en für jedes Multiplum von 6 
nodi symmetrische Anordnung von je 4 Kuben um a und a' stets durch- 
flUnbar wire^ darni also 9 Knben fllr jede Zahl 6m + Q genügten. 

Da sdion das quadratisdie Problem Jacobi auf unendliche Bethen von 
der Form 21Z^^ geführt hat, so ist auch schwer anzunehmen, daß die zu 
weif kompli/iertfren Funktionen als die ellii»tiscli('n fflhrpndcn Heihen -i.'Z*', 
auf welche die analytisch -zahlentheoretische Behandlung des vorliegenden 
Problems führt, uns bald dem Ziele näher bringen werden. 

Wir müssen uns daher Torlftufig damit begnügen, fest^psstoUt au haben, 
daß jede Zahl durch höchstens 13 Kuhm darsteühar ist. 

Ähnliehp Rednktionen, wip hier, sind auch möglich in der Mailletschen 
Arbeit von 1896^), in welcher die Darstellung ganzer Zahlen als Summen von 
Werten der Poljnome ax^ -j- öx* f- cx^ -f dx^ cx -r f ähnlicher 
Weise behandelt wird, wie es bei der Darstellung durch Kuben gesebah. 

Lebesgue hat, wie mir Herr Landau mitteilte, in seinem 1859 er- 
grhienenen Bnclie ,,Exorcices d'analyse numerique'' p. 147 bewiesen, daß jed*' 
ratiomile ZtüU als Summe von 4 Kuben roHomUer posiiiver ZaJdm dar- 
stellbar ist. 

Scblisftlieh homme ich noch einmal auf die Arbeit des Herrn v. Ster- 
neck. Derselbe führt aus, daß für die Zahlen k von 1 bis 23 die 

Zerlegungen von 3Ä' in niolit weniger als 3 Kuben und zwar nur in der 
Form 3 A' ^ Ä;' + -f- mriglich ist, und vemmtet. daß dies ein all- 
gemein geltendes Gesetz sei. Es lüßt sich jedoi-h nachweii^eD, daß das nicht 
der Fall ist Es ist nftmlicb: 

3f21(l8»-f 1)1»= [18*- 36]» -f [2 • 18"- 1]« + [28 • 18»+ 28]» 
also eine Zahl 3k* in B verschiedene Kuben zerlegt.') 

1) Lioaville Joum. de matb. Ibi^ti, p. 363. 

•i) Der Beweis wird so geführt: Wenn wir die beiden Gleichungen 
ganssablig lOssn kAnnten, dann wixe 

also wiire 9(»f > in S venchiedene Kuben zerlegt, und nicht nur (fä)* + (fü)* 

Nun kann aber für ß— 17 das System (A) gtilöst werden. 
Setsea wir £ — so ist ttr ^—17, i^t wd 

8.8»«17- l» + 4» 

Femsc ist 18» + (- 1)* 17 • 7», also «=> 18, y » — 1, « 7. 
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Ich will nun kflmr auf die additive Zerlegung ganzer Zahlen in Bi' 

(fuaJrate eingehen. Mnii kann liier tiuf vif! einfacherem Wege eine obere 
<^n»n7.e ffir die Anzahl der Hiiiuadralr' teststcllrn. in dio sich jede ganze 
Zahl zerlt'geii läßt, als dies bei den Kuben der Fall war. Es sind dem- 
gemäß atidi sebon viel früher SBtze bewiesen worden, welche eine obwe 
Grenze festeteUen.^) 

L i'lt 0 s rjnp fiilirf schon 1H.")9 einen Bt'wris TJouvillns Ul, dftfi 
jede ganze Zahl durch höch^tr-ns 53 Bi(|uadrate darstellbar ist. 

Realis') reduziert die 53 aut -47. 

Viel einfaeher, wenngleich auf fthnlicher Grandlage wie der Liou- 

villesche, ist ein Beweis von Lucas^), der eine obere Graize TOn 
45 Biquadraten feststellt. Das LiouTillesche Resultat gebt danuis sofort 

hervor. 

Sei nämlich 

n -» + y * 4* <f* + tt* 

eine gauzo, lu 1 Quadrat« zcrlepto Zahl, so ist sofort erkennbar, daß 

H- - y)' + - -t (-r - «)' -t- (y - + (y - «)* T - «)*. 

Ist aber jede Zahl der Form 6tt' die Summe von 12 Biquadraten, so 
ist jede Zahl 6^ = 6(nf + n| -f nl -r «*) die Summe von 48 Biquadraten, 
also jede Zahl M j « (« Ii 'i 5), indem höchstens 5 Einsen 

liinzuget'ilgt werden, die Summe von höchstens 53 Biquadraten. Lucas^j 
redusiert dann nocb die von ihm gefundenen 45 auf 41. 

Ea ULflt sidi nnn gana leicht zeigen, daß jede game Zahl m 39 Si' 
quadrate zerlegbar ist. 

Nach dem Obipen i.st 6h " durch Bicjuadrate darstellbar. Ist 
ferner N eine Zahl, die nicht dio Form i.'* -f 7) hat, so läßt sie sich 
dnrdi 3 Quadrate darstellen, also 



Doch fannchen wir statt eines negativen Wertet; von y einen positiven. 
Diejen gewinnen wir Iciclit, da Legendre und andere gezeigt haben, daß an» 
einem \Vert0y0tem x ^ f\ y ^ : — h der Gleichung x'-j"!/' — 1'^'^' zweites 
durch die Formeln 

« = r<r* + 2y*), y — M^r+y")» '^') 

gefunden werden kann Dies gibt biet 

- 181.1»' - 1;; y - ^'2 18' - 1,; 2 ^ 7^18' 1), 
abo winl na«"h 1; 

3(J«)3^ 3J.21(18''4- l)J»-=li8(18» lj l]>+[(2 .l8ä - 1). IJ'-j- [7(18»+ 1) ij», 
q. e d. 

1) Induktiv scheint »n h lü aU hinrt'icheudi; und notwendige obere Grenze 
n ergeben. 

2} 1. c. S. 113. 

8) Xouv. Corresp. inath^matique ed. p. Catalan Bd- 4. 1878. 

4) ebenda. 

6) £. Lucas Nouvelles Anual. (2; XYU 1878, S. 
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(B) 



Also IXM 8i«li ftN sicher dtursii 86 Biqnadni« ausdifickeD, sobald BN 
nne dtr folgenden Fonnen hat: 

6(8m + 1) =.48«» + 6, 6(8f» + 2) « 48m + 12, 

(A) 6(8m + 3) = 48iw + 18, 6(8»h -j- 5) = 48m + 30, 

6(8m + 6) - 48»! + 36. 

N^m hat 48 mir dip vier hiquadratischen Rfste: (>, 1, 16, 33. Wir 
versuclicn jetzt f&r jede Zahl 48 jw -f a (iadiirch, daß wir eine inögliehst 
kleine Zahl von Biquadraten subtrahicreu , aul eine der Fonnen (A) lu. 
kommen, und swar aoU die Anzahl der abgezogenen Biquadrate höchstens 3 
sein. Wir finden als Beste Ton p* + q* r* (mod 46) die folgenden 

1 = 1*; 16 s 2*; 33 == 8* 

2 s 1*4-1*; 17sl*-f2*; 18 = 3*+3*==1*+1*+ 2*; 

32 - -2^ - 2*; 34 1* + 3* 
l3 + 19 - l*-h3*-|-3*; 35 ^ 1* + 1^ + 3* 

Daraus folgt, daß r. B. 48/. + 31 = 19 + 48Ä- + 12 = 1* + 3* + 3* 

+ (48m + 12), und da 48 m f 12 die Form (A) hat, so gestattet 48Ä+ 31 
eine Darstellung durch 39 Biquadrate. 

Addieren wir nun alle Zahlen (B) snksessive za allen Z^en (A), so 

erhalten wir eine ganze Keiho von Formen 46«N 4* <lie durch höchstens 
39 Biquadrate ausdrückbar sind. 

Man ftberveugt sieh ohu«' Mühe, daü so nur die Formen 

48m + 10, 11, 26, 27, 42, 43 

als unerledigt übrig bleiben. 

Ziphcn wir von diesen Zahlen rpsp. die Zahlen 34, 35, 2, 3, 18, 19 
ab, so bleibt jedesmal ilbrig eine Form 48A" -|~ 24 = 6 • 4(2ä; 4" 0 elso 
2V'-4(2Ä- -M). 

Diese ist als Summe von 3 Quadraten nur dann nidU darstellbar, 
wenn 2A- — 1 die Form 8m + hat. In letzterem Falle braucht man aber 
nur das Biquadrat 1* (welches ja in drn obigen Zahlen: 34, 3.'» et«* stets 
als einer der höchstens 3 biquadraii^then Summanden konstatiert werden 
kann) durch b* zm ersetzen, das ja ^ 1 (mod 48) ist, und hat dann wegen 

14 5* — 13 . 48 

a. B. 48m + 10 - 34 4- (48m f 24) - 1* -f 3^ (48/.- x 24) ö* + 3* 

-f [4ü{k - 13) -f 24]. 
Es ist aber wegen 2 k - 1 - 8 m j 7: 

48(A; - 13) 4- 24 - 6 . 4(8m + 7 - 26) - 6 • 4(8/ -r ö) - 6i^. 

Diese Zahl 6N ist aber, da N eine Summe von luW listens drei Qua- 
draten ist, sichor rin*» Summe von höchstens .^fi Biijnudratcn. also 48w f 
eine solche von 38 Biquadraten. Man sieht, daß sieli auch bei den andern ö 
restiei'enden Formen nie mehr als 39 Biquadrate ergeben. 

Die höchste abzuziehende Zahl wird 5* 4- 3* 4- 3* = 787. Ist 48in 4- « 
so niedrig, da0 der Best negativ wird, also < 787, so kann man leicht 



Digitized by Google 



M. Sitmiiir« 8«. Juni 1906. 



induktiv- üsitvtoll««, daS «idi hinr die Zftbi 39 der biquadrate mehr 
ab genügend ist 

Folgende und AQch einen Teil der bisher erwftlinten Literaturangaben, 
sowie die AureguDg zur Besch&ftignng mit dem Problem verdanke ich der 
Güte des Herrn £. Landau. 

Zornow, De compositione ournerorum e cabis integris positivis; 
OreUe 14, 1835. 

Maillet, Intermediaire des Matli D. / l?04. S. 293. 

Oltramare. Inteniit'diaire lt<(>5, S. 3ü, beweist, daß jeder Kubus 
ia 9 positive ganze Kuben zerlegbar ist. 

Als streng bewiesen ergibt sich aus dem Obigen^ daß jede ganze Zahl 
m 4 Quadrate oder m 13 Kvbm oder in 39 Biquadrate sieriegbar ist. Doch 
lassen sich vermuüieh diese Anzahlen auf resp. 4, 9, 19 reduneren. 

Ober die BeUeidnng einer OberllMelie mit einem blegsunen 

nnanedehnbaien Netz. 

Von Rudolf Rothe. 

Das Problem, eine Fläche mit einem Netz äquidislandr Kurven m 
bekleiden, beißt, das Quadrat des Linienelements der Fläche auf die Form 

(1 ) ds^ ~ du' 2 cos a du d v ' d 

zun'ickziifilhren. Die Wichtigkeit dieses von Tx h e h yschef herrührenden 
Problems tritt vielfach in der Flöchentbeorie hervor, besonders in dem 
bekannten Satse von Hatsidakis, wonach eine FlSche, auf der ein 
Tschebysohefsehes Neta durdi die Asymptotenkurven gebildet werden kann, 
notwendigerweise konstantes (negaÜTes) KrümmungsmaB Iiesitzcn muß. 

Wenn ein auf fint^m regnlBren Fl;Uli»^n<?tück ausgebreitetes, aus be- 
liebigen Kurven (Fädenj zusaromenge^>etzt«ä Netz, dessen Fäden an den 
&enzungspunkten fest TSiknotet sein mögen, ohne Dehnung auf einem 
andern, nieht durch Biegung aus dem wsten henrorg^angenen regulftren 
Flächcn.stück falten- und lückenlos ausgebreitet werden kann, so unter- 
scheiden s]ch die Liuienelemente beider Flsichon. bc70£,n>n auf Fäden 
des Netzes als Koordinatenlinien, nur hiusichtiich des mittleteu Koeftizienten. 
Denn je zwei entsprechende Masdien stimmen in den Längen der ent- 
sprechenden unendliehkleinen Seiten überein, unterscheiden sich dagegen 
hinsichtlich des Ofthungswinkels. Zwei Flftchen, Ar die das Quadrat des 
Linienelemettts die Form 

Edu* + 9 VEG cos adadv-^- Gäv* 

und 

E d M* -f 2 (r cos a dudi - G>f 

hat, können also als „mit demselben Net/, liolcleidtt" i)e/.eirhnof wRrden. 
Daraus folgt, duÜ, solange über den Maschenötlnungswinkei keine be- 
sdirftttkende Voranssetsung gemacht wird, jedes beliebige, eine Fische be- 
kleidende Netz auf einer beliebigen andern Fliehe ohne Dehnung ausgebreitet 
werden kann. 
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Im Na«liflteb«ndflii soll zuerst eine besondere Art Ton Netcen untenaeht 
werden, die ich als Gewebe beteiebne, und in denen das Tsebebysobefsohe 

Netz als spezieller Fall enthalten ist. Daran schließt sich der Beweis eines 
Theorems, welches eine VeraUgemeinerung des oben angef^Üirten Hatzidakis- 
schcn Satzes bildet. 

1. Ein Nets soll als (rottete begudcbnefc werden, wenn die briden rvn 
einem Knotenpunkt aasgebenden Fftden einer Mascbe dieselbe LHnge besitsen. 
Diese Annaliiiic entspricht nUherungsweisc der praktisdu n Verfertigung eines 
(Jewebes, bei welchem die Maschen über Stäbchen oder dergl. geknüpft oder 

geflochten werden. Da Y^-^" """^ Y^' ■ <^i^ Bocrendiflorontiale der 
vom Knotenpunkt (u, <) ausgehenden u- bezw. r-Linien sind, so existiert, 
der obigen Definition zufolge, im Falle eines Gewebes eine Funktion r) 
derart, daft 

ist; dann bedeQt>et <p die Bogenlänge der «-Linie und der t - Li nie, gemessen 
von irgend einem .Viifankrsw rrt g — O nn. Das (Quadrat des Linienelements 
einer mit einem Gewebe bekleideten Flüche wird danach 

(S) ds» - rfu» + 2 ^ ^ 008 « durfte + dv\ 

^ ' \c tt/ ' ( u r r \crj ' 

anter u c iu, r) eine Funktion des Ortes auf der Flüche verstanden. 

Wenn gp (if. r) = n r. so cr^'ilit sich das Tscheby seheische Netz (l). 

Es soll uun zunächst bewiesen werden, daß es auf jeder Fl&che Gewebe 
gibt, fEkr welche der Mascbendflnongswinkel eine willkflrlich anzunehmende 

Ortsfunktion i.'^f Zu dem Zweck ist zu zeigen, daß die Kuri en (p (i/, r ) = canst. 
die Eigen >( ha (t hahrn. dii.-< Sitpplrmriif th s Kitordiimh uicitilels « zu halbieren. 
Berechnet man in der Tat «Im Winkt 1 den die positive Richtung der 
Linie y (u, v) = const mit der posiiiven lüchtung der u- Linie einschließt, 
nach dw Formel 

__ \ Kdu -1 ya CO» a dr 
cos /J - , 

wo du und dv durch die Kelation i/op — 5^ <!« -j- dp « 0 zu verbinden 
sind, so erh&lt man 

j 1/4. " 3t 4 a 

cos = — V2 • sm j == cos — ^— , 

womit die Behauptung bewiesen ist 

Man flUire nun außer den Kurven 91 = consi noch die der Differential- 
gleichung 

genügenden Kurven ' ) — eonst. in die Rechnung ein, so bestehen die 
Ivleichungen 

du cv ^' cv 

unter v einen vom Winkel u unabhängigen integrierenden Faktor verstanden. 
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Multiplizieri man die erste der vorstehenden ( lleicbuugett beiderseits mit co$ ^i 
die zweite mit sin | und addiert die Qandrate, ao kommt 

(4) da* «— cos* I rfy* 4- «in* ^ v'U xi>' , 

d. h. die Kurven ifr oonst. stehen auf den Kurven 9 — const senltrecht, sind 
mithin die Halbierenden des Winkels a. 

Ks ist aber bekanntlich st«ts möglich, das (Quadrat de» Linienelcmuuls 
einer gegebenen Flüche auf eine Form mit verschwindendem mittleren 
Koeffizienten zu bringen, in welcher der erste Koeffizient eine willkflrlich 
in nehmende, nicht beständig verschvrindende Funktion des Ortes auf der 
Flicbe ist 

Als IiitegrabilitätsbedinguDg, welcher die Funktion v zu genügen hat, 
ergibt sich die Gleichung 



(5^ V 



weldie sich leicht in die Fonnel 

d*q) dv ctft Cff 
cudv ^ ^ dv 
verwandeln läBt. 

2. Ein Gewebe der Eigenschaft, Uali alle Mas<*,ben, deren Seitenlängen 
gleich sind, nuch denselben Offnungswinkel besitzen, soll ein ffestre^es 
Gewebe heißen. 

Für ein solches Geweite ist also « eine Funktion allein der Bogenlnnge 
(p, die Maschen gleichen ( »iTnungswinkels sind streifenförmig längs der Kurven 
tp = const. angeordnet. Nach dem im Vorhergehenden Gesagten gibt es auf 
jeder Fliehe gestreifte Gewebe. D» nber die Wahl des MasehenAfinungs- 
winkele nicht mehr wülkOrlicb ist, so können zwei beliebige Flächen im 
allgemeinen nicht mit demselben gestreiften Gewebe beUeidet werden. 

Setzt man ^ 

dtp' = cos ^ • dip. 



¥ nn ^ • V, 

so wird nach der Gleichuug (4) 

ds*^d<p'* + v'Uti,^ 

d. h. (la.s System {<p\ r^f), aho auch das System {<p, t^) ist orthogonal- 
geodätisch, die Linien (91) sind seine geodätischen Linien. Also besteht 
der Satz: 

Die Wimki^UäbiereHdm eines fffgtreiften Oew^bef hUde» ein ofihogomär 
geodätisches Systm. 

Versteht man niiter Masebeuhöbe den geodätisch gpmessenen Abstand 
des Scheitels des Winkels u vom gegenüberliegenden Knoten, so gilt auch 
der Satz: 

In «jMSMi gestreuten QemAe Ao^e» dSw Jfosdbm Sirenen» diesetbe 
Höhe. Denn däwse ist gleich also Iftngs eines Streifens ^ = const, 
konstant. 
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Ferner läßt sich der Satz beweisen: 

In emem t/ettreißm Oewibe find em jedem KmoUn dk gtoddüKkm 
Kfümmmgm dir beiden Fäden einandir gleich. 

Setzt man nämlich in die für die geodätiieheD Krttmmungttn und ff^ 
der Koordinfttenlinien geltenden Formeln 



(6) 



cv 



für und VG dt«; für ein Gewebe geltenden Werte (3) ein und bildet 
die Differenzen auf beiden Seiten, so ergiht sich 

\9u "t) euer' r (u, r i ' 
Ist nun ilii> (icwobc tfpstrpifl, so vcrseliwindot die fflcht^ Seit« vnrstf hpinir-r 
(vleichuug identisch, also muß, ^ ^ nicht beständig gleich Null sein kann, 

sein. — Wenn umgekehrt g^ so Tenebwilidei die linbe Seite, also ist 
dt eine Funktion allein von 9;, d. h.: 

Wenfi in rinrtn (ifirehr an jedem Knoten die geoilätisrh« /> Kriimmungtfi 
der beiden Faden einander gieUh sind, ao ist da^t Gewebe ge^HireifJ. 

Man beieidme mit g den gemeiiisamen Wert yon ff^ tind g,, dann 
genUgt g infolge jeder der Formeln (6) der Oleichnng 

. .« d*<p , dtp dtp / , da\ 
2 am* 5 • >- J + ' Ii/ + j ) sin « ^ 0 , 

oder die Funktion 



d**p , ^ etp dtp 



genflgt der Gleicbung 
Im Verein mit der Relation (.'>) ergibt sich demnach 

(8) ;;+»*»"0. 

Mittels dieser Forni<>l kann man /. Ii. leicht zeigen, daÜ ein aus geodäii»<:ht m 
Lkum gebildetes gisfreißes Gewehe m» auf dm SotatUmaftädim und deren 
Siegwigen extatieren kamt. Denn fOr den Fall, daß die Fftden des gestreiften 

Gewebes aus geodätischen Linien gebildet werden, ist g — 0, also g* eine 
von tp aMpin ahhHngige firöße. Trifolfrc der von<tehenden Glei<}inii!T ^8) 
ergibt sich dann aber v in der IJestalt • *l^[}i>)i sodaß bei pa&sender 

Wahl der Variablen 7, ^ da« Quadrat des Limeoelemeats auf die Fonn 

gebracht werden kann, womit die Behauptung bewiesen ist. Nur in dem 
Falle^ wo gleiehieitig der MascbendliiiiugswiDkel a «ne Konetante ist, würde 
mit g anch g* verschwinden, also v eine allein tob ^ abhingige GröBe 
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werdea, d. h. die Fläche eine Developpable sein. Dieses Ergebnis ist in 
Übexvanstiiiiiiiiiiig mit don belmmten Sati ▼on Liouvill«, nach ifielehem 
nvr Kuf dar !Qmii8 imd ihno Biegongm sww ostor konstentem Winkel 
sich schneidende Systeme von geodätischen Linien existieren können.') 

Auf die Rotationsflächen und ihre Biegnngen wird man auch geführt 
durch die UuterbüLlumg der Frage, wann ein liquidistantes Netz (Tschebv- 

Bchefsches Gewebe) irestreift sein kann. Dann verschwindet ntoilich — T-, 

also sufolga der Gleichungen (7) bezw. (8) auch g* und sodaß v eine 

Funktion von allein wird, welche unbeschadet der Allgemeinheit gleich 1 
genommen werden kann. Das Linienelement (4) gehört alaOf da ff ~ 
den Eotationsfl&chen und deren Biegungen au. 

S. Ick wende mich jetst sni der obut aogekflndtgten Verallgemainerung 
des Hatsidakisschen Theorems nnd werde folgende beide Sitae beweisen: 

1) Wenn auf einer Fläche die Asyniptotmkurven tin Geuf^e bilden, 
Vit das Knlmmtm^.omnß der Fläche längs d(r dneft Schar mm Krüm' 

muitgsUmm konstant (Hibaucoursche FläcJien.) 

2) Wenm da» Oewebe ier Agymptotetdturvm gtstmfl ist, so iM 
d4e FUUke eme BokOiamfiäehe, 

Da die AsymptoWkurvpn in den Kreis der Betrachtungen geiogai 
werden, so hat man zum Beweise dieser Satze auf die KrümmviTicrsieit»en- 
schaften der Fl&che einzugehen, also die äilclientlieoretisohen Fuudameniai- 
glMchnngen zu nntersnchen. Sind F, F^G^L, M, A' die Fnndamentalgrüßen 
enter nnd zweiter Ordnung in der jetst flbHchen Bedeutung, so ist auBer 
den Bedingungen // -= 0, AT 0 noch das Bestehen folgender Gleidinngen 
notwendig und f inrt>i< hend dafür, daU das Hets der Koordinatenlinien 
aus Asjmptütenkurven gebildet wird: 

M = yEä - F' ■ 

dlOgir (11) fl2) ^log3/ (22) fl2) 
^ l 1 ) - l 2 I ' dv \ 2 1 t 1 P 

darin bedenten K das Gauftscke KrflmmnngemaB nnd |*^J die aus den 

GrSficn J^, (r gebildeten Christoffeischen Symbole. Sollen ttun die 
Asrni]) toten kurven ein Gewebe bilden, so sind die Werte für £, f , 6 aus 
dem Linienelemeut (3) zu entnehmen, und es ergibt sich 

1* ftfOq) 



^ sm « 

au cv 



log (^^?^ sin«) - 

09 Cv * \fi%CV J 



1 

COfl' 


a 


a«'^0e» 


2 




1 

OOS* 


a 


' .< log - • 
ov ° ci* 


¥ 





1) In bezug auf den Fall des aus orthopOTtaJen Fäden gebiidotea ^uestreifteo) 
Gewebes verweise icli auf eine frühere, in diesen Berichten veröffentlichte Arbeit 
(Jahrg. I. S. U7). Ein VerKloich mit den dort entwickelten Sätzen zeigt, daß ein 
großer Teil derselben schlechtweg oder mit geringen Abilnderongen rar die ge- 
stareiflen Gewebe gilt 
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Demnach folgt durch ElüniDatiou von M 



eoe* eoft" — 

und daraus 



3(fi,e) 



- 0. 



Es muß daher K eine Funktien von tp allein eein, welche sich auch auf 
eine Konstante reduzieren kann. Im letsteren Falle würden die linken Seiten 
der vorstehenden Formeln verschwinden, also <)p von der Form U(u) -f V(r ) 
sein müssen. Es ist a.lgHa.nn stets möglich, das Quadrat des Linienelements 

auf die Form 

Au* + 9 cos ff <lti<f V + ^f!^* 

zu brinj^on; das ist aber gerade' der vn:i ]Ienn Ilatzidakis besprochene Fall. 

Im allgemeineren Fall ist das Krummungsmali A längs der Kurven- 
Bchar 9> oonsi. konstant Da aber bewiesen wnrde, dafi die Kur?ett 
q> = const. die Winkelhalbierenden des Systems (u, v) sind, welches tob 
den Asymptotenkurven gebildet wird^ so sind sie Krümmungslinien. Damit 
ist der erste Sat?. bewiesen. Zu den bemerkenswerten Eigenschaften der 
Flächen, für welche K längs einer Schar vou Krüramungslinien konstant 
ist, gehext flbrigeas die, daB hei ihnen die Asymptotenknrrm der ETolnte 
denen der EvoWente entsprechen.*) 

Setzt man nun den Wert K in die Gleichungen (10) ein, so 
ergibt sich aas jeder der beiden: 

OOS ^ • T • Ä— — • 

Vergleicht man diese Formel mit der Integrabilititsbedingung (5), welcher 
die im Linienolemcnt (4) auftretende Funktion v m genfigen hat» so ergibt 
sich folgende Formel 

(11) w^.iii?^^--^-^. 

Am ihr folgt ^uuücbst, daU im Falle kou^tauteu Krümmuxig^tuaüeÄ die 
Funktion v ailein von ^ abhKngt, also das Quadrat des Liniendements hei 
pitfsender Wahl der Variablen ^ auf die bekannte Fonn 

ds* = cos' " dy' 4- sin* " d^- 

gebracht werden kann, wo 9, ^ jetct die I^rameter der Krilmmnngaliniep 

bedeuten. 

Aus der Formel (11) folgt aber femer unmittelbar der lieweis des 
zweiten oben angegebenen Satzes. Ist nämlich das Netz der Asymptoteu- 

kurveu gestreift, also a >^ «(9)} so wird ebenfalls ailein von 9 ab- 

1) Vgl. J. Knoblauch, Einleitung in die Theorie der krummen Flächen. 
8. SS7. 
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bängig, d. h. v von der Form <P{jip). ^(tf'^j das Limoueiement läßt sich also 
auf die den Rotationsfllchea sukommende Form (9) briagen. Da aber 
(tp, t^) das System der KrAmmungBÜnieii ist, so ist die Fliehe selbit eine 
BotatioiiBfliohe. 

OharlotUnbuig, April 1905. 



Aosfülirung elemeutargöüiuetriäck&r Konstruktionen 
b»l nnglbifltig»!! LageverlüUtiilm«!. 

Von P Zühlke. 

Bei der Lösung von Konstruktionsaufgabou hat man zu unterscheiden, 
ob die dazu ertbrderlichen Hüfskonstniktionen nur theorotisch, d. h. {mit 
Steiner zu reden) „bloß mittels der Zunge*' oder auch wirklich auf dem 
Zeichenbrett mit Lineal, Zirkel und Sehiebdreiecken anagefllhrt werden 
sollen. Wm theoretisch kurz und einfach ist, braneht praktisch noch nicht 
empfehlenswert zu sein; z. B. sind die sogenannten geometrographischen 
Konsti-uktionen tür die wirklifhe Ausführung trotz der KIfinheit des „Ein- 
lachheitskoef&zienten'' nicht immer genau genug, was von den Geometro- 
graphen aveh eingestanden wird.^) Die Genauigkeit einer Zeidinnng ist 
nimlich auBer von der Anzahl der sa ihrer Herstellimg notwendigen ElMneatar- 
konstruktionen, deren jede mit einem kleinen Fehler behaftet ist, noch 
wesHutlich abhängig von der gegenseitigen Lage der in der Figur benntsteu 
Punkte und Geraden. 

Die LageverhSltnisse einer Figur sollen als ungünstig beieidmet werden, 
1) wemi Pimkte, die zur Konstruktion gebraucht werden, untuffäK^ick sind, 
d. h. außerhalb des zur Verfügung stehenden Zeichenblattes liegen, 2) wenn 
einerseits die Schnittpunkte von Geraden (oder Kreisen), andrerseits die Ver- 
bindungslinien von Funkten zwar erreichbar sind, aber nicht siclter genug 
hctUnmU ersdieinen. 

Abgesehen von der bekannten Steiner sehen Aufgabe*) und der zn 
ihr dualen, die beide in geometrischen Schulbüchern oft behandelt oder 
wenig«?tens gestellt werden, findet man in der Literatur, soweit sie dem 
Verfasser bekannt geworden und zugänglich gewesen ist, nur wenige Be- 
merkungen Aber die Art und Weise, wie die unentbehiiichsten Elementar» 
konstmktionen zu umgehMi oder su ersetami and, wenn ihre „normale^ Aas» 
flihrung durch ungünstige LageTerh&ltnisse erschwert oder unmöglich ge- 
macht wird; am häufigsten noch triflFt man auf solche Notizen in einigen 
Lehrbüchern der darstellenden Geometrie, so z. B. bei Chr. Wieuer, Bd. 1, 
Leipzig 1884, S. 77, 190, Rohn-Papperitz, Bd. 1, Leipzig 1893 S. 49, 
J. Schröder, Bd. 1, Leipzig 1901, a 78, 113, B. Schttssler, Ortho- 

1) Vgl, z. B. .1. Reu8<h, Planimetrieche Konstniktiuncn in iTP^^mctrogiaphiflchet 
Ausfühxnng. (Pro^^r. liealficb. i. Thann) Leipzig 1U04, 8. VII, Kubnote. 

S) „Unrch einen gegebenen Punkt mittels des Lineale eine Gerade zu ziehen, 
welche mit zwei gegebenen Geraden nach einem und demeelben Punkte gerichtet 
ist, wenn nämlich dietter Punkt vorhandener Hindemisse wegen uD^ugänglich ist.'^ 
Bteiner, Oea. Werke, Bd. i, Berlin I88l, 8. 469. 
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gonaie AiOBomfttrie, Läpag 1905, 8. 19 f.. Tgl. «uch G. HülUr, 
ZeicfanMide Geometrw, Efilingwi 1884, § 8, S. 23 und Catala-Wiggins, 

Math. qii«-st a, solut. from the Edu- 
cational Times (2) 5,83, London 1904, 
Nr. 15401. Ausitlbrliche Anweisungen 
findet man bei J. Sohlotkef Lehrbuch 
fler darstellenden Geometrie, Teil 4, 
Dresden 1896 (Vorwort), eine be- 
sondere, recht eingphpnf^p Hehandlunf: 
bei A. Willing, (jieouielriscbe Kou- 
starnktioneii, insbesondere in b^grenster 
Ebene. Progr. (Nr. 564) Oymn. s. h. 
Krou7, Dresden 1899. — Aufgaben, 
du' irgend einem Spezialgebiet«, wie 
elwa der darstellenden Geometrie ent- 
stammen, wurden im Vortrage nicht 
berücksi< litigt, vielmehr wurden rein 
plrinimetrisclie Aufgaben bühandelt, 
die zu einem der im vorigen Abschnitte 
als 1; und 2) bezeichneten Tjrpen 
gehören. Als Beispiel gelte hier etwa 
die folgende 

Aufgabe: l ow stcci Krcben, dn en 
JtlitiHpunlie P, Q un^ug^mlirh f^ittd, kennt man je drd Punkte 
Qii^it^»' ^*'* Cfiordalc der beiden Kreise ist zu seiciinm. 

Die unzugänglichen Hittelpnnlcte P, Q sind durch die (in der Figur nur 
angedeutfiten) Mittellote auf Pj P,, P, P,, Q,, bestimmt. Man wähle 
drt'i nicht zu einem der gegebeneu Tripel gehörige Punkte, z. B. ^, , Q^, /\ 
und verbinde den Mittelpunkt M dos durch diese drei Punkte gehenden 
Kreises mit P. Die von Pj auf MP getallte Senkrechte (P^ P') schneidet 
in einem Punkte der gesuchten Chordale, nKmlidi in dem Chordalpunkt 
dw drei Kreise M^PyQ, Fflhrfc man dieselbe Konatniktion bei den andern 
Punkten, z. B. Pg, Pj, ^3 aus, so ist die Aufgabe gelöst — Liegen die 
Punkte . . . von vornherein nngünstig, so kann man <\o durch andere 
ersetzen; z. B. könnte man im /.weilen Ti-il der Konätriiktiou statt des 
Punktes sMsk den sjxnmetrischen Gegenpunkt von in bezug auf dM 
Mittellot yon Q^Q, wihlen. 

Westend, d. 26. Oktober 1905. 
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Sitzungsberichte der Berliner Matliematischen Geseliscliaft. 
HmiugtgelMii Tem Tontand« OeMilBobftft. 

39. SitzoBg am 13. BeKember 190&. 

Vorsitzender: Herr Knoblauch. 
Anwesend: 35 Herren. 
WifwensehiÜMehe Ifitfeeilungen: 

H«nr Lampe: Über angenftherte 'WiakelteflnngeB mit 2Sr1cel mid 
Idneal (s. n.). 

Herr Koebe: l) Herleitung der partiellen Differentialgloichung der 
Potenüalfunktion aus deren Int^praleigenschaft. 2) Über eine £inteiliing 
der biiationalen Tnmifoniiatioiie&, durch welche das algebraische Gebilde 
vom Baage Suas in sich selbst flbergeht 

Herr GUntsehe: HerouiBdie I^reieoke mit einer rationalen Mittellinie 
(s. n.). 

40. Sitzung am 31. Jumar 1906. 

Vorsitzender: Herr Knoblauch. 

Anwesend: 42 ILrreu. 

Wissenschattliche Mitt^iluDgeu: 

H«T Koppe: Über die iterierte Sinusfouktioii. 

Herr S kutsch: Vorführung eines Apparates sur Demonstration des 
astatischen Gleudigewichts ebener Kräftesjsteme. 



über angenäherte Winkelteilongen mit Zirkel und Lineal. 

Von E. Lampe. 

Bas alte Problem der Dreiteilung eines beliebigen Winkels und seine 
Erweiterung, das der Teilung eines Winkels in n(> 3) Teile, flbt noch 
immer einen gewissen Zauber auf solche Menschen aus, die der nOtigen 

raathematisch pn Einsicht ermangeln, um den Sinn der Aufgabe zu erfassen. 
Die Mitteilung, daü die Trisektion eines W inkels mit Zirkel und Lineal, 
die zuerst vergeblich gesucht, jetzt als unmöglich nachgewiesen sei, tindet 
bei diesen Grttblem k^en Glauben; sie Termemen yiehnehr, noch heute 
hohe wissenschaftliche E]irt.'U und ^Toße EHicbtülmer gewinnen zu können, 
wenn sif die Dreiteilung mit Zirkel und Lineal zuwege bringen. Ks nützt 
gar nichts, ilmeti zu sagen, daB die geometrische Dreiteilung des Winkels 
fOr die Technik keine Bedeutung hat, und daß das Problem auf viele Arten 
geomefadsche LSsungcu gefunden hat, 

ntBoagabMlfllito d. BmI. Mktta. Gm. T. 1 
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Für die Geonietrif sind natürlich die auf solche Weise entstandenen 
angenühcrteu Lösungen der Winkelteihmg ohne Vsonderos Interesse. Höchstens 
kann der Lehrer sie als Aut'gubeu beuut^eu, entweder die erreichte Au- 
nlherang an iMgtiinmeD, unter ünistaitdeii auch da« Ibiinram der Ab- 
weichung zu heredmen, oder aber dm Trugschlufi stt entdecken, der bei 
der Konstruktion gemacht ist. 

Von solchen vemieiiitlichen Lösungen der Wiiikelteilung mit Zirkel 
und Lineal soll hier nicht die Rede sein, sundern von gewissen Kou- 
stroktionen, die in Änlehnnng an die bekannten rtrengen Löningen ana 
diesen auf leichtem Wege herzuleiten sind. 

Zur Trisoktion eines beliebigen Winkels sind bekanntlich dieselben 
Mittel erforderlicli , welche zur geometrischen Konstniktiun der Wurzeln 
einer kubischen Gleichung dienen. Eine der einfachsten Trisektionen , die 
in vielen Lehrbflchem der analytiwdien Oeometrie gelehrt wird, ist die mit 
Hilfe einer Hyperbel vom Asymptotenwinkel 120®. Herr Kühl, gegenwSrtig 
zu Haiger (Nassau) wohuliaft, der sieb mit dieser Lösung eingehend beschäftigt 
und aus ihr eine sehr gute Nahorungskonstniktion geschlossen hat, sandte 
mir vor etwa einem Jahre einen ausführlichen Aufsatz hierüber zu, in 
weldieni nntw anderem die erreichte Anniherung dnrdi eine von fBnf an 
ftnf Graden üortBcfareitende Fchlertabelle Teranschaulioht wurde. Auf 
meinen Rat hat er dann die schon bekannten Ergebnisse seiner Unter- 
suchung gestrichen und die von mir ihm angegebene Ableitung einer ali- 
gemeinen Formel für die Abweichung au die Stelle seiner Tabelle gesetzt, 
ans der er jetst nur einige Zahlen aufgenommen hat Die auf diese Weise 
unter meiner Hitwukung entstandene Note möge als erster Teil in der 
neuen Abfassung folgen. Hieran knüpfe ich im zweiten Teile einige 
Retrachtungen, welche für drei versebiedene angenäherte Winkelteilimgen 
die erreichte Genauigkeit erkennen lassen. Die Rechnungen, welche zu den 
TsrhftltniamiBig einfachen Brgebnissen ftthien, kibmen als Übungsaufgaben 
für den Qebraaeh der BeihenentwicUungen bn d«tt elementsren Funktionen 
benutst werden. 

I. 

Eine K&hernagskonstruktion fftr die Dreiteilung des Winkels. 

Von Hans Kfthl. 

Erruiite ich Aber einer festen Grundlinie M>V~2/7 eine Schar 
gleiehscheukliger Dreiecke, von denen eins durch das Dreieck MEN der 
Figur 1 dargestellt sein möge, und ftlbre ich in jedem Falle die Dreiteihrag 
dos Winkels 2a an der Spitze aus, so ist der geometrtsdie Ort für die 
Schnittpunkte dieser Dreiteilenden EE^ und EE^ mit dem um den Scheitel E 
lies Winkels als Mittelpunkt dttrch ]\T und N beschriebenen Kreise be- 
kanntlich gegeben durch je einen Ast zweier kongruenten Hyperbeln. 
Madie idi den Hslbiemngspunkt C tou MN zum Anihng tines recht- 
winkligen Koordinatensystems, dessen Abszissenacihse .EU ist, 80 haben diese 
(nicht gezeichneten) Hyperbel&ste die Gleichungen: 

y-_ i(a- V'4a- + 3x-) und = + i (a - V4a» + So;«). 
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Die Gleichungen der in Betracht konuDenden Hjperb^ aelbBt laaten nimlich: 

+ 2ay — sc« — a* — 0 Jod Sy" — Say — — a« ^ 0. 

Es siiid dies swei Hyperbeln, deren halbe Hanpfcadise gleich |a, deren 
halbe Kebenaehso gleich ja^Z, deren Exzwitruittt gleidi ^O) deren Asym- 
ptoteniviiikel 1 20'^ ist, und deren Mittelpunkte anf der Ordinatenachae liegen 

und die Oidinaten — jü, bezw. + -ja haben. 

Diese Tatsachen hat naan schon immer zur Herleitung einer Drei- 
t«iluag8konstruktion des Winkels MEN benutzt; denn die Lage der 
Punkte and JS| ist dadurch gekennieichnet, daß sie die Schnittpunkte des 



Kreises um E über d^ Sehne 3IN mit den d< 

Berilcksichtigt man nun. daß Rir die 
Dreiteilung eines spitzen Winkels ül»er iler 
Sehne ÜfiV' von den beiden ilyperbülästeu 
nnr dem Schdtel sehr nahe liegende Korren- 
teile in Frage kommen, so liegt der Ge- 
danke nahe, diese durch die Krümmungs- 
krei«e im Scheitel zu ersetz-en; und man 
erhält so in der Tat eine Konstruktion von 
aehr -weitgehender Annlherang. Der Nadi- 
wels hierfür ist der Zweck dieser Zeilen. 
Es genügt offenbar, die weiteren Ül.er- 
legungen nur tiir die eine Hyperbel mit 
der Gleichung 3^^ -f 2ay — a* — ■ -c' «=- 0 
dnrdhaufOhren. 

Besaichne ich mit | und tj die Mittel« 
punktskoordinat^n und mit q den Radius des 
KrümmuniT'^kreises der Ilypörbel in einem 
beliebigen i'unkte x, so ist: 



Hyperbebl bilden. 



Für den Seheitel der Hypexbel folgt 
demnaob: 

1 — 0, 1} — |a, p — 2a. 




Unter Benutzung dieser Dafceu ergibt sieb folgende einfache Konätruktiou 
für eine sehr angenSherfce Dreiteilung des Winkels BET'^ 2 a. Ich besdireibe 

um den Scheitel E einen beliebigen K i , welcher die Schenkel des Winkels 
in M und iV schneide, und ziehe MN. Dann teile ich die Seline MN in 
den Punkten und iu drei gleiche Teile, nehiuo MN in den Zirkel 
und mesise von nach oben 0^ und vou nach unten Oj ab. Ich be- 
schreibe nun tun 0^ und Kreise durch und A^^ welche den "Kjkm 
\ni\ E in und E^ schneiden. Verbinde icl) E mit E^ und JS|, SO ist 
Winkel SEI in drei sehr angenähert gleiche Teile geteilt. 

Um ein Maß für die (!r<ißo des Fehlers 7.u haben, betrachte ich den 
inneren der drei gebildeten Winkel K^I\E^ = 2t, während der wahre Wert 
des dritten Teiles yim So mit 3« beseicbiet mden möge. Dann ist der 
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Fehler s ^ t' ta berechneiL Satst mui nooh Eö m, so folgt «ut 

der Figur; ^ y 

Die Gleichung des Kreises um ist: fx -f »m)' -|- • a' + «»* und 
die des Krümmimgakreises im Scheit«! der Ujperbel 

*•+(»- '3 )'-*•*• 

Hieraus ergibt sich: « 

, 7(lla* + gm«) — 6m|/80ft*-f" 8n? " 

Nun ist a =■ m tga, sumit 

7 (1 1 tg'a + 9) — 6 yno ■ a + 81 



igr' — tgtt 



3(lltff*a -(- 'Jy + Ul^'u )/80tg*a -f 81 



Diese Formel kann für große Winkel direkt zur Berechnung von t\ 
also des Fehlers d — — r dienen. Sie ist ftir kleine Wiukel aber sehr 
tubequem, mdinii bei Unnkeln unter 20''' saLbst siebenstellige Logarithmeii 
zur Bestimmung Ton d nioht aosreudieii; sie llfit sieh sladsan sweekmiBig 
durch eine NSherungsformel ersetzen. 

Man entwickele tgv' nach Potenzen von tg«. Es ist 

VsOig'a + 81 - 9(1+ Stg"«)* - 9 f 1 + gtg»« - s^tg*« + •••]. 

Daher ist: 

7(lltg^a + 9) ~ 6 ySOtg^.l- öl y 4- 'jHg*« + ^ * * ' 



3(11 tg*« + 9) -f 14tgä«y80tg«« + 81 - 27 + 159tg'« + ^t^tt ^^ 

Nun ist aber für o < 

tg« = a + ia' -f ,|a* + . . • , 



woraus folgt; 



tg/-ia+ + 



46 



«" • • 



woraus mit Hilfe der Beziehung: 
folgt: 

T' = tgT'-itgV + itgVq: 
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also: 




£« üt ^ « und aomit wird der gesuchte Fehler it 




Es ist also für kleine Winkel der Fehler, der beim Ersatz der Hyperbel 
dnreh den ErflnuniangBkreiB entstellt, der fDnfteD Potau das Wiiik^ pro- 
portional. 

Wegen des Fortlnssfns der liöheren Potenzen von a kann ich diese 
Forme] selbstredend uxir zur Fehlerberechiiung bei kleinen Winkeln benutzen, 
doch reicht sie bis 45° für Zehntelsekunden aas. 

Idi IBge einige Baten üW die Qrdße des FeUeis bei: 



Man «ieht, daß die Konstruktiou für kleine Winkel sehr gennn '^^t^ 
und daß der Fehler selbst bis 2a =- 60' nicht deu Betrag einer Minute er- 
reicht; fUurt man also stumpfe Winkel durch Benuüung ihres Sapplements 
•nf spitse Winkel xnrttck, und unterwirft man Winkel swiechen 60^ und 
120** xanlofaBt einer Halbiemng, so bleibt der Fehler stete kleiner als eine 
Hinate. 



Drei Nftherungskonstruktionen für die Winkelteilung nebst der 

zugehörigen Fehlerbestimnittng. 



Der im TOTStehendeu ungewandte Kunstgriff, die trisezierende Kurve, 
im behandelten Fall«' die Hyperbel, IWv.'j^ "iri*>r gewissen Strecke durch einen 
der Kurve nahe kommeiideu Kreis r,u ersetzeu, ist mir auch in der Frogramm- 
abh&ndlung von E. Marx begeguet: „Über eioigo Trisektionskorven'* (Fried- 
Isnd, 1886). Die Bechnnngen, welche ieh bei Gelegenheit eines Beforates 
Über diese Arbeit durchgeführt habe, um den Grad der enreichten Annftherong 
zu fTfiütteln, habe ich nicht veröffentlicht Inzwischen hat Collignon den 
Gedanken, eine Klasse der Sektrixkurveu durch ihren Krilmmungskit'is im 
Scheitel zu ersetzen, um dadurch angenäherte Winkelteiluageu zu erhalten, 
in «nem Teile adner Abhandlang erdrtert: „Gonrbes dirisaat en parties 



2d — 0.000159 

2 r - 20° 30*» 
2d-=40,2" 5'16' 



2 t — 1*40' 



10'' 20» 45* 

3° 20' 6® 40' lö« 

0.00 609'' 0.163" 9.4" 

120« 150^ 180* 
40» 50" 60® 



2210" 1<'12'10" 3®10'30" 



n. 



Von £. Lampe. 
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Egales une serie d'arcs de cercles (courbcs isocyclotomes)". Assoc. Franv- 
Montauban (1902), p. 13 — 14. Der Ausfranfjspunkt seiner üntersuchnng 
ist genau derselbe wie bei Herrn Kübl. Merkwürdig ist es, daU der frau- 
iBiiBdie Golebxte ▼on der aUgemein bekannten Benutsimg der Ton ibm be- 
handelten Sektrixkurven nv LiOsong des Problems der Winkelteilung nicbts 
erwähnt, also des Glaubens gewesen zu sein scheint, er habe die Eigenschaften 
dieser Kurven znm ersten Male erforscht. Die von ihm gemarhten Angaben f5ber 
die erreichte Annäherung bei dem Ersätze der Kurven durch den Krümmungs- 
krna im Soheitel sind in den ersten Anftngmi stecken geblieben. Daher 
scheint es nicht überflüssig, genauere Bereohnnngen, die sich anßerdem noch 
auf andorc S^ktrixkurvon beziehen, hier folgen 7U lassen. 

I. In einem I)rfieck*» ABC sei die Basis AB^c fest, der Winkel 
B M-mal so groß wie A. Daun ist der Ort der dritten Ecke C eine Kurve, 
die sur n^Teilung des Winkels B benutzt werden kann. Setat maa den 
l^nkel A gleich 9, A€^t nnd nimmt A als Pol, AB als Polarachse 
▼cm Pdarkoordinatea r, y an, so ist die Polargleichnng der Karre: 

sin nqp f n n(2M -\- \ ) - , 

+ «,'..1 17 9» + •• 




Für — 0 folgt Tq— cn/(}i -f- 1) = AiS, wenn S den Scheitt'l der Kurve auf 
AB bedeutet Femer berechnet man aus der Foi-mel für den Krümmungs- 
radius Ii in Polarkoordi- 
naten (am bequemsten 
aus den ersten beiden 
Gliedern der Reihe für r) 
den Krümmungsradius in 
diesem Scheitel 

B^ = 3cii/2(«* — Ij. 

Zur Ausführung der 
angenäherten n - Teilung 
eines spitaen ^If^nkels 

trage man demnach (Fig. 2) auf der willkürlieh angenommenen Steecke AB'^e 

von A aus die Länge AS = cn/{n -f 1) = ab, von S aus 3cn/2(n* — l) 
«= SKy beschreibe um K als Mittelpunkt mit KS als Radius den Kreis, 
trage den zu teilenden Winkel ö == ABP iu B an BA an; dann ist PAB 
(— ' <p) angenShert B/m. 

Beweis: Man flUe das Iiot PF von FwaiABf so ist 

(1) PE* c- PP* + FJI«. 

Durch c, (7, 9 ausgedrückt erhält man: 

55^+^5*5 %^ + ^» J»^-^^cotgÖ«^^^^, 

Setst man diese Werte in (1) ein, so folgt die Gleichung swisohem 
6 vnä «p: 

I tgqp ige I « f tgy ^ » -{-2 j« 9»* 

ltg«p + t«*l '''itgy + tgÖ 2;«» — 1)1 ■■4(»»— 1)» 
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oder nach lg cf geordut-t: 

[n'in + 2) + (m + !)•(» - l)tg*Öj tgV + «(« " ^)^^^9 

-(ai»+i)tg»ö-o. 

Die brauchbare WnnMl ist: 

- (n -1) + 3(n + IJ } 1 + ^*-j(2n + l)(n - 1) tg'0 j l 
*K9 = 2 -j- 2) + (n-l- tg«ö * 

Nun ist 

ji + 4-.(>" + »)(— »)*^•«)*- 
l + ,4» + 1) (" - ^) 's*® - öiP (ä" + 1)' (• - 1> tg'« + • • • 

Substituiert man diesen Wert in dem Zähler des Bruches für tg9P und 
entwickelt dann diesen Brudi dnich Division in eine Sdhe nach Poteosen 
▼on tg0, so stgSbt sich 

tg9= itgÖ-??^V^+ g^. («-!)*(« + i) (öf» + 4) tg*Ö ±-.. 
Durch Buisetsnng Ton tg0 9 + + + * - • folgt weiter 

*«V-5 + ä^. + I^('-2«*-ö«» + 6ii+20> + 1 

Also endlich 90 ^ arctg f — < — i**+6^~''» einfachen lle- 

dnktionen: 

- i - SÄIT« - + + 2) ± ■ ■ • 

Dies ist die gesuchte Beziehung zwischen den Winkeln <p und 0; charak- 
teristisch ist der Wegfall der dritten Potenz in der Ruihe. Bei kleinen 
Winkeln 0 kann als einziges FehlergUed in der üiflorenjs 6 ~ q> — 0 /n das 
Glied mit der fünften Potenz von 0 genommen werden, dessen numerischer 
EoefBneot'mit n almimmt. Die hier nun Ausgang dienenden Surren sind 
die Ton Gollignon am angeführten Orte untersuchten. 

IL In einem Dreiecke ABC sei die Basis AB c fest, der Winkel 
B (n — l)-mal so groß wie A. Daun ist der Außenwinkel von C n-mal 
SO groß wie A\ die zu den Kurven unter I gehörige Ortskurve für C kann 
dalisr zur n-Teilnng dieses AnfieDwinkcb dienen: Der ^sisbogen Aber AB 
als Sehne, welober » — 9 als Peripheriewinkel faßt, bestimmt auf dar Orts- 
kurve denjenigen Punkt C, für den der Winkel OAB^B/n ist Die 
Polargleichung der Ortsknrve fOr C ist: 

'-«»—Sinn,,— - ^'K- + ^^6» + • • i 

Ffir 9 = 0 folgt r,, — (n — 1) ejn — A8^ wenn S der Scheitel der Kurve 
auf AB ist. Der Krümmungflndins JRg im Scheitel ist: 

. B c (» - 1) / a fi (m — 2). 
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Zar AusfÜhrang einer angenäheften Konstruktioa tamge man auf der 
beliebig gewählten Steeoke AB -» 0 (Fig. 3) von Ä aus di« lAnge 

— (♦• — 1) c/n = ab, Ton 5 ans die Streeke JB^ — 3c (n — l)/ 2« (w — 8) 

— 8K und beedireibe um als Zentrum mit K8 als Badiut den Kreis. 




M 

Pig.8. 



Bin sweiter Kreis Uber AB als Sehne, der den Feripheiiebogan n — B hSit, 
(Radius f^MA^MB) schneide den ersten in P, so ist PAB^'^p) 
angenähert $/n* 

Beweis. Ans ^5 - ^^^0 folgt HiS - - ^^^«^ 

HK^ES + SK^ *V' 7 * "^J c — **7*'fc ^rsing, 

weil e^AMH. Nun ist, wenn P7) Lot /n ^5, PD« + DÜT* PiC", 
oder wenn mau den VViukel FM<^ = t einrührt: 

r»(eosT-eosd) +r»(^^^__2j em^-smT) - ■ n'(n-8)« ' 

Naeh einigen Bednktionen geht diese Besiehnng swisdien den Winkeln 
T imd 4^ Uber in: 

1 + ^— ä-sm*» sraTsm 0wces0CMT. 

Quadriert man ditsA Gleichung und ersetrt Q06*t dnrch 1 — ain'r. so 
ergibt sieh folgende quadratische Gleiohiing für sin«: 

{(<i^-l)(2»-l)8in»tf + 2)*) sin»T 

- 8sinösinT{«»- n + 1) { («-1) Bw*e } 

^fe=l*)!ria"ö{«'(«* + 2«-2 + (n- l)»sin*Ö) = 0. 

IMe Didniminaiite ^ dieser Gleidrang Terschwindet für sin'tf t, 
hat also den Fkktor 1 — sin*9 » cos'0, Iftftt sich also in die Form bringen 
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Pemnach folgt: 

(« — »)Mng {(w* — n + 1 )(« ' + n — i Bin '0) - 3« \n — l)cot6^, ) 
' "■ H { Kw » — 1)(2 n — l)Mn + n »(n — 8) * ) ' 

wo gesetzt ist: 

* 18»*» ^ 648»< i 

Man ersetze überhaupt in dem Ausdruck für sin r sowohl sin 0 als 

cos ^ durch ihre Reihenentwicklungen nach Potenzen von BO geht nach 

^ )j 

Abtarenniuig des Faktors - — - der Zfthler Aber in: 

n'{n — 2)* ö 4- i(- «* + 20 - 30 fr + 20 « - 10) 0=* 

+ - 1156«* + 287611* - 2360n» + 990n* + 240« - 80) + • - • 

und der Nenner in: 

«>(» - 2)» + («« - 1){2« - 1) Ö» - (»« - 1)(2« - 1) + • • • 
Somit folgt nadi AvsAbning der DiTision: 

^t^"^ 1 6- 1(" 7^0»+ j^.(9«*-4O«H20O«»-820«+160)±...). 

Setat man sinj—»*, so istj = arc8in« = *4- i*' + + " * 'i *1«o 

« ^ 186«" ^ 

Nim irt B-t^PME^2PÄB^2ip; mitbia: 

«" 18ft«* ^ 

Die Differenz ö ^ (p — Ojn wird also für kleine Winkel 0 durch das Glied 
mit der fUnfiben Potenz von 0 gegeben. Für « 3 ist dieses Glied -^^^ d\ 
^vi nach der Mitteilung des Herrn Kühl aus dar dorfc «ngegebenen Formel 
für diesen besonderen Fall von mir berechnet war. 

III. In einem Dreiecke AliC sei die Basis AB = c ff>st. der Außenwinkel 
bei B w-mal so groß wie der Winkel u4 (— qp), mithin C — (n~l)9. 
Dann hat die Ortskurvc für C, die als Sektrixkurve fOr die «-Teilung 
eines Winkels gebnoebt werden kann, die Polugleiebimg: 

einnop r n «(S«>-1) , , i 

Für <p — 0 folgt = ncj(n — i) ^ AS, wenn Ü der Scheitel der 
Kurve anl AB ist. Femer ist dar Krümmungäradius in diesem Scbeitel 
^-3<rtt/2(il*— 1). 
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Zur aiigenuliert*>ii w- Teilung trage man (Fig. 4) auf der willkürlich 
augeuomuienen Strecke AB = c von Ä aus ÄS^r^^ ab, von S aus (in 
der Biohtiui^ 8Ä) 8K — JS^, bMchreibe xm K mit d«a Kreis, tmge im 
Punkte £ den «i tailendeii Winkel 0 — PB8 «n, so ist PÄ8 »ngenibert B/n, 




Beweis. Man täUe das Lot i'i aut AB, so ist KP- = KF* + PJf": 



ctgy 



Also folgt zwischen B und die Beiiehiuig; 

f tgytgO 1» I tg<p , 1* »n' 

oder fOr ig?) die qnadraMsche Oleichung: 

(n»(n-2) + (w~l)«(n+l)tg«Ö}tgV+«(»+l)tgötg9)-(2n-l)tg-d-0, 

woraus ^ braochbaie Wurzel folgt: 

^ _(»+l)+8(n-l) jl +-i5^»-i)(«+i)tg»flj' ' 
tg9 — ^tgÖ „t(» _ 2) + (n — 1)^(11 + 1) tf 

Bine analoge Beohnung wie uirter I liefert; 
^ y . 1 tg ö - tg>d -h ^ip.(n + Xfin - l)(6n - 4) ± . . . 



-*«4. ^' 4- 



in* ' IS&n* 



(— 2»* + on^ — 6« 4- 20) 4- 



ffiea»us ergibt sieb dann die SehluSfoxmel: 



9>--Ö jjg^js 0 ± 



IKe Diferens d — 9 — ^ Hat also hier im enten Gliede deoaelben 

Wwt wie bei II. Der numerische Koeffizient von 0* bat extreme Werte, 
wenn — 6»' + lOn — 5 0, d. h. fifar 

fii 4,67434, IIa » 1,37977, -> 0,591023, 114 - — 1,44618, 
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und zwar V>t^stiinint ein Maximum. Faktiseli sind die MSten hier ia Be- 
tracht zu zitihenden Werte des Koefiizieutea für 



8 1 

66G1 ~ 820i ' 

24 1 
15625 eöl^ ' 



•20!S 1 
Hk wm 7 ■ - ^ <• . tlMT 

1Ö1263 Ul^ 

Die Annäherung :rii Falle I ist, weil der EoeCßrient Ton 0^ ein wenig 
größer als bei II und III wird, um ein geringes weniger gut als iu den 
Fällen Ii und III. (ieineinschaftlich ist den drei Fällen das Verschwiuden 
der dritten Potenz von 0 in dem Ausdrucke für S offenbar veranlaßt durch 
den Umstand, dafi der KrOaimungskreis im Scheitel der Sektrixknrre sie 
daeeibflt Tierpänktig berührt. 

Wenn man oiuen beliebigen Winkel ^ in « gleiche Teile zerlegen soll, 
kann man immer zunächst einen passend gewählten Winktd a n-mal von & 
abschneiden. Der Bestbogen 0' — 0 — na, der nach wenigen Versuchen 
lehr klein gemeeht werden kann, ist dann nach einer der vorstehend an> 
gegebenen Methoden ni teilen, und bierbei wird der Fehler ungemein klein. 
Demnach kann O'n ^ a B' n nnt S'^hr großer QemiUgkeit unter AnwendOBg 
■von Zirkel und Lineal konstruiert werden. 

Hiermit ist der Weg gewiesen, aus den exi^ten Lösungen des Problems 
der Winkelteilnng mit ^fe höherer ebener Karren angenftherte LOenngen 
herzuleiten, die nur die Anwendung von Zirkel und Lineal erfordern, und 
wie sich aus <leni vorstehenden ergibt, sind die auf diesem Wege planmäßig 
hergeleiteten Aunäherungskonstruktionen viel genauer als die durch Pro- 
bieren gefundenen. 



Heromsche Dreiecke mit einer rationalen Klttellinie. 

Von B. Qüntschek 

1. Iu einem Dreiecke ABC mit den Seiten a, &, c, dem halben Um- 
fiuge den Inkreiaradins ^ und dun Inhalt I ist nach dem Halbwinkelsatae 



mtfliin 



Wenn also die Seiten und der Inhalt des Dreiecks rational sind, sind es 
anch die Kotangenteu der H.'Ufteu der drei Winkel des Dreiecks. Diese 
drei Kotangenteu mögen mit a, p, y bttzeichuet werden; zwii>cheu ihnen be- 
geht die BiMdehung 

(1) « + |J + y-Of/Jy. 
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Nimmt man zwei von diesen drei Winkelfunktionen, etwa er und /i, rational, 
■ODst willkürlich, an> so ist mitfaiiL die dritte ratioiwl beBtimmt durch die 
Gleudrasg 

Die Bttten und der Lihelt ergeben rieh dann, wenn »an 9 » 1 TOcaii$> 
Mtst^aut 

Seist man aber 9 «|3 — 1, so wird 

und für die Seiten und den Inhalt erhftlt man die bekannten Ansdrfloke: 
(8) a-«OJ*+l), 6-jJ(««+l), c«(«/l-l)(«+fl, 

Wird dagegen Migenonmen, so ergibt sich: 

(4) a-^+J, ^=«-1+^-^, 1-«-«+^-^- 

Fügt man den Anadrftoken fftr die Seiten eine beliebige rationale Zahl (k)^ 
dem Ansdmck ftlr den Inhalt das Quadrat derselben (r) als Faktor hiiunt, 
80 stellen diese Ausdrücke (4) die umfassende LOsang aller heronischttn 
Dreiecke bei festgesetzter Längeneinheit dar. 

Es ist zu beachten, daß a, ß und ^, wenn man von Ausartnngen ab- 
sieht, ander der Belation (l) keiner Einsehxtnlnmg unterliegen negatiTO 
Werte, die etwa dafttr anftreten, kann man dadnreb beseitigen, daß man 

ersetzt durch 







y 




1 


1 


— «t 




r' 




1 


1 


«1 













Wir betracbten deshalb Tyj»eu von Dreiecken, welche sich nur in der 
durch (5) charakterisierten Weise unterscheiden, als nicht wesentlich von- 
einander Tensdueden. Die unter (6) angegebene Umwandlang, die mit der 
„stetigen Transformation" ^) verwandt ist, wird im folgenden wiederholt vor- 
genommen werden, ohne daB jedesmal besonders darauf hingewiesen wird. 

Das obige Verfahren zur Behandlung heronischer Dreiecke hndet sich 
ika. bei F. Bessell")-, im wesentlichen geht es auf Vieta zurQck. Vor 
einer Bnhe von Jahren habe ich eine grOfiere Anzahl Aufgaben an rationaleii 
Figuren nnter Benntaung dieses Verfahrens behandelt; es flihrte n. a. nr 



l'f Siebe z, B. £. Lemoine: Transformation continue dans le thangle. Aich. 

(ä) 8, 24.1 ff., im. 

8) Arcb. (1) «6, 871, 1880. 
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Auffindung von Tetraodfrn, in denen die Kanten, die lnh:ilt<^ der Begrenznngi5- 
dreieck© und der Kauiinuhalt rational sind. Vor kiirzrm int nun eine 
Schrift von Herrn H. Schubert^) erschienen, in welcher in äimlicher Weise 
vorgegangen wird. Es findet noh daselbst u. a. die Aufgabe: ^eronieche 
Dreiecke mit einer rationalen Hittellinie zu finden", welche Herr Schubert 
schon früher*) auf anderem Wege liearljeitet hatte. Um Herrn Scliuherts 
Ausfuhrungen zu ergöozeu und in einem Punkte zu berichügeu, m >! im 
folgenden dargelegt werden, wie ich die Aufgabe damals bebandelt hübe. 
Der Ausgangspunkt ist im weienflichen derselbe wie bei Eerm Schubert. 

S. Bs wird ein Dreieel: ABC verlangt, in dem die Seiten BC^^a^ 

CA — &, AB ==^ c, der Inhalt 20 und die Mittellinie CF ^ jd rationale 
Maßxahlon besitzen. Die Kotangenten der Hälften der Winkel CAB^ ÄBOj 
BCA, BCF, ACF, CFB mögen mit o, y, 9, v bezeichnet 
werden. Da die Teildreiecke CFÄ und CFB ebeutaihä heronisch sind, so 
gilt nach der obigen Darstellung (4) der beron^dien Dreieeke die <31ei<^uug: 

(6) «---v + - ^»-- + Ö-4• 

Dieser dnrck rataonile Werte von a, v und ß zu genügen; die Seiten 
und der halbe Elftcbeninhalt eorgeben sich dann ans (4) in der Form 



(7) 



*=i('-i+?-;)-«-l-v+i-.-i+?-^i 



die Anwendung der Gleichung (2) liefert die übrigen Winkelfunktionen. 
Um die Oleiohnng (6) symmetaciHlier sn gestalten, führen wir nach Bedarf 

ß'^ ^ =^cot-l{7t- ABC) 
statt ß — cot ^ ABC ein; sie lautet hiemaoh 

V* — 1 «* — 1 ß'» — 1 

Hier sei die Bemerkung eingescbaltet, dafi man mit emer LSsnng der Auf- 
gabe zugleich noch drei andere erhält Bezeichnen wir nSmlich die zu F 
diametralen Gegenpunkte von C, sowie von D und Ey den Mitten von BC 
und CA. mit C', D\ E', SO lassen sich folgende vier JUtoungssyateme aus- 
einander ableiten: 



(9) 



1) U. iSchubert, Die Oanzzahligkeit in der algobraiächeu Geometrie. 49. Ver- 
eammlong deutscher Philologen und Mhnlm&oner zu Uamboig 1906. Leipzig 1906, 
Spamer. Siehe daselbst S. 21 ff. 

2) Ünt.-BL f. Math. u. iNat. 6, Nr. 4, 70—71, laOO. 
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Die Winkelfiniktionen sind durch folgende GleiGhangen miteinaader Ter 
kettet, die man aus ^1) und {J6) erhält: 



(10) 



IV + « + - — 



(11) 



»* — 1 

8» 



— 2 



-2 



2^ 



V* — 1 



2v 2qp i^t> 

- 1 ^ _ a*^:^ 

Ifit emem heroauclieii Panülelognuniii BCÄC* hat man also auch ein 

«weites DED'E'. 

Die Gleichung (8) läBt sich in dif Form bringen: 

(12) 2v*ß'a - V [ß'*tt + 1) - «] - 2ß'u = 0. 

Diese Gleichung soll mm. dureh ratiouale Werte von a, v und er- 
füllt wenlen. Sic ist in bozug auf alle drei Größen quadratisch, es liegt 
also, wenn mau eine, etwa a, als gegebene rationale Zahl betrachtet, die 
B. B. einem villkflrlich zu wihlenden Parameter gleich sein kann, eine Auf- 
gabe der Art tw, wie aie bei Tarwaadten Problnnan hlufig auftritt» nKm- 
lioh rationale Werte flir s und y zu finden^ welche der Oleiehiing genflgen: 

(13) (%a^ + i-j,» + 1^») + («ii«* + «11« + Oy + (<ie«* + «ie* +<bo) " 0, 
in der die KoeffiziMiten • • * rational aind. Diese ist bis jetzt nicht 
um&ssend gelöst, wohl aber hat bekanntlich Euler eine Methode angegeben*), 
welche aus einer hrknnnti-n LSsunnf jt„, eine unendliche Serie neuer 
finden lehrt. Wenn man oUmlich den Wert a-g für La die Gleichung (13) 
eioaetet, liefni ne f&r y anfier der Worzel noeh «ne zweite ratiomile y^; 
diesem Werte jTi entsprioht in derselben andi in » quadrati8<dien Oleielinng 
auBer der Wurzel Xq noch eino zweite a-,; diesem Werte a^j entspricht außer 
»/, norh ein zweiter usw. Durch Wiederholung dieses Verfahrens erhält 
man eine uneudliche Serie von Wertepaaren für x, y. 

8. WoUte man mm dies Verfahren auf di« OI«ehung (12) in der 
Wrise anwenden, daß man o als nnrerSnderlidh ansieht und aoa einem 
bekannten Wertepaare v ^ Vq, ß' = einen neuen ß^ zugehörigen Wert v, 
aufsucht, so würde man zunächst nichts Neues finden, denn es würde sich 

— - ergeben; das bedeutet aber nmr, daB der angeh^inge Winkel 

um « TwgrSBert wird. Das Eulersche VerfUiren wird aber brauchbar, 
wenn man | statt v einführt durch die Substitution 



(") 



EnUprechendes gilt in deui etwas allgemeineren Falle, in dem die Gleichung 
(13) die besondne Form hat: 

(15) ps^g + + rxff + hqx + »jiy — 0, 

1) Diese findet eich n. a. in Comm. arithm. coli. 2, 474 fr., Petenbnrg 1S49. 
Über den Zusammenhang dioeos Verführotis mit den clliptiHi-hen Funktionen und dem 
A belachen Theorem aiehe C. G. T. lacobi, Jouxn. f. Math. 13, sr>.H~355, und 
K. Sehwering, Geometrisdie Autgaben mit rationalen LOsuigen, Trogr. i><irenlM8. 
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die deshalb noch von Interosse ist, weil sie aneli die Glelcliung in sich 
begreift, welche E. Kiimmer\) der Aul'suclumg von ratioaalen Vierecken 
zugnmde legt. Für die Gleichung (15) iäüt sich da.» Ealersche Yeri'aliren 
in folgender WeiM HbwrichtUoh gestaltoif wie eine einfiMslie XhoxttSkaaafg 
«■gibt. 

Es seien dio'Funktion und die Bezeiobnangm Xf nndj^i 
eingefiUut durch 

Ans dem Paare' bekftnnter An&Dgswerte 



(16) 



bilde 



lj-««yoi ^i-öfti), «i-yo^i, 

^t-^Ä)i «»-yi^»» *f-*i^>, 
$i-j»iyi. ys-^*«» 



Z/g' ^»5 



,der Gleichung (lö) dar. 



iteUen dann neue Paare ▼«! LOenngen 



Legt man das Wertepaar X^X^^ P^So aUgrunde, so erhält man 
eine zweite entsprechende Reihe von Lfisimgspaaren, din sich ebenfalls ins 
T^nendlichp erstreckt. Aber hier wie in allen fthnlichen Füllen gilt die 
Üemerkimg, daß da« Veriahren unter Umätaudeu versagen kann, weil es 
von lelbBt ablnidht oder anf bekannte Lösungen sorfiekftdirt 

FOr unsere Orandgleiehung 

(12) »v«^»'« - V [/J'^ + («* - 1) — ir] - 2^»'« - 0 

haben wir also nach tblgender N'orschriit zu verfahren: 

Es seien die Funktion 0 und die üezeichonngen Vf nnd ^ 
eingettihrt durch 

ans einem Paare bekannter Anünigswerte 



(17) 



bilde man 



0,-0(1,), »i-/»;«,, 

Vj , Vj/Jj*, ... stellen dann neue Lösungspaare der Gleichung (12) dar. 

4. Eh handelt sich also nur noch darum, Anfangswerte zu finden, 
welche der Gleichung (12) genügen; hierbei sind tnviale L^siinger» nioht 
ohne weiteres zu verwerfen, weil sich aus ihnen andere, nicht triviale 
ai;gaben können. Solohe An&ngswerte bieten si«h aber u. a. Imeht in den 
üolgenden Fftllen dar, wobei p einen belielngen rationalen Parameter bedentei 

1) Jouxn. f. Math. 87, 1 ff., 1848. 
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«) Pt vi« ergibt sioli aos Gleiohuiig (8); es 



liegt in diesem Falle ein aus zwei pjtimgoreiMheii DieiM^eD 
gesetstes gleiofaschenUüges Dreieck vor. 

b) «— J»i """^"^^i /J' — J: jedes pythagoreieche Dreieck sldlt 
lamlicli auch eine LOrang nnaerer Aufgabe dar. 

c) a p, V = ß = und 

Beide £Ule erhält man, wenn man die Gleichung (8) auf die Form 

bringt und v = aß' setat^) 

e) a = V = ß' = p. 

f) a — 1>, y = 0, 0. 

Diese beiden Fftlte e) und f) ergehen sieb ans den GleidLiiiigeii (8) 
und (12) und bedeuten, daß eine Ecke ins ünendliebe gerllekt ist. 

Dieaer Fall wird erhalten, wenn man der Olcdchnng (12) die Gestalt gibt 

(19) . p ' [2 yu - [tr + ^'u— 1)1 + « (v — 2/3') = 0 

imd die Ijoiden Summanden des linkssteheudeD Teils für sich annulliert. 

Man erkennt aber bald, daß die F&lle a) bis d), sowie e) bis g) teile 
dureh (10) und (11)| teils durch (17) auseinander abgelötet werden kOnnen. 
Wir haben also TorlBufig dem unter (17) angegebenen Verfahren zwei 
Typen zunrimdp zu legen, die im folireiiikn in 5 und 8 enthalten sind. 

5. Wir geben von dem trivialen T^-pus 

(20) ßi^'j 

aus und wenden auf ihn das unter (17) daxgelegie Yeifhlizen an. Es ergibt 
sieh Ii , 0j , ^ , mithin erfaftlt man einem Typus, der durch 

lülgt'udes System von Werten charakterisiert ist: 

Diese Ausdrücke wandeln wir nach (ö) um und bilden nach ^7^ unt«r Weg- 
laesnng eines Proportionalitstsfaktors die AusdTlld[e fttr .die Seiten und den 
halben Flächeninhalt des Dreiecks; es ist der von Herrn Schubert an- 
gegebene Typus (s. oben § 4 c) und d)). Für p hat man irgend eine poeitiTe 

1) Dieee beiden F&lle tind e«, welche Herr Schubert so findet, wie faiar 

unter d) angegeben. Sie ^clicn, ilu p positiv oder negativ «^eiu kann, nach '5) 
ineinander über und steilen zusammen einen Typus dar. Dieser ist aber, wie aus 
dem folgenden eniohtlieh, nicht der einzig mögliche Typus, der die Torliegende 
Aufgabe löst, und es mnß vorläufig dahinge.itellt bleiben, oh die T!ic«e, <lie Herr 
Schubert mit dieäor Annahme begründet, richtig ist, daß es keine beronischea 
Dreiecke mit mehr ab einer rationalen Mittellinie gibl 
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«»der iMgAtive rationale Zahl einzosotzen. Die adi anaoiUieBande Tab«Ua 
enthSlt suoh die Beispiele, welche Herr Schubert anflUvt 

2p-f- 1 » p - 



Typus Ii 



V — 



" ■ 2p+l » 2|» + 1 

« =p[(p+ 2)« + (2p+ 1)»], 
6 - (j, + 2) (2i. + 1) + 1), 

C ^2(p»-1)Cp»+i»+1), 

Ä-a|[p(p + 2)]» + (2j» + i)»), 

l^- J»(p» - 1) (j> + 2) i2p + 1) Q,« -}- + 1). 
Beispiele zum Typus Ij. 






i» 


o 




ß 
r 








1 d 




1. 


s 




2 




8 : 


5 


4 : o 


41 


50 


21 


89 


210 




8 




8 




lö : 


7 


O : 7 


III 


4 ^ K 

175 


104 


274 


2 730 


■ 


8: 


S 


8: 


S 


21 : 


16 


7 : o 


339 


•J i* 1 


96 


697 


7 '.)H0 


4. 


4 : 


8 


4: 


3 


40: 


S8 


lU : 11 


13z6 


4 «J "7 C 

l.->7o 


259 


2 689 


86 470 


fi. 


6 




6 




85: 


11 


7 : 11 


425 


4 t\€\ 4 

1001 


744 


4 O J A 

1 346 


71 610 


9. 


6: 


8 


5: 


3 


65: 


89 


11 : 13 


2l7o 


2431 


784 


4 546 


120 120 


«• 
«. 


5: 


4 


6: 


4 


66: 


66 


19 : 14 


ODÖO 


8781 


649 


ff Sl J> -4 

7 861 


499 690 


9. 


6 




6 




48: 


18 


o : 18 


699 


1934 


1 506 


X 478 


ee*J ftAsk 

Ü84 7o0 


V. 


6:6 


6: 


6 


96 : 


85 


lo : 1 4 


8175 


Q fl n f* 

8291) 


1 001 


4 4 J 4 

16 441 


2 042 040 


10. 


7: 


S 


7: 


9 


77: 


82 


11 : lo 


8689 


4664 


8 016 


ät AK. O 

6 968 


1 867 240 


11. 


7: 


8 


7: 


a 


91 : 


61 


lo : 17 


4809 


6409 


• 160 


10 869 


8 666 890 


12. 


8 




8 




80: 


17 


lü : 17 


1556 


5525 


4 e. A A 

4 599 


6 6o9 


1 56.1 6G0 


18. 


9 




9 




99 : 


19 


11 : 


2169 


8569 


7 280 


4 A 4 ACl 

10 162 


3 42o 420 


14. 


— 8 




3 




8: 


5 


o 


39 


25 


66 


34 


210 


lo. 


— 3: 


2 


2: 


8 


8: 


8 


4 


51 


26 


35 


78 


210 


lo. 


— 4 




4 




8 : 


7 


7 : z 


1 06 


4 4 fk 

119 


195 


118 


2 780 


17. 


— 4: 


8 


8: 


4 


M : 


lö 


Ö : 6 


174 


HÜ 


yi 


289 


2 730 


18. 


— 6: 


2 


5 : 


2 


5 : 


16 


8 


326 


116 


399 


281 


7 980 


19. 


— 6 : 


8 


3: 




6: 


21 


7 


.375 


119 


804 


466 


7 980 


90. 


— 6 




6 




24 : 


11 


11 : 4 


411 


814 


1 086 


697 


71 610 


21. 


— 6: 


6 


6: 


6 


84: 


86 


7:4 


976 


864 


841 


1801 


71810 


12. 


— 7 




7 




86: 


18 


18:6 


679 


1696 


9 064 


1894 


984 780 


'23. 


— 7 : 


3 


7 : 


8 


7 : 


33 


11 


1281 


319 


1480 


1 138 


86 470 


24. 


— 7: 


4 


4: 


7 


7: 


40 


10 


1414 


826 


1 981 


1 649 


86 470 


S6. 


— 7:6 


6:7 


86:48 


8:6 


1869 


170O 


669 


8 699 


984780 


26. 


- 8: 


3 


8 : 


3 


16: 


39 


13:2 


2076 


949 


2 695 


1777 


420 420 


27. 


— 8: 


6 


6: 


8 


16: 


55 


11 :2 


2600 


979 


1 911 


3 281 


420 420 


88. 


— 0 




9 




68: 


17 


17 : 7 


1521 


4879 


6 840 


4 258 


1 663 660 


29. 


— 9: 


2 


9: 


2 


45 : 


32 


16:5 


2529 


3400 


5 159 


3 049 


1 857 240 


80. 


— 9: 


4 


9 : 


4 


9 : 


56 


14 


3510 


67y 


3 'J65 


ä 217 


4yy öyo 


31. 


— 9: 


6 


y : 


9 


9 : 


66 


13 


8825 


tjsy 


:i 416 


4 306 


499 590 


8S. 


— 9: 


7 


7: 


9 


46: 


77 


11 :6 


4599 


3575 


2 144 


7 954 


1 867 840 


38. 


— 9: 


8 


8: 


9 


68: 


80 


10:7 


5364 


5075 


1 241 


10 369 


1 688 660 


:i4. 


— 10 




10 




80: 


19 


19:8 


2126 


7676 


9 009 


6 761 


8 423 420 


36. 


— 10: 


8 


10:8 


40: 


61 


17:4 


4676 


8706 , 


7 189 


4 801 


8 666 890 


36. 


— 10: 


7 


7: 


10 


40: 


91 


18:4 


6476 


8874 ! 


4 099 


9 881 


8 666 890 


87. 


— 10: 


9 


9: 


10 


80: 


99 


11 :8 


8325 


7984 ' 


1 729 


16 201 


3 428 420 


88. 


— U: 


8 


11: 


2 


77: 


40 


20:7 


4939 


8760 


12 061 


7 629 ,9 879 270 


SO. 


— 11: 


8 


11: 


8 


66:67 


19:6 


6869 


6176 


10864 


6974 i 


8614660 


40. 


— 11 : 


5 


11: 


6 


11 : 


85 


17 


7975 


1241 


8 786 


7 346 ; 


2 042 040 


41. 


— 11 : 


6 


6: 


11 


11 : 


96 


16 


8481 


1256 


7 736 


9 337 1 


2 042 040 
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man niu unter (17) beaehriebaie YerfUinn auf die 
in (81) enfhalteiie LSfong in, m eiliilt mait 



a* — Att* — 



und darani 



Typus 



"° (2;>-f-l^i2;»'-i- 1)' ^ tSp-f iV p» — 4p* — 4p — 2) ' 
a ==[j?(|;+2)(2;)»i- V+4i>™l)]«+[(2i^ + l)(l>'--4i>-~4i)-2)l» 
^ =(j>+2)(2;) + l)(i>«+l)f;)»-V-4p-2)(2iJ«+4p»4-4p-l). 
C -2(p«- l)(p'+i>-f-l)(4l>»-i-i> + 4)(y + 3j?»+pH3j»+l), 
d - 2l» { [(j»+2)(j»'-4j»«-4ii-2)r+[(2|)+l)(2ji«+ V+4j»-l)]») , 
0-j>(p»-l)(|»+2)(2j»+l)(|»»+j»+l)(4jp«+j»+4)x 

X (j»»-4j»*-4ih-2) (2j)«+4jiM-4j»- l)iy+Sii»+j»»+3j»+l). 

Beitpiele snm Tjpus \. 





p 


« i V 


ß 


a 






1 " 


• 




2 


1:2 24 : 66 


52: 16 


2 929 


1 950 


1 309 


4 801 


öior.io 




8 


1 : 8 116 : 707 


1616 : 161 


1 160 673 


406 626 


809 432 


1 639 28S 


49668161670 




— 8 


S |166: 6S 




39 4S7 


41075 


«07« 


80609 


19768110 




4 


1:4 4 : 6'J 


92 : 3 


8 478 


1 178 


7 420 


9 554 






— 6 


6 67: 2$ 




6 898 


17 048 


17 864 


18 890 


89 274 680 




— 6:4 


ft:4j <7: 6» 


148: ftft 


Sftll9 


19 7ti 


91006 


40790 


105868480 



7. Hnrch erneute Anwinlung des obigen It«rationsvert'ahrens erhält 
man, hier wie in den übrigen Fällen, AusdrückCf welche immer verwidcelter 
-werden: 0^ würde in dieeem Falle, wenn man « p festhält, schon als 
Quotient zweier gaaien ratumalen Funktionell 7. Grades Ton p auftraten« 
Wir beaoflirlnlEen uns auf das folgende 

Beispiel zum Typus I,: 
pr=2, « = 2, v=- 267: 533, /3 = 1157 : 246 , 
0» 1399166, ^- 711056, 1706066, 1421612, 
^-242649 647626. 

8* Die oben § 4 g) aufgestellten Autdrficke ergeben den folgmden Typus: 

t 2 Cp» — 1) 

a-(|>«-l)« + (3i,)», 

b = 3 iy - 1), 

c - (p« -f 2) (2^* + 1) = 2 ir - ly + (ap)% 

d-.[2(p«- l)J' + (3pr, 

iPifi* - 1) (P* + 2) (2j»» + 1). 



Tyjpm II, 
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P 


ec 




ß 


a 




o 


c 


ä 




1. 


S 




8 




16: 


9 


9: 


8 


146 

349 


r 


940 


909 


887 i 7 694 


1. 


3 


:2 


9: 


9 


6: 


9 


18: 


5 




195 


3<4 


491 


X V O.III 


9. 


4 




4 




6: 


9 


4: 


6 


41 




86 


66 




DOM 




4 


:S 


4:9 


7: 


18 


86: 


7 


1845 r 


696 


1 894 


1 AM 
1 %Va 


If w OW 


6. 


6 




U 




16: 


ö 


6: 


8 






208 


«CO 

153 


9R1 

X 




6. 


6 


: 2 


ffe • 

M • 


9 


7 : 




10: 


7 


1 19 




203 


198 


9QA 




7. 


6 


: 3 


O m 


Q 
O 


82: 


4Ö 


45: 


16 






1632 


2 537 




41 4 S9A 

9XO 02\# 


8. 


5 


:4 


h • 


J 
V 


3 : 


10 


20: 


3 






123 


418 


IIA 




9. 


6 




A 

V 




36: 


9 


18 : 


35 


1 "l 1 ' 1 




3886 


2 774 


T\ 991 


KT ■{ H 1 Ii 


10. 


6 


: 5 


A • 


ft 

kß 


11 : 


45 


90: 


11 






■-'Olli 


8 342 


O Oo4 




11. 


7 




i 




32: 






16 


wUv 




800 


661 


1 (ITH 




19. 


7 


:9 




9 


16: 




14: 


16 


491 




798 


646 


1 MM 

A WD 


o ff novv 


13. 


7 


:3 


7: 


3 


80 : 


63 


63 : 


40 








7 J69 


XU Oü «7 




Ii. 


7 


:4 


7: 


4 


11: 


14 


28: 


11 


906 




<16 


1 026 


1 BOO 


XOO WU* 


16. 


7 


:6 


7: 


6 


16: 


85 


86: 


8 


1989 




699 


I 868 


1 Afll 
A %nA 


IAA A.9A 


16. 


7 


:6 


7 ; 


6 


18: 


63 


126: 


13 


Ifl 04.' 






1 <1 211 


16 552 


13 279 266 


17. 






K 




91: 


4 


8: 


21 


505 




1365 


94G 


1 828 


79 464 


18. 


8 


i 6 


6: 


6 


19 ! 


90 


40 : 


18 


1 769 




1157 


4 MAO 

1 988 


9 976 


508 880 


19. 


8 


: 7 


8 : 


7 


5 : 


28 


5f5 : 


5 


3 161 




o65 


3 186 


3 236 


446 040 


''0 


10 




10 




33 : 


5 


10 : 


A6 


1 189 






« M 1 O 


4 456 


375 »70 


21. 


10 


: 7 


10 : 


7 


17 : 


36 


70: 


17 


5 189 




2533 


5 478 


6 056 


3 259 410 


22. 


It 




tt 




80: 


1 1 


1 1 : 


40 


1 721 




4880 


3 321 


6 521 


730 620 


2a. 


11 


. 0 


11 : 


2 


39: 


11 


-:>'> . 


39 


2 005 




4875 


8 626 


6 568 


1 512 654 


21, 


11 


: \ 


11 : 


4 


35 : 


22 


44 : 


35 


3 161 




4795 


4 ••!«(■. 


r. Haß 


;} ;i77 220 


26. 


11 


: 5 


11: 


6 


61: 


66 
77 ' 


66: 


82 


4 049 




4672 


6 073 


7 121 


4 464 240 


96. 


11 


:7 


11t 


7 


48: 


77: 


94 


6 505 




4080 


7 081 


8 233 


6 642 844 


27. 


11 


: 8 


11 : 


8 


19 : 


44 


SS : 


19 


8 lO". 




;;:'.i5 


8 466 


9 188 


7 077 676 


2ti. 


11 


: 10 


11 : 


10 


7: 


66 , 


110: 


7 


12 149 




1Ö47 


12198 


12 296 


4 696 2S0 



1). Folgeiidfii neuen Tvpns erhält man durch Anwendung des unter 
(17) beschriebeneu Verfahrens auf den TjFpus II,: 



3/j(4^)* + r» f-4) ^ ip- 11/-' ! p'-l-4) 

a - - 1) (V + + 4 )]' + L^i> ip' + ^i'' + i;?, 
h - 3 (/>* - 1) f + 7p« + 1) (4j.* 4-p- + 4), 
c - 4- 2) (2/)« + 1) (2p* - 4p« - 7) (7p* + 4p« - 2), 
<l - [a (p" - 1) (j** + 7j»* + 1)P + [31» ( V + j»« + 4)P. 
<»-ij»Cp"- 1)(J»*+ 2)(2i»»+l){|»*+7j»»+l)(2j»*-4i,»-.7)x 
X (4j)*+l»*+ 4)(7pH4|»»-2). 
Beispielti zum Typus Iljt 

(1) P = 3, « = 3, v= 6783: 6611, j3 11 419 : 3927, 

a — 14 581489, fr— 14 947 471, 23 455 200, 17 942 882, 

<D 52 589 388 269 88a 

(2) P-4, a»4, V- 232: 205, j}- 145: 41, 
0-90824, 101 065, c- 166 551, 95849, 

^—1980 291 390. 

8* 
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10« Bam in (17) ansgedrIteAian Verfidiren steht «m ^leidhes gegenüber, 
du man erh&lt, wenn man in (12) imd (l7) u und ß Tertauscht, oder, 
was auf dasselbe hinauskommt, dem Verfahren (17) läßt sich jeder Typus 
in doppelter Form zugrunde legen, einmal unmittelbar, das andere Mal 
nach Vertauschong der Ausdrücke fUr a und ß'. Die Ausdrücke (21) des 
Tjpiis I| wOrd«ii hier BÜerdings nichts wesenÜiob Nwnes eigeheii, woU aber 
gelangt man auf dies« Weis«, «renn man Ton den Anadradcen des TTPUS 



(32) 



^ 9p » 



Typus 



P 3/> (/>» "+ 2) » 



ausgellt, za dem folgenden neuen Typus: 

J>* — 1 4p« — 1 

«"■"8p » 2;)(/>» + 2)» 

a » [(p« - 1) (4;,« - 1)]» + [3;; (p' + 2)]^ 

h =(4i)«— lUp»+ 2)(/ + 7/)»+ 1), 

r = (21)'' -t- i) vi') i>- -f 1 ) ( lUi^" — 1), 

d - 3 (p« - 1) { (4^ - 1)« -f [2;. fp» + 2)]» } , 

f J» (P* - 1) 2) (2i,«+ 1) (4jp«- 1) (6p"+ l)(2j»*- 10j»*-l). 

Beispiele zum Typus Ü^,. 





P 


u 




P 


a 


* 


« 




# 


1. 


a 


8:9 


iiü : CG 




'JU 


8» 2U1 




62 064 


183 944 


860 068 440 


9. 


1:8 


8:9 


16: 38 


171 : 


40 


30 841 


18 776 


26 026 




89 008 'J2(» 


8. 


4 


6 : 4 


7 : 16 


86 : 


8 


1 289 


574 


1 287 


1 525 


180 180 


4. 


1 :4 


6:4 


8: 11 


11 : 


6 


684 


461 


483 


925 


58180 


6. 


6 


8:6 


11 : 80 


88: 


lü 


7 yey 


2 937 


8 806 


8 168 


5 811 960 


6. 


1:5 


8:5 


85:S4 


85: 


56 


10 sei 


10 691 


8 780 


19 048 


20 777 400 


7. 


6:8 


7:10 


88:68 


118: 


86 


16 689 


13 112 


6061 


88S4S 


16486480 


8. 


2:6 


7: 10 


6:24 


60: 


7 


3 649 


894 


3 246 


4 207 


681 450 


Ö. 


6:4 


20:8 


95:56 


95: 


21 


37 864 


54 897 


86 889 


86 483 


844 492 610 



11« Die in § 2 erwähnte Enlersche Aufgabe komtnt darauf 
eine ganze rationale Fimktion virrtpii Gnides, nämlich die Diskriminante 
der quadratischen Gleichung (13), /.u einem rationalen Quadrat zu machen. 
Euler hat nun sein in § 2 angedeutetes Lösungsverfahren in der ab- 
geführten posthumen Abhandlung weiter ausgebildet Ton den daselbst an- 
gegebenen Wegen soU im folgenden < im r (a. a. 0. §§ 39» SO) beschrieben 
imd 7Mr Auffindung neuer Typen beschriitea werden. 

SoU der Ausdruck 

(23) V A -\- Bx + Cx^ J>x^ -r 

zu einem Quadrat grmnrht worden, und ist ein Fall « — 8^ belouint, durch 
den Y /"* wird, so setze man 



(24) 

hierdurch geht F über in 



« - + <J 



(26) 



K - -I- y< -j- + + «*; 
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getrt man mm noeh 



(2«) P-r+f^« 
und Irildet 

(27) - - (ä - + ä< + , 

wo die Faktoren Q and Ii so zu wühlen sind, daß sie in t höchstens vom 
zweiten Grade sind, so ist die vorliegende Aufgabe darauf sur&okgefülirt, 
die „kanonische Qleichung" 

(28) Qy^-^ 2Py~B^0 

in t und y rational zu lösen; sie ist von der Form der Gleichung (18) und 
liefert ebenso wie diese eine unendliche Serie von Lösungen. 

13, Hier ist die Diskrimioante der Gleichung (12) 

(29) V - Ol'«« + ß' («« - 1) - «P + (4ß'ay 
oder 

(SO) F-^'V+ ß*** 2«(a«- 1) + 12«*+ 1) - jJ' • 2«(«»- 1) + 

in der wir a als uii\ t i Uiderlich annehmen, zu einem rationaieu Quadrat zu 

macheu; bekannt ist lilr a — — p der Fall ß der y^F— 4j>^ ergibt, 

wir setzen daher 

(31) ß'^t-\-p, P^Ap(t-\-p) 
und erhalten 

CS ist also die quadratische Gleichung 

(32) Jf'i'+f •Öjp(<+l>)-pp + (p«+l)]»-0 

(32») «»(jf"-j»«)-*'2j»(-y .4+p« + t) + Qf 8ji>-(p»+l)*l-0 

in y und t rational zu lösen. 

Ffir y — — p erhalten wir somit 

Hieraus ergibt sich nach (31) folgender Typus: 

a - [(P' + 1) (P' - 1)]' + [2l>(|>' + 4j, + 1)]« 
& « 2(1»* + 1)*(P* - 1) (P* + 4j>+ 1), 

c - (p» + 2i» - 1) (p« - 2j» - 1) (ji« + 2p + 3) (3p« + 2p + 1), 
ä - Kp» + 1) (p* + 4p + !)]• + r4j> (P* - 1)]», 
«-i'(l>*+l) (j>"-l)(f^+ 2p-l)(p«-2i,-l)(i>>+4i; + l)x 
X(p* + 2i)-h3)(3i>«+2j)+l). 



Typus 

m 
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Beispiele sum Typus HL 





P 


u 


V 






a 


b 


e 




1 * 


1. 


3 


3 


1 

55: 84 


20: 


38 


1 489 


■ 

2 200 


1 071 


■ ^ 

8 601 


858 430 


2. 


— 8 


1:8 


6: 24 


20: 


3 


4Üi> 


200 


231 


601 


6 980 


3. 


— 8:S 


8:S 


lS0:148i 


ISS: 


65 


21 649 


18 690 


SO 849 


84848 


87897 810 


4. 


4 


4 


187 : 80: 


85 : 


88 


14 969 


31 790 


27 581 


41 869 


102 965 940 


6. 


_ 4 




17 : 240, 


255: 


8 


66 089 


8 670 


72 611 


57 »89 


74 06ji tti) 


6. 


— 6 


t 


18: 40| 


M: 


6 


8Tf9 


135» 


8987 


1769 


610510 



13. Dieser Typus liefert uuu wieder, uach dem Kulerschen Vertaiireu 
(§ 2) bebandelt, unendliehe Serien neuer Tj-pen. So würde das Yeiftbren (1 7) 
tdt p « — 3 unmittelbar und unter BeiHokaiclitigttng des § 10 als Bei- 
spiele der nichsten Stufe ergeben: 

(1) a«>8, y- 89: 196, /!«166:17, a- 24635, 

81 119, d-x 20017, <»-41268 794; 

(2) a = 3:20, v— 2:38, 132:5, a = 17449, 6 = 4 499, 

c = 13 090, d == 21 Ö60, 0 = 4 r>22 340. 

14. In ähnlicher Weise kann man auoli die übrigen Vorschriften des 
posthumen Eulerschen Verfahrens i^ur Aufbudang neuer Typen yer- 
weuden. Die Substitution (14) ist auch nicht die einzige, welche die 
Olnchung (12) sur Anwendung des in § 2 dargelegten Enlerseben Ver* 
fahrens geeignet macht; eine andere brauchbare Form der Gnmdgleichung 
wflrde man durch die Subititation ({'«if^'Sv eriialten. £in weiterer 
ein&cber Typus ist 

" 8^~» * 9p«-l » ^^prui' 

Um den Baum nklit m aeiir in Ansprach zu nehmen, möge die AusiBkrong 
dieser Notisen einer spateren Oelegenbeit vorbehalten Ueiben. Bs kaa» 
hier nmSohst durauf an, darzutun, daB man untftliilige partikuläre Lösungen 
der vorliegeuden Aufgabe angebou kann, welohe eonen rational, sonst will- 
kürlich zu wählenden Parameter enthalten. 

f 
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Sitznngsbehclite dar Berliner M&thematisclieiL GeseUschaft 
HfiMisgdgebeii Tom Yontand» dar QwllaaliKft 

41. SStnmg am 2& Febniar 1906. 

Vomt«end«r; Herr Knoblaucli. 

AuweMnd: 34 Tierron. 

Wi -^^f-Tischaftliclu' Mittoilungen: 

Herr Ftü hs: Über linear«' Differentialgleioliangen 3. Ordnung mit nur 
wesentlich äinguiuren Stellen {s. S. 46). 

Herr Jolles: Die Fotcaltheorie der lineftreii StrahkakongnieiisseB (a. 
& 61). 

Herr HaeiitsBcbel: über die Genauigkeit geometrischer KonetrokttoDen 

(s. S. 54). 

42. SiUvns an 28. Min im. 

Vorntzender: Herr Knoblaueb, 

Anwos<^nf1; 32 Herren. 
Wisscuschaftlichc Mitteilungen: 

Herr Hessenberg: Über die Projektion des räumliobeu Punk^ritters 
<s. a 64). 

Herr ValentiiL; Zum Goldbaebidieit Satse. 

43. mnng wm 26. April 1906. 

Yocsitunder: Herr Kmoblanob. 
Anwesend: 34 Herren. 

Wissenschaftliche Mitteilungen : 

Herr Denizot: Zur Kritik der Theorie des Foucault sehen Pendels. 
Herr Meissner: Über systematische Fehler bei Zehntelschfttzungen (s. 
a 70). 

Herleitong der partiellen Differentialgleicliuiig der Potentialfanktion 

aus deren Integralelgenscbaft. 

Von Paul Koebe. 

Im Folgenden bandelt es sieb im woaemtUoheB nm den Nachweis sweiar 
Siiie, a) nnd b), welchen am Scihlnfi an weiterer Sata c) und ein m- 
jBinmenfaseender Satz d) hinzngaf&gt ist. 

MlmniSbMidil* d. Bni. MsUu G«. T. 4 
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40 Sikongsbenchie der Beiliner AUAbemaiiichen 6««eUBchafk. 

a) In einer Ebene, deren Rmkle durch retMmnüäiffe Karia^adte Kbordi^ 
naien X, y bestimmt wcrdm, sei ein Bereich £ gcgrhm rmd in dicsim Be- 
reiche eine reelle Funktion u(.t, if) rrfdärt, welche folgende Kiyenschaften be- 
sitzt: u (iC, y) ist eine >trlit/v Fuvkiion der beiden von einander undbhängüfen 

du 

reellen Verändfrlichm j/; m(x, y) besitzt die pariiellm Äbleitmigen ^ ur^d 
nnd diese Ableitungen sind ebenfalls stetige Funktionen der Verdnder- 
lidien x,y, femer: tpom 8 irgend ein TeiXbereitk i>on Z iatf s sdne Se^ 
greneung, die AiMkn^ der Funktion u in der EidtUtng der inneren 
Normalen mit Be^^enmmg^ so seil stets das Über die w>OsidHdige Begremtmg r 

/du 
•^ds den Wert Null haben, 
§ 

(1) frnä.-o. 

» 

Es soü bewiesen werden^ daß die Funktion u{x, y) der partiellen 
DifferenUalgleichtmg 

. c*u . d*u 

genügt; inütesondere ist auch die Existent der Abteilungen |~2 und nadt' 

guweif:en. 

h) Im Jiuume, dessen Punlitc durdi rcciUicinklige Kartesische Koordinaten 
se.u.e bestimmt teerden, SC% CMl drddimenBioMder Bereit^ £ gegeben und 
für diesen Ber^eih eine reelle Selige Funktion «(s, g» ^ stäigen AUeHmigen 

^\ l'\ 1^ ermrt; femer sä, unmn 8 irgend einen im Imem wn E ent^ 

halUenen BawnUeü^ s seine Oberfläche, die Aldakmg der FwMien » m 

der Richtung der inneren Normalen zur Oberfläche bezeichnet. 

Es soll bewiesen «erden, daß Me Funktion u(x,g,e) die Abteilungen 

Ix'' c7»"' dt* ^ ^ 

ist. ' 

Bisher ist meioes WiBsens nur der erste 8ats bewieaeo woidea und 
Kwar durcli Übwgang Ton der gegebenen Funktion zu einer Funktion kom> 
plexen Arguments.*) 

Fs sollpn nnn hier zwei Bowei5aTiort!Tmnir'»n miteetpilt werden, mit deren 
Hilfe der Satz aj unter Vermeidung der Betrachtung von Funktionen kom- 
plexen Argumenta bewiesen werden kann. Von ^esen beiden Beweis- 

1) Bei den nbUrhon M< th'Mlen rlcr TTcrleitung der partiellen Ditferential- 
gleicbuug =^ ü aus der (ileichung (Ij bezw. (2) wird luT die Funktion u die 
Existeas afeeti^r partieller Ableitangeo «weiter Ordnung von vomberein «la be- 
kannt ToraiugeBetzt. 
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anordnungen ist die zweite ohne weitere« auch im Falle des Newtonsi-hen 
Potentials (Satz b)) anwendbar. Es wird sich zugleich ergebeu, daß es 
genügt, die Geltung der ra Gnmde liegenden lategralbedinguug (1) bezw. (2) 
nnr für solche Gebiete B zu verlangen, welche tob einem Kreise besw. Ton 
einer Kugelfläche begrenzt sind, 

Erstr Jinrn<nrtf r(ln u mj : Es bezeichne K irgend eine Krfistiiiche, welch© 
ganz im Inueru de^ Dttiuitionsbereiehes £ der Fuuktiou u{Xy^) liegt. 
Wendet man die Integralbediogung (1) auf das System der mit JT Iconsen- 
trischen Kreise an, so ergibt sich leicht, daB der Wert der Funktion u im 
Mittelpunkt des Kreises K gleich dem arithmetischen Mittel der Werte der 
Funktion )i auf der I'eri|>h('ri<i von K ist. D. h.: Für die Funktion u gilt 
die Gaußscbe lutegrall'urmel. Vom Gauß sehen Integral aber kunu man 
mittels Iconformer AbbiUtnng des Kruses JT auf ridb eelbst, wobei die 
Integralbediogung f l) erhalten bleibt, zum Poissonschen Integral übergehen. 
Die Geltung d* r Poissonschen Integralformel hat die Bicbtigkeit des 
Satxes &) zur unmittulbaren Folge. 

Die vorstehende Beweisanordnong ist im Kaume darum nicht an- 
wendbar, weil ea, wie sidi bei genauerer Prüfung zuigt, nidit möglich ist| 
die Invarianz der Integralbedingung (2) gegenüber der im Räume in Betracht 
an »eilenden Thom son<;cbpn Transformation direkt einzusehen. 

Zirviit Beweisanordtui ng : Die zweite Beweisanordnuug unterscheidet «irb 
von der ersten nur durch die Form, in welcher der Übergang vom Gauß- 
teheo snm Poiseon sehen Integral gemacht wird. 

Man bestimme diejenige reelle Funktion t;(x, y), welche auf der Peri- 
pherie des Kreises K dieselben Werte wie die Funktion h{x^ p) besitzt und 
im ganzeu Innern des Kreises K der partiellen Differentialgleichung Ji ^0 
genügt. Die Funktion v(xty) existiert und wird durch das Poissonsche 
Integral dargestellt.') Bfldet man nmi die Fonktion 

y) = y) — ^(*» y)» 

so besitzt w(x,y) folgende Eigenschaften: io(x^y) ist eine im ganzen Ge- 
biete JT mit EimdünA der Begrensong von K stetige und auf der Begrenzung 

verschwindende Funktion; ÜBmer, wenn irgend eine Ereisilache innerhalb 
K ist, so ist, wie bei a und r, der Wert der Funktion im Mittelpunkte 
von A", gleich dem arithmetischen Mittel der Werte auf der Peripherie 
von Infolge der letzteren Eigenschaft kann die Funktion w im Innern 
von K weder ein Maximum nodi ein Miiiwinm hMitien. Die Funktion is 
nimmt dahw sowohl ihren größten als auch ihren kleinsten Wert auf der 
Begrenzung von K an, längs welcher w verschwindet. Folglich hat W iÜr 
alle Punkte der Kreistiache K den Wert Null-, d. h.: es ist 

oder anders ausgedrückt: für die Funktion t* gilt die Poissonsche Integral- 

formeL 

Damit ist auft neiie der Sats a) bewietien, und man erkannt sofort^ 
daB nach der letsteren Methode auch der Sata b) bewiesen werden kann. 

Der der zweiten Beweisanordnung zu Grunde liegende Gedanke kann 
als ein Sats für sich formuliert werden. 



1) s. H. A. Schwarz, Ges. Abh. Bd. II, S. 186—188 und 860—861. 

4* 
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c) Ist u eine in der Ebene oder im Baume erklärte steige reelle Funktion, 
wbegu9 auf jede gant im Inmem des DefinUioiu^ä^Aes li*'gmde 

Kreisfläche bezw. Kugd die entäknU Ga»fi8dt9 MUMwerteigemdiaft besitgt, 

so ist u eine Potential funktion. 

Die Sätze a), b), c) lassen sich folgendermaßen zuMinmenfiusen: 

d) Anstatt von einer Funktion H(x,y^ oder u{x,if,e) zu verlangen 

- j Ä . •!. ^ n Alt ^" 

J., <Ia^ ««5 «Ärfl» partieBm Awxlungm ^— » -^y » ^-^t ^--j» -^-j 
4lef(i^ ist und dtr parHdlm D^erenüälffhkitunff Ju^O genügt, kann man 
ir«r2an^ j9.» daß »e ndat ihren pnr^dlm Ähtdkmgen ^- • ^ • '^^ detiff 

/du 
-^-d» — 0 genHii^, oder 3., daß sie sktig 

ist und die Gaufiedie MüttelwerteigrnscJtaft betitet. Die gmantUen drei Far- 
derunffen sind Mig äguimUent, 



Ein Apparat zur Demonstration 
des astatifleliiii Gleiohgewioktfi m der Ebene. 

Von B. Skutscb. 

Die Astatik betrachtet Kiäfte am starren Körper bei LagPnSndemngen 
desselben und setzt Toraus, daß diese Kräfte erstens GröBe und Richtung 
mdht ftndern und xweitens ihn Wirkungslimen dureb bestimmte Fankfa des 
Efirpen nnabSnderlidi biadurchj^eheu. Bei ErftUiung dieser beiden VoraoB- 
Setzungen sprechen wir von gebundcnm Kräftesystemen; die betreffenden 
Punkte nennpn wir die Anpriffspunktt' dor Kräffp, so wie man z. B. den 
Schwerpunkt als den AngriÖspunkt der Schwerkraft bezeichnet. 

Bestebt bei Lagenftndeningen des Körpers dauernd Gleichgewicht, so 
nennt man dasselbe astatisch. Zwei gebundene Kriftesysteme an einem 
Körper sind astatisch äquivalent, wenn sie einem und demselben dritten 
gebundenen Kräftesystem an demselben Körper asfutisehcs Gleichfi^ewii lit 
halten. Den Ersatz eines gebundenen Kräftesystems durch ein astatisch 
ftquiyalentes nennt man astatiscke Reduktion. 

Die von Möbins begründete Astatik gilt als ,feins der schönsten Kapitel 
der elementaren Mechanik" fHcunV, eine anregende knappe Darstellung 
findet man in Petersens bekanntem kleinen „Lehrbuch der Statik ffstor 
Körper^^ In eine Vorlesung über angewandte Mechanik wird freilich die 
riumliche Astatik schwerlich aufgenommen werden kOnnen. Die Schwierig- 
keiten fttr die Ansehauung sind nidit gering und ausgestochen räumliche 
Anwendungen dflrfte es außer dem Sonderfall der parallelen Sdkwerkrftfte 

kaum geben. 

Sind die Anwendungen nun auch in der Ebene nicht gerade bedout- 
sam^ so ist doch die ganze Astaük der Ebene dafür auch so schnell und 
einfach xn erledigen, daß es sich empfehlen dürfte, wenigstens dieser sweeks 
Klarstellung der Begriffe einen bescheidenen Fiats einzuriumen. Nur so 
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dürfte CS möglich Sein, die Lf»lirc vom Sdiwcrpunkt und die Lehre von der 
ötabilität schwimmender Körper dem Unterricht organisch einzutügen. 

Die nachstelieiideii einfsohaii g«ometri> 
sehen Betraditangen sind größtenteils be* 
kannt, man vergleiche z. B. Somoffs 
„Theoretische Mechanik". Sie beschränken 
sich auf ebene Kriü'tesjsteme und kom- 
pltnare Lagcnäni te n m g en ües Systems der 
Angriffspunkte. 

1. Zwei Kräfte P und Q in einer Ebene 
mögen in den Punkten Ä und B angreifen 
(Fig. 1). Anstatt einer Drehung des Sj- 
stema dar Aflgrü^punkto woUm wir^ und 
B rohen laasni und P und Q um gleiohe 
Winkel, s. B. um a, drehen, sodaß sie in 
die Lage P' und Q' kommen. Ihr Schnitt- 
punkt 2) wandert dabei offenbar auf dem Kreise ABD nach D'. Die Resul- 
tante 8 dreht sidi naiiariidi ebenfiüla um den Winkel und da sie erst 
durcih A naehher durch If geht, so geht sie bei der DnArang durch einen 
fiMlen Punkt C des nämlichen Ereifles. Die Eiftfte P and Q habMi also 
Öse astatiscbe Resultante 

2. Die erhaltene asiatische Besultante künute man mit einer dritten 
gegebenen Kraft zu einer neuen astatisohen Resultante «nsammen setzen, diese 
ndt einer vierten ete. Bs kann also jedes gebondene ebene Krlfte^stem 
astatisch äquivalent durch eine Einxelkraft ersetzt weiden. 

3. Zwei Kräfte sind nur dann im astatiscbcn melchrrewicht, wenn sie 
erstens gleich und entgegengesetzt sind und zweitens ihre Angriffspunkte 
xusaaunenfallen. Trifft nur das erstere an, so bilden sie ein astatisches 
Bjcftftepaar. 

4. Verschwinden die Komponenten eines gebundenen ebenen Systemes 

von f? Kräften nach zwei Richtunj^en, so ersetze man v — 1 davon Hnrch 
ihre astatische Resultante. Fällt der Angriffspunkt derselben mit demjenigen 
der nten Kraft zusammen, so besteht astatisches Gleichgewicht, andernfalls 
ist das Kr&ftesystem einem astatiscben Eriftepaar ftquivaleni 

5. Die beiden Kräfte eines astatischen Paares seien P, der Abstand 
ihrer Ancrriffs punkte sei a, der Winkel zwischen P und der Verbindungslinie 
der Angl idspunkte u. Dann ist das Moment des astatischen Paares Pa sin a. 
Bs ist am größten, wenn die Kräfte senkrecht auf der Verbindungslinie der 
Angrifhponkte stehen, und Terschwindet, wenn die Krifte F in diese Ver» 
bindungslinie ftUsn. Hierbei ist aber das Gleichgewicht nicht „astatisch", 
sondern stabil, wenn die Ki^fte voneinander fort, und labil, wenn die Kräfte 
aufeinander gerichtet sind.*) 



1) Die Kräfte iin der Maguetiiadel bilden ein astatisches Paar. Legt man 
awei gleich Htark magnetisierte Nadeln so aufeinander, daß der Nordpol der einen 
auf den Südpol der anderen fällt, so heben sich die asiatischen Paare auf, und 
e« entsteht astatiscbes Gleichgewicht. Sind die Nadeln gleich gtark magno tiaiert, 
fallen aber ihre Achsen nicht ^t^iiaii in dicHelbe Vert:kaleV)eQe, bilden vielmehr 
ihre Horizontal^rojektionen einen kleinen Winkel d mit einander, so heben sich 
bei einem Wmkel « der Nadeln geg«i den Meridian die astatisdien Paare 
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6. Wenn 3 Kräfte PQJi im astatischen Gleichgewichte sind (Fig. 2), 
80 ist dM Dreieok ABC ihm Angriffspunkte ähnlich nnd mx 8>Tiimotrisch- 
ihnlich dem Erftftedxeieck DEF. Denn es ist Winkel BFB » Winkel BÄ C 

Ala Supplement zu dem nämlichen Winkel 
BDC, xm^ PS ist Winkel Winkel 
ABC als Feripheriewinkel über dem näm' 
liehen Bogen AC, 

Der Demon8fzftfaon8a]>pax«t beruht auf 
folgendem Gedanken. Wenn man einen Faden 
über f'ine horizontalf Kante führt imd am 
einen Ende durch ein Gewicht belastet, so 
stehen beide Teile des Fadens um so uiiher 
senkrecht auf der Kante, je geringer die 
Reibung an ihr ist. Durch geeignete tech- 
nische Hilfsmittel, ein? Kombination von 
Rollen, die hier um m weniger Rt scl)reil)ung 
Tordienti als Vervollkommnungen noch he- 
Yontohen, gelang ee leicht^ die Abweichungen 
Tom Lot bis auf weniger als 1° zu bringen. 
Führt man nun das andere Ende des Fadpns 
in einer durch die Kante gelepten (z. Ii. liori- 
sontalen) Ebene umher, so hat man ui der 
Fadenstwnnung eine Kraft yerwirklieht, wie 
sie dio Astatik Toraussctzt, deren Gröfle un- 
verändert gleich dem spannenden Gewicht und deren Richtung ebenfalls im 
verändert, nämlioh immer auf der Kante senkrecht bleibt Ordnet mar: Irei 

solche Kanten zu einem horizoutaleu Dreieck (JJiK 
an (Fig. 3), und belastet man drm Aber diese Kanten 
laufende, in einem Punkt D der Ebene GlIK zu einem 
Knoten verbnndpre Ftldrn mit Gewichten /*. Q und 7?, 
so ist dauu und nur dann nieicbgeuiflif vorhamlen, 
wenn das Kräftedreieck DEF sich sciilieiit. >'un ist 
aber Dreieck DEF»^' Dreieck GSK, weil ihre Seiten 
paarweise aufeinander senkrecht stehen: es ist also 
7.\\m nit^iclitrewicht erforderlicli, daß <lie newichte P, Q 
und H sieb verlmlten wie die Seiten des Kantendreiecks, 
über welche sie bezw. hängen. Selbstverständlich kann 
man dann dem Knotm D jede Lage in d^ Dreieuk 
ir Q-HK geben, ohne das Oleichgewicht zu stftren. 

le-»- Voreinl^'t man dagegen die drei Fäden nicht zu 

einem Knoten, sond^^rn befestigt sie in drei verschiedenen 
Punkten A, B und C einer hurizonUilen Scheibe (Fig. 2), so sind die drei 
SpannkrKfte P, Q nnd B^ trotsdem die Summe ihrer Komponenten nach 



nicht auf, sondern setzen sich zu einem astatischen Paar mit dem Moment 
Po sin (tt -\- 8) — Pa sin a = Pa i sin f9ü* -\- «) zusammen: die sogenannten 
astatischen Nadelpaare stellen sich senkrecht zum Meridian. Auch Gewicht und 
.\iiftriel) des - InviTninendcn Schiffes können für hinreii liend kleine Bewegungen 
als aHtatii4cheä i'uar gedeutet werden. Angriffspunkt des Auttriebs ist bekanntlich 
dae sogenamite Meteoentmn. 
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beliebiger Richtung verschwindet, im allgemeinen nicht in astatischem 
Gleichgewichte, sondern einem astatischen Kräi'tepaare äquivaieut. Astatificheä 
Oleicbgttwicht ist Tielmehr nach Satz 6 nur dann Torliaiid«!!, wenn da» Dreieck 
ABO srfmmetnsch ähnlich dem Dreieck DEF, also nach Vorateheodeiii 
auch svmmctriscli ähnlich dem Dreieck GHK ist. In diesem Falle kann 
man die Scheibe ABC in eine beliebige Lage in der Ebene GMK bringen, 
ohne das Gleichgewicht zu stüreu. 

Die Yerwirklichung dieses Gedankens stieB auf eihebliche Sehwierig- 
keiten. Einerseits scheint es unmöglich, volle Umdrehungen der Scheibe 
ABC vcjrzunohmen, ohne daß sich die Fäden stören; andrerseits galt die 
Betrachtung überhaupt nur für obenf» Bowpgmi«jen, und es ist tutsächlich 
bei Bewegungen aui der Eben« GIIK heraus das Gleichgewicht nicht astatisch, 
sondern wiTenneidlich labil, sofern der triviale FaU ausgeschlossen bleibt, 
daß P, Q und Jt parallel sind und demsnfolge B und C in eine Gerade 
£ülen. 

Diese Schwierigkeiten ließen sich nach Anregungen der Herren Professor 
Friedmann und cand. tcchn. Gatbemann durch eine eigenartige kon- 
stniktive Ausbildung der Scheibe ABC llberwinden, wie sie schematiseh in 
lignr 4 wiedergegeben ist Die Scheibe ist als Winkelhebel aasgebildet, 
und die Fftden greifen nicht tinmittelbar in Jen Punkten A, Ii und C au, 
sondern vermittcl» dreier Gelenkstangen, welche infolge sauberer Herstellung 
der Gelenke nur kom- 
planare Bewegungen 
ansfllhreu kOnnen. 

Die in 7? und C 
angreifenden Stangen 
sind so gekröpft, daß 
die (&r den Angriff 
der Fftden mit Osen 
versehenen Enden der 
drpj Stangen sich in 
einer und derselben 
ra den Zapfenadisen 
normalen Ebene be- 
wegen. Bei genügen- 
der Länge der Stangen wird hierbei zweierlei erreicht: erstens kehren bei 
einer vollen Drehung des Winkelhebels die drei Fäden, ohne sich gestÖH zu 
haben, in ihre Anfangslage wieder lurOok, und sweitou veriiilt sich die 
ganae Eonstraktion bei Bewe^^nngen ans ihrer Ebene heraus stabiL Sie 
bedarf also gar keiner Ffihmng und verharrt, da ihr Gewicht gegenüber 
den Kräften P, Q und E recht klein gehalten werden konnte, in der Ebene 
GHK frei schwebend. Diese Konstruktion bewährt sich recht gut, der 
Eeibungswiderstand bei Lagt^uänderongen des Winkelhebels bleibt ziemlich 
gering. 

üm das astatische Kräftepaar zu demonstrieren, könnte man einen 
Wink -Ibpliel mit ;i;iideren Abmessimgen anwenden. Man kann aber auch 
bei demselben \Vinke]liebel bleiben, wenn man entweder den Kräften P, Q 
und B die Angriffspunkte A, B und C anders zuordnet, oder noch einfacher, 
indem man die bisherig Unterseite der Konstruktion nach oben kehrt, 
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wobei dann Dreieck ABC — entgegen Satz 6 — gleichen Umfahrungssiiut 
wie das ihm fthnlidie Dreieck GSK erUUt. 

Nachdem dies geeohehen ist, seigt lidi, daft d«r Winkelhebal ABO 

Bwei tun 180^ unterschiedene Gleichgewichtidagen hat, von denen die labile 
infolge der geringen Reibnngswiderstande mir mit großer Vorsicht hor^'cstellt 
werden kann. Das Verlassen derselben erfolgt bei der geringsten Erschütterung, 
und zwar so heftig, daß fttr dieaen Versuch die Fallhöhe der Gewichte 
Q und R durch üntesh«aten tonlidiat besehrinkt werden maA. 

Den t'fir astatisches Gleichgewioht erforderlichen Zusammenhang der 
Dreiecke ABC und GJIK knnn man auch lrii^Am^<ä^.h ahleitoni ohne dabei 
auf das Krafteck DBF einzugeben. 

Bei astatischem Gleichgewicht maß die Summe der voa den Gewichten 
P, Q und jB geleisteten Arbeiten bei jeder endlich«i yerrfickiing des Winkel- 
hebels verschwinden. P leistet keine Arbeit, wenn man Punkt A jiarallel 
zur Kante GH (Fig. 2) vorschiebt, Q keine Arl> it. wpnn man Punkt B 
parallel zur Kante UK verschiebt. Bei der hu i durch schon bestimmten 
Bewegung des Winkelhebels mufi sich also auch C parallel zur Kante GK 
verschieb«!, damit auch B keine Axbeit leistet Ln aUgemein«! besehreiben 
die Punkte des Winkelhebels bei der charakterisiecten Bewegung bekanntlich 
Ellips*^n (Tioonardos Ovalwcrk), gerade Linien werden ntir von denjenigt'n 
Punkten l)eschrieben, weiche auf dem Umfang eines Kreises mit AB als 
Sehne und Winkel GHK als Periphehewinkel liegen, und eine gerade 
Linie parallel ro ff Jt, wie leicht zu beetfttigen, ebte nnr yam dem Punkte 
C, für wekhon Dreieck ABC Ihnlioh und swar ATininetrisoh ihnlioh su 
Dreieck GÜK ist 



Über üneftre homo^ » ne DiiTerdiitlalgleichungen dritter Ord&ung mit Aor 

weBcntllohen sio^n^lären SteUen. 

Von Bichard Fuchs. 

Wenn eine lineare Differentialgleichung dritter Ordnung 

der Fuchsscheu Klasse eine Öubstitutionsgruppt besitzt, die von der Wahl 
der singulären Stellen unabhängig ist, so müssen, wenn o die Anzahl der 
im Endlichen gelegenen wesentlichen singulBren Stellen bedeutet, im all- 
gwneinMi neben diBsen Singularitäten noch mindestens ^ = 3(tf*~l)— 2 

außerwpspntlicbe singiiläre Stellori v »r^M»u?<'n soiii,') In gewissen spcziellpn 
Fällen aber kann die Anzahl der auüet weseuilichen Singularitäten rine ge- 
ringere sein, lind wir wollen \ms hier die Aufgabe stellen, diejenigen Falle 
herronuheben, bei denen diese Anzahl sich auf Null reduziert 

1) Vgl. die Riemannschen Fr^mente, Werke S. 886 ff. und L. Schlesinger, 
Bandbtt^ der Theorie der linearen Differentlalgleichnngen, 1^ , 8. S8S. 
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Wenn <lip Oruppe vuii der Wahl der wesentlicTion sintfulürcn Stellen 
, tf, •••1 ^0 unabhängig ist, so besteht liir ein Fundameatalsjstem von 
Iiategralen Ton (A) ^j, du Qleiohungssjstem 

(B) - DooJf, + i)oi ,1' + ^oi:^/ , «. ») 

wenn / irg* nd ( lue der StellfD /, ist und Dq^ rationale Funktionen von x be- 
deuten. Durch fortgesetzt« DiÜerentiation ergibt sich bei Benutzung von (A) 

(C) -^^f- - Daoi/, + + D^y;\ («-0^ I, s> 

wo die oberen Accento Ableitungen nacb x bedeuten. Das BildungSgesetx 
der Grdden D^^ spricht sich in dem Gleichnngssjstein^) aus 

cD ^ 



FBr die rationale Fnnktioo bat mem Vater*) bewiesen, daß sie 
ffir aUe wesentiichen singnllren Stellen mindestens von erster Ordnung ver- 
schwinden muß und nur für aufierwesentliche singuläre Stellen unendlich 
werden kann. Sollen also keine außerwesentlichen singulären Stellen vor- 
handen sein, so muß J)^ eine ganze rationale Funktion sein. Wendet man 
disidben BdUttsee auch auf I>oo und i)^^ an, so findet man, daß bei Atu^ 
schloß anflerweeeaUicber BingolaritSten auch eine ganie rationale 
Fnoktion sein muß, aber Dir weaentliobe singoltre Stellen von erster 

Ordnung unendlich weiden kann. Tranaformiert man (A) dumk « » — , so 

geht (B) Uber in: 

Kimmt man, was durch eine Transformation von (A) stets zu erreichen 
ist, an, daß der unendlich ftnme Punkt eine wesentUehe singnlire Stelle ist, 

so muß D^e* för z ^ 0 versdiwinden und D^z^ für ^ ^ 0 nicht unendlidi 
werden. Es kann also die ganze rationale Ftinktion I)^^., hörhstens vom 
dritten und höchstens vom zweiten (irade sein, wenn diese Funktionen 
nicht Überhaupt identisch verschwinden sollen. D. h. aber: es muß entweder 
Dgi — 0 sem, oder es dürfen höMent drei wesmtiiefte skiguUbre «Sfotfe» tm 
EftdlicJien vorhanden sd«. Der Fall nftmlieh, daß nur swei wesentliche singu- 
lare Stellen vorhanden sind, ist ohne Interesse, da zwei solche Stellen durch 
eine einfache Transformation von {A.) stets io zwei feste Stellen, z. B. 0 



1) L. Fuchs, Sitzungsberichte der Berl. Akademie 1888, S. 1278—82. 

t) L. Fuchs, S. B. d. Berl. Ak. 1898. S. 224, Gl. JP, F und Richard Fuchs, 
Beilage zum Programm des Bismarck - Gymnestoms, Dt Wilmemdcif-Bttlin, 
Ostern 1908. 

8) L. Fuchs, Sitaungsbericbte d. Berl. Ik. 1898, 8. 988 und 18M, 8. 1117. 
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und 1 übergeführt werden können; es bcif also kein Interesse, Fie als 
Taiiabel za betraohten. Es bleiben daher für die Untersuchung nur die 
beiden Fllle: 1) -> 0, 2) es gibt drei wweatliehe singiiliM SteUen f^, 

im Endlichen. 

1) Wpnn 7>jj, = 0, sn erleichtert man «ii^li ilie RcchnnntT. wenn man 
(A) vorher so traustormiert, daß der Koeltiziont der /.wfiten Ableitung ver- 
schwindet, wobei unverändert bleibt. Aus ^Dj ergibt sich in die- 
sem Falle 



(1) 



et ?ar o» ' dx cx' 

et ox ^^^ ^^ ox ^ cx* ^ dx* 



Dqi muß. wir schon crosn^rt, oinn ganze rationale Funktion von höchsten« 
zweitem (IraiU» f ir und kann nicht identisch verschwinden. Denn wäre 
J)^ = Oj so muüicu nach (1) und von / unabhängig sein, was un- 
möglich ist Wenn Dq^ c{x ~ a){x — b) ist, so ergibt die Transformatioii 
l 

je — — : 

Man kann also von vornherein annehmen, daß D^^^ vom ersten Grade ist, 
wodurch sieh die Gleicbungen (l) eriieblich redimeren. Ans (1) folgt, dafi 
Pf und nur ftbr solche von t verschiedenen Stellen nneiidlicb werden 

können, für »Ii»' vr-rsrlnnridet, daß nlso ncbrn x f nur noch eine im 
Endlicheu gelegene singulare Stelle vorhanden sein kann, welcher Faü, v,-ip 
schon gesagt, ohne Interesse ist. Es bleibt also nur der Fall übrig, daß 

2) D^-^cix-tOi^-tfXx-l). 

Aua iß) folgt 

a* ^ ^ W* ^ de ' 

wenn z^^ e^, das «u y^, j/,, adjungierte Funktionsi^steiti bedeutet 
Ist dann, fttr a; >— t/|, i^, ff^ ein bezw. sa den Wnneln r^, r„ r, gehöriges 

kanonisches Fundamentalsjstem von (A), so gehört das dazu adjungierte 
System fj, i;, zu den Wurzeln 2 — Tj, 2 — r,, 2 — r,. Es ist aber dann 

wenn von unabhängige Gröfien bedeuten. Wären also Tj, r,, nicht 
um c^anze Zahlen voneinander verRchieden, so müßten, wenn Dq» eine rationale 
Fuuktiun von x sein soll, alle versch>vinden. Dann müßte aber, weil 

auch mindestens stun Exponenten gehört» J)^ füi x^ti mindestens 

von zweiter Orduung verschwinden. Es muß also hier der Fall eintreten, 
daß sich zwei der Wurzeln , r^, um die Einheit \inter.-,rheiden, und 
die beiden dazugehörigen integrale von ( A) von Logarithmen frei sind. Da 
man es dorch die Transfonnation y (x — tif'u stets so einrichten kann, 
daß in der aus (A) hervorgebenden Differentialgletehung einer der Exponenten 
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den Wert Null hat, so können wir iinuHlimen, daß für x == zwei Integrale 
von (A) zu den Wurzeln 0 und 1 gehören, und daß diese Integrale keine 
Logaiithmen enthalt«!. 

Wenn die zu x = 2, gehörige determinierende Fundamentalgleichimg 
von (A) die Wurzeln O und 1 besitzt, so folgt, daß, für x f^, höchstens 
von erster und pj höchstens von zweiter Ordnung uneiuilich wird. Wenn 
man aber dann (A) durch eine nach positiven ganzen Poteu^cn von ^ — ti 
fortBehreiteDde fDr x^tg nieht Teraohwindende Btohe zu genügen suebt» so 
aeigt es sich, dafi auch für x nur von erster Otdaung nneiidlieb 
werden darf. Was für gilt, kann ebenso für und / gt'sagt werden. 
Verlegt man also durch die schon vorher erwähnte Transformation /j und 
nach 0 und 1, so müssen also i»^, p^^ die Gestalt haben 

^> x'^X—t^X — t* ^ X(T-\)(x—t:,* " i(x—t)(x — t)' 

Da die Wurzeln der detenuiniereudea Fundamentalgleiehungeu lür U, 1, oo 
TOn t unabhängig sein müssen*), so müssen o, ßj y und, wie die Trans- 
formation X = \ zeigt, aiuh ß^ und d von l unabhängig sein. Es kann 

also nur noch pJß als Funktion von t nngfsehen werden. B^tzt man in i H) 
für eine nach positiven ganzen Poteuzeu von JC, x — 1 oder x — t tort- 
aebreitende Reihe, die fBr je — 0, 1 oder i nicht ▼erschwindet, so siebt man, 
daß auch T>^ für keine der Stellen 0, 1, f unendlich werden darf, wae im 
allgemeinon noch möglich war Da aber \)f^ für a: = fX) höchsten«' von 
erster Orduung unendlich werden darf, so muß D^^^ eine jranze rationale 
Funktion ersten Grades von % sein. Setzt man nun I)^^ ih K^)> i'j(*^V» 
i>02 — cx{x — — t) and die Werte f&r aus (3) in das System 

Ton Oleiehimgra (D) ein, so eingibt die Rechnung folgendes: 

£s wird 



ax\x — — t) 

TAX — 1) 



und für a, &, u, ^, ^, jig, d ergibt sich, wenn man /ur A^bkürzung 
f — a+;3 + y, <r — «4-y+ + setat, folgendes Gleicfaungs.systeoi: 

= 2(ia(p — 3)— 3* 

^jf'J — na)=== 3a(J — (»(^2üo — tiu -r 26 — 2) 
» A + 1 ~ " 2ad(< + 1)— <i(2a^ — öa + ifc — 2) 

-H/Jo+(l-')^--«<J + «(2a^-6a + 26-2) 
2a^i - ß - 6 + 4o(^ - 3j+ 36. 



1) L. Fach», S, B. d. Beil. Ak. S. 16S Sats I. 
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Zu einer Auflösung dieser Gleichungen kann man z. B. auf folgende Weise 
gelaogen: Die Substitiitionsgruppe der rediiktiblen Differentüilgleichong 

(4>(» - - 0^ +[^- + + - - - 0. 

deren Integrale leicht angegeben werden können, besitzt eine von t unab- 
hängige Suhetitutionegnippe. Daaselbe wird tch der DilCn'entiAlgleidiiuig 

gesagt werden können, der ^— ^ — genügt Diese lautet, wenn 

+ x{2%Q - 3x(j( + 1)]»'^ + - 1)^ - 2(» + !)«(« - 1)]««, - 0. 
Die Gleichungen (F) m11«em abo la erlttUen sein dnroh: 

ft^--«<r + »(» + l)(l +0, 
/li - 3»^ - S«(« + 1), 



S - »(» + l)e - 2»(ic + 1)(« - 1). 



Diese Ausdrücke gentigen nun in der Tat den Gleichungen (Fjj und 
zwar nicht nnr für ein ganzzahliges, sonden aneh fOr ein gaos beliebtgee «. 
Und man überzeugt sidi leidit, daß, wenn % eine beliebige Konstante iat^ 

(H) die allgenripine Lf^sung von (F) angibt. 

Bie (Mekhung {G) stellt daher die eitizige Diffcrentialglekhuntf dritter 
Ordnung dar, deren SubstÜuUonsgruppe vm der WaM der smgulärm stellen 
mahfiängig ist, und dk Jieme aufienpetmußk^ amgidärm SteÜm hefUtL 
Die Größen «, ß, y, x smA iminMrJ^ KmuAeMdm. 

Die Gk'icbunp (G) ist in der Literatur mehrfach behandelt worden. 
Sie ist zuerst von Tissot') aufgestellt tind dann von Herrn Pochhaminer*) 
behandelt worden.') Sio geht iu die übliche Form über, wenn man setzt: 

«--t^-i-l, ß 6, + 1, y + l 

» ^ — (A — 2). 

1) Tiasot, Sur an d^termiuaut diutegrales detinicB, 18ö'J, Llouvilles JouruaL 
Bd. 17, p. 177 

2) Pochhammer, Cxellos Journal Bd. 71, S. 316 ff., Bd. 7S, 8. 185 £ Mafcbe- 
matiBehe Annalen Bd. 87 8. 618, n. a. 

3 Vgl au < h Sohle > in ger, Ciellei Joumal, Bd. 116, S. 119 ff., Bd. 117, 8. 161 ff.. 

Bandbuch II, S. 4ä$. 



Digitized by Google 



41. Siteung, 28. F«|>niAr 1906. 



51 



Itte Gnmdsllge der Tokaltlioorie lineanr StnhlenkoiigniBiiieiL 

•Ton Stanislans JoUes. 

Die Folcaltheori« komlatir iiiTolttt<niseher BSnme ist identisch mit der 
fokalfheorie der FlBcben IL Klasse, und ab solche Ällgemeiagat der Qeometer. 

Die Fokaltbeorie geschart involotorischer Biome dagegen ist bisher nicht 
aufgestellt worden. Nun bilden bekanntlich die Doppel «strahlen eines pe- 
scbart inTolutorischen Raumes eine lineare Kongruenz, und umgekehrt be- 
stimmt eine lineare Kongruenz einen geschart inrolutorischen Kaum. Somit 
ist die Fokaltheorie des geschart involntorischen Baumes sagteich die 
Fokaltheorie der linearen Kongmenz, ebenso wie die Fokaltheorie des korre- 
lativ involutoriselicn Raumes die seiner Tnzidenzfläche. Tin folgenden wfTflcn 
die Grundzüge der Fokaltbeorie linearer Kongruenzen ohne die zugehörigen 
Beweise mitgeteilt Eine ausführliche Abhandlung über diese Theorie er- 
seheint demnSebst in den Mathematischen Annalen. Sie enthUt unter 
anderem diese Beweise sowie die Beziebmigen der Fokaltheorie linearer 
Steblenkongraenzen zu den Forschungen anderer. 

Eine Ebene, welcher durch eine lineare Kongruenz C\ eine zu ihr 
normale Ebene zugeordnet ist, heiße eine Mtttelebene der Kongruenz. Zu 
den Mittelebenen Ton C\ gehOrt die Fluchtebene y der Kongmens, de 
beiße ihre Hauptmittel ebene. Die Mittelebenen von C\ nmhilUen ein gleidl- 
seitiges Paraholoid f', das Fokalparaboloid der linearen Kongruenz Seine 
Scheitelebene ist y, seine Hauptachse ist der zu y normale Kongrueuzstrahi 
\md seine Scheitelstrahlen c^, sind die beiden in y gelegenen durch den 
Punkt e^y gehoiden Gmraden c^, c^^ weldien durch C{ zu einander normale 
Geraden zugeordnet sind. — ist bekanntlich eine Sjmmetrieachse von (7}, 
Symmetrieic^h^en von Cj ^ind aber auch , c.,. Erstere Symmetrieachse 
wird als die Hauptsymmetrieachse, jede der beiden letzteren Symmetrie- 
achsen als eine Nebensymmetrieachse von C\ bezeichnet. Die Erzeugenden 
des Fokalparaboloides 0* sind durch C\ paarweise einander sugeordnet 
Werden die beiden Begelscharen von C die Fokalregdschareii und die sie 
bezw. paarenden Involutionen die Fokalinvolutionen von (7| genannt, so ist 
C\ hyperbolisch, wenn beide Fokalinvolutionen elliptisch sind, elliptisch, 
wenn die eine Fokalinvolution hyperbolisch, die andere elliptisch ist. Die 
Doppelstrahleo der auf C* gel^enen FokaUnTolutionen sind die Fokalaohsen 
voTi C\. Eine hyperbolische lineare Kongruenz hat also zwei Paar kon- 
jugiert, imaginäre Foknlachsen, eine elliptische ein Paar reelle und ein Paar 
konjugiert imaginäre. Bei einer parabolischen linearen Kongruenz ist die 
eine Fokalinvolution parabolisch, die andere elliptisch. Letztere wird ge- 
bildet durch die sidi reehtwinUig kreuzenden SMüen der betreffenden 
Fokalregelschar. — Je zwei einander zugeordnete Geraden c^, einer 
Fnknlinvolution sind Leitstrahlen je einer in C| enthaltenen orthogonalen 
Hegeischar II. Ordnung .R', deren Kreisschnitte zu Cj bezw. r.-, orthogonal 
sind. Bei einer elliptischen linearen Strahlenkongruenz degeneriert Ji' zwei- 
mal in einen Strahl, nXmlich in die beiden reellen Fokalachsen f". Sie 
Hegen auf allen orthogonalen Begelsduoen zu deren Leitstrahlen zwei 
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einander zugeordnete Gera(lpn der elliptisch involutorischen Fokalregelschar 
gehören. Die in einer elliptisohm linearen Eongmens enthaltenen durch 
f*^ f" gehenden Regclscharen II. Ordnung sind demnach orthogonal. 

Eine in ein« r linearen Kongruenz C\ enthaltene orthogonale Regelschar 
11. Ordnung, zu deren Leitschar zwei durch C\ «inandf-r zneeordnefp Ge- 
raden einer Fokal regelBcbar gehören, heibe mit dieser i-okulrcgelscbar ver- 
hnnden. Die Strahlen jeder mit einer Fokahregelschar von C\ verhondenen 
orthogonalen Kegelschar Ii* sind paarweise reziproke Polaren fßr das Pokal- 
paraholuid C- d<T linearen Konsrnjon?.: rrziproke Polaren ft\r f sind auch 
im allgemeinen jf zwei durch C\ einander ziiprordnete Leitstrahlen von 
Umgekehrt ist C* autopoiar für jede mit einer Fokalregelschar verbundene 
ortfaogooiüe Begelschar einander zugeordnete Strahlen der mit Ji* ver^ 
hondenen Fokalregelsdiar hahen zu reziproken Polaren für im allgemeinen 
wiedenmi einander zugeordnctf Strahlt-u dieser Fokalrcgplscliar, während 
einander /njjrordnptp Strahlen der anderen Fokalregelschar selbst reziprok 
polar tür Ü* sind. Jede mit der einen Fokalregelschar von C\ verbundene 
orthogonale Begelschar ist autopoiar für jede mit der anderen Fokalregel«^ 
schar verbundene, die durch C\ einander xngeordneten Leitstrahlen der 
einen sind reziproke Polaren für die andere. 

Die Flächen der mit cin^r Fokalregelschar von ü\ verbundenen ortho- 
gonalen fiegelscharen bilden einen Büschel Seine in vier Geraden zer- 
fallende Badalnirve entULIt das Paar Fokalachsen, welches snr andern 
Fokalr^lschar gehört Die reellen Fokalachsea f , f einer dliptiaeben 
linearen Kongruenz sind reziproke Polaren für die Flächen des Büschels, 
welchen alle mit ihrer hyperhoHsch involutorischen Fokalregels'^har ror- 
bondenen orthogonalen Eegelscharen bilden. Je zwei zu einer Fokalregel- 
schar gehörige Fokaladiaen sind die Leitgeraden einer mit C\ in bemorkens- 
werter Beiiriinng stehenden linearen K<mgmenz. %e heifie eine Fokalkongmenz 
der linearen Stauhlenkongruenz C\. 

Eine gleichseitige parabolische Regelschar, deren Strahlen derart in- 
volutorisch gepaart werden, daß ihrem unendlich fernen Strahle der ihn 
rechtwinklig krenzoide ingeordnet wird, ist steti eine FokalixrrohitioD ^nar 
gewissen linearen Eongmens. Da nun eine elliptische Fokalinyolutton so- 
wohl eine hyperholisdie wie auch eine elliptische lineare Kongraens he- 
stimmen kann, so ist es von Wichtigkeit, die Kriterien für das eine und 
das andere zu ermitteln, was zu einer Ftlllo neuer Bütze führt. Überhaupi 
sehtkim Me Fokalmw^uHonm einer linearen Strahlenkangrums für sie von 
derselben Wi^tiffheU die J^hatimctft^onm für da» polare Fdd 

und (He Fohilfchln- für dm ptAaren Baum. 

Mit der Fokaltheori^ von C\ eng verknüpft sin»! r"t;i torisehe polare 
iiälume r^y für welche C\ autopolar ist, und für welche die durch C\ 
einander zugeordneten Punkte und Ebenen konjugiert sind. Bisher hat 
man solche rotatorischen polaren Bäume wohl ffir die hjpnholisdie 
lineare Kongruenz bestimmt, hingegen die betrefifenden Untersuchungen Ar 
die elliplisclie lineare Kongruenz ^'anz unterlassen. Die Rotatinnsnehspn 
der rotatoriüeheu polaren R&ume sind die Erzeugenden des Fokaiparaho- 
loides C* von C\. Während aber hei hyperbolischen linearen Kongruenzen 
zu diesen Botationsadisen nur rotatorische polare Rftume r% mit reellen 
Liiidenzfl&cben gehören, gehören bei dliptisehen zu ihnen sowohl rotatorische 
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polare Bimne PI mit raellftn wie mit imaginiren InndeDsttehen. Alle 
BtralilAn der eUiptisch involutorischen Fokalregelscbar einer elliptiscbeit 
linearen Kongruenz sind die Rotationsachsen rotatorischer polarer Räume 

mit imaginären luzidfnzflüchrn , ebenso alle Ptrahlrn der hjperholisch 
involutorischen iokalregelschar, welche iu deujenigen von den beiden Fokal- 
acbflen begrensten Teil feilen, dem der Scheitelstrahl der Regelsehar aagi^tfrt 
Alle außerhalb dieses Teiles gelegenen Strahlen der hyperbolisch inroltt- 
torischcn Fokalregelscbar sind die Rotationsachsen von rotatorischen polaren 
Räumen i ", mit reellen Tnzidenzflächen. Fflr die Fokalachsen artet die 
lozidenzfläche des zugehörigen rotatorischen polaren Raumes i « in die be- 
treffende Fokalaehee selbst ans. 

Lineare Strahlenkon ri r i/en mit demselben Fokalparaboloide C* sollen 
konfokal heißen. Konfukale lineare Strahlenkongruenren bilden einen qua- 
dratischen StrahlenkompiüX T*; sie sind fflr atitopolar und haben dasselbe 
Achsenzjlindroid C. Werden auf den Tangentialebenen von in ihren 
Schnittgeraden mit der Scheitelebene dieser Fl&ehe Normalebenen ächtet» 
so umhüllen diese Ebenen das Achaensylindroid es ist zugleich der Ort 
der Mittelpunkte aller C* umschriebenen Kegel des Haolutte. Die zwiseben 
den Flächen (7* und bestehenden Beziehungen führen zu neuen Eigen- 
schaften des gleichseitigen ?arubuloides. So bilden z. B. die zueinander 
polaren Fokalachseo eines glmehseitigen Paraboloides die Begelschar eines 
Zylindroides und ebenso bilden die Regelschar eines Zylindroides die Scheitel- 
strablen konfokaler byperboliselier Paraboloide. Aus der Theorie des Fokal- 
paraholoides und Achsenzylindniides konfokaler linearer Kongruenzen folgen 
beiläufig bemerkt recht anschauliche Bedingungen, unter denen zueinander 
normale Tangentialebenen eines Kegels IL Ordnung sich in den Strahlen 
eines Kegels II. Ordnung oder zweier Strahlenbüschel I. Ordnung schneiden. 

Tifr konfokale linear© Kongruenzen sollen vier harmonische konfokale 
lineare Kongrueuxeu heißen, wenn sie mit einem, und wie hieraus folgt, mit jedem 
Kegel dos quadratischen Komplexes vier harmonische Ötrahleu gemein 
haben. Fener sollen die oo* konfokalen linearen Kongruenxen, welche m 
demselben Fokalparaboloide gehün-n, eine Keite konfokaler linearer Kon- 
gruenzen genannt "werden. Eine Kette koufokaler linearer Kongruenzen läßt 
sich hiernach auf jedes tJebilde L Stufe jirojektiv beziehen. Heißt der von 
den Kongruenzen einer Kette gebildete quadratische Komplex F' der die 
Kette umfassende Komplex, so ist eine Kette konfokaler linearer Kongruenzen 
zu einem Kegel des sie umfassenden Komplexes F* projektiv, wenn jede 
Kongruenz der Kette ihrem Sclmittstrahle mit dem Kegel entspricht. Die 
einem beliebigen Punkte des Raumes durch die Kongruenzen einer Kette zu- 
geordneten Punkte bilden eine zur Kette projektive Parabel. 

Ualensee b. Berlin, d. 28. Februar 1906. 
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Über die Greuaaigköit güometrisoher KonätrukUuiitiii. 
Von Emil Haentzschel. 

Di« Oenauigkeit geometriaolier Koosfcmktbneii ist in d«& letiten Jahran 
mehrfach Gegonttand von Erörterungen gewesen. Die Anregung dazu ist 
im wesentlichen durch die von Herrn Lemoine verfiffentlirlito Schrift: 
Geometrographie, Paris, Gauthier -Villars, 1902, gegcbeu wünieu. Zur 
ErUuterung des von Herrn Lemoine eingeführten Begiifb ,,Genauigkeit^ 
greife idi ane denelben eine beliebige Aufgabe hermt. Auf 8. 80 heiAt 
ee: Aufgabe 27. Durch einen Punkt E tu einer der Winkelhal- 
bierenden den von den Geraden AB und ÄC gebildeten Winkels 
die Parallele zu ziehen. Geometrographische Konstruktion. Man nehme 
ÄE in den Zirkel, setze in ^ ein und beschreibe mit ÄE den Kreis, der 
AB in B und B', ÄC in 0 und C telmeiden wird. Jetet nelime man 
j?^ in den Zirkel und beschreibe um C den Kreis, der den um A be- 
schriebenen Kreis in E' treffen wird, EE' ist die gesuchte Parallele. 
Wünscht man die Halbierungslinie des Nebenwinkels zu zeichnen, so setze 
man in C den Zirkel ein mit BE als Radios. Der um A besohriebmie 
Kreis wird dann in geschnitten; es ist EE^ die gesnohte Parallele. 

Da wir, um EE' zu ziehen, das Lineal SO anlegen mofiten, dafi es durch die 
beiden Punkte E und £' geht» so haben wir nach Herrn Lemoine die Ope- 
ration 22| (» regle), d. h. ein Lineal so an- 
sulegcn, da0 es durch einen gegebenen 
Punkt geht, iweimal ▼oUfRhrt, also das 
Symbol 7?j zweimal zu notieren. Wir muBtCO 
die Zirkelspitzen in A. E. B, E, C' einsetzen, 
d.h. füntmal die Operation 6'^ centre) 
machen, wofBr Herr Lemoine 5C\ an« 
schreibt Daraus ergibt sidi nadi ihm die 
Genauigkeit 2 -^5 — Sieben. 

Dieses mechanisebe Abzählen der ans- 
geitLhrten Operationen hat merkwürdiger- 
weise einige Anhänger und Terteidiger ge- 
Ibnden, obsohon doch diese dunshana ober- 
flSdilidie Art, den sdiwierigen Begriff 
„Genani L'Vf'it einer geometrischen 
i Konstruktion** zu definieren, unhaltbar 

t ist Man ftthlt, da0 luer ein Fehler ge- 

macht wird; aber, wenn es nicht gleich 
gelang, ihn genau festzulegen, so liegt dies meines Erachtens an folgendem 
Umstände. Die Präzisions5-^^athematik kennt ihrem Sinn und ihrer Be- 
deutung nach ein Unterscheiden der Genauigkeit geometrischer Konstruktionen 
überhaupt niekt Die theoretisehe Geometrie Uftt je^ Gerade durdb swei 
Punkte, jeden Punkt durdi swei sieh schneidende Gerade bestimmt sein. 
Die natürliche oder Approximations-Geometrie aber muß binznftigen, 
„wenn die beiden Punkte nicht zu nahe beieinander liegen,** oder „doch 
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dürfen die beiden Geraden nicht einen gar zu spitzen Winkel einschließen'^ 
(Weber und Well stein, EnsjklopSdie der Elennentannathematik, Bd. 2, 
S. 115. Leipzig 1906). 

Die Geometrograpbie gehört der Präzisionsmathematik au. 
Sehr riditig sagt deiAialb Herr Üemoine, 1. c. 8. 18; Eine Eonstniktion ist 
geometrographisch, wenn sie l) allgemein ist, d. h. sich anwenden läßt, 
wie auch GröBf» und Lage der gegebenen Stücke beschaffen ist, 
2) unter allen möglichen Konstruktionen die einlauhäte iuL Er nimmt 
daher nnter die Annahmen, die der Geometrographie zugrunde liegen, mit 
Beeht die folgende auf: Sie setst Toraus, dafi ein Pnnkt Yollkommen 
b« *^i7iimt ist, wie klein auch der Winkel aein mag, unter dem sich 
die beiden, ihn festlegenden Geraden schneiden (Lcmoine, Archiv 
der Math, und Phys. 3. Reihe. Bd. 1. S. 90, 1901). In gleichem Sinne 
sagt Herr Reusch im Vorwort seiner Schrift: Planimetrische Ronstruktioneu 
in geometrographueber Ausfllhnmg. Leipzig, Tenbner, 1904, 8. Till: Die 
Geometrographie ist rein theoretischer Natur. Herr Lemoine be- 
jjing daher einen fundamentalen Fehler, als er den Begriff „Genauigkeit" in 
sein System auluakm. Denn, indem dieser Begritf der Approximatious- 
Mathematik eigentümlich ist, gab er Anlaß zur VerwiiTimg, vermischte 
Herr Lemoine zwei steh scharf sondernde Zweige der Geometrie. 

Die Schwierigkeiten ftr eine erschöpfende Diskussion dieses Punktes 
häufen sich aber nn deswillen, so daß die Polemik der ITerreu Mehmke 
(D. Math. Ver. Karlsbad 1902) und Holzmüller (ünterriehtsbliitter f. Math. 
Jahrg. 11, 1905) gegen den der Approximationsgeometrie entlehnten Be- 
standteil der Geometrographie nicht Y5Uig fiberseugend gewirkt bat, weil, 
um mit Herrn Klein zu reden, „in der zeichnenden Geometrie eine rationeUe 
Fehlertbeorie, wie sie in der Geodäsie vorliegt, bisher nicht entwickelt ist.'* 
„Dabei nenne ich," fihrt Herr Klein fort, „eine Fehlertheorie rationell, 
welche auf Verwendung von Wahrscheinlichkeitsbetraclitungen basiert ist, 
so da8 wir, nm die Genanigkeit einer Konsbuktionsmethode zu benrteilen, 
sie wiederholt auf dieselbe Aufgabe anwenden und dann die crhalt«nen 
Resultate mit der Methode d'-r kleinsten Quadrat»» oder sonstwie abgleichen.'* 
(F. Klein: Anwendung der Differential- und Integralrechnung auf Geometrie. 
Autographiortes Vorlesungsheft. Leipzig, Teubner, 11)02.) 

Herr W. Frans Meyer (Königsberg) hat daher einen jflngeren 
Fachgenossen veranlaßt, auf diesen Punkt sein Augenmerk zu richten. Herr 
Kourad Nitz hat das Ergebnis seiner Studien in einer Dissertation: An- 
wendungen der Theorie der Feliler in der Khene aut' Konstruk- 
tionen mit Zirkel und Lineal, Königsberg, 1906, niedergelegt. Eine 
reiche Literatur ist Aber diesen Punkt Torhanden, die, mit Bravais (1846) 
beginnend, u. a. Arbeiten von Chr. Wiener, HeImort(l868), Jordan (l87l), 
C/. über auffahrt, und mit den Dissertationen von F. Geuer TFreihurg, 
1ÜU2) und P. Böhmer I (jöttinfren, 1904) schlieBf. Es ist merkwürdig, daß 
Herr Lemoine sogar an den Arbeiten büiner Landäieute Brav als, Bieuayme 
(1851), Bertrand (C. B. 1888), d'Ooagne (C. B. 1894) aebtlo« Torttber- 
gegangen ist. 

Um einen Einblick in diesen Ideenkreis zu gehen, knüpfe ich an die 
im Eingang dargestellte Konstruktionsaufgabe an. Offenbar ist es doch bei 
Ausführung derselben keineswegs gleichgültig, unter welchem Winkel sieb 
Bitnnsibwrtalitod. SwLlfatlkGM. T. 6 
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die beiden Geraden schneiden. Ist er selir klein, der PoBlct A also 
ein sog. schlei ff ii d er Punkt, so ist man von vorn hereirs ini Zwpif<^l, 
ob man auch wirklich in A den Zirkel eingesetzt hat; es ist praküsch un- 
möglich, Ä von den beoidilMateii Fimklen ra lUtezacheideiL Abgesehen 
hiervon versagt di« Konstraktioii anch dann, wenn E und E" sehr nahe 
beieiiiander m listen komme n. Der stolze Bau einer geometrograpfaischen 
Konstniktion ^rwfict sirli also in Hinsi- lit auf flpnauipkcit pxaetitnde ) 
und Einfachheit ^simpiicitei als ein Nebelgebilci» : su- war e\mi doih nur, 
tun mit Steiner tn reden, eine mit der Zunge aufgeführte Konstruktion. 
Ein Hinweis auf weniger einfache Konstruktioinen fflr solche IlUe wire 
in väligein Widoqnnch mit dem Pkinxip der Lemoinesehen Oeometrographie» 
Di» F(M* rtheorie stellt den Satz auf: Alle Punkte gleicher Wahxsehein- 
H^hkf-it bei Ausführung der (»iieration Cj für den Pchiiittpniild 7wcier 
Geraden liegen auf konzentrischen , ähnlich hegenden Ellipsen um den ge- 
gebenen Sdmitiimnkt; dies sind die sog. Fehlerellipsen. Es ist ^es 
das Theorem von Bravais. Macht man die gegel»enen Geraden zu Achsen 
eines schief i kligen Koordinatensystems, bezeichnet man den Durch- 
«rhnittswinkcl mit (o, die mittleren F>hltr beim Einsetzen dps Zirkrls in 
Beziehung auf jede Gerade mit i«j btzw. ni,, — bei einer Strichbreite von 
0,10—0,15 mm schwanken bei Terschiedenen Personen und unter verschiedenen 
Ümsilnden diese mitüeren Fehler in den Grensen 0,OS5-'-0,060 mm, — 
und ist k eine willkflrUehe Konstante, so ist die Glei<^nng der FdilereUipse 

4- X = ■ ^ Farallelogranun einbescfarieben, das von den 

sieh schneidenden Geraden im Abstände ± m, bexw. ± *», gebildet wird. 

kwt im 

Fflr iM| «N, « m ist die L&nge der Halbachsen: a ^ und h — 

«in — coa — 

2 S 

Fflr •» — 90^ haben wir also einen Fehlerkreis. 

Schwieriger ist die Bestimmnug der Fehlerttche Air die Punkte B tmd 
C\ die sich mls Schnittpimkte je einer der beiden Geraden und eines Kreises 

ergeben haben. Die Theorie /»-igt hier, daß man mit Kurven (. Ordnnnp-, 
den Hfif. Ff'hlerovalen 4. Ordnung, zu tun hat. Pimkt £ ertziht sich als 
Schnittjjunkt zweier Kreise. Die Fehlerflilcbe filr einen solchen Punkt wird 
von einem Fehleroval 8. Ordnung begrenzt 

Zorn Schlufi wird in der Konstmlction die Gerade EE' gezogen. Nimmt 
man den einfachsten Fall an, nämlich den, daß zwei Punkte als Schnittpunkte 
von rechtwinkligen Geraden oder noch licsser als krei^förmipf Bloistiftpxinkte 
gegeben sind, pn dnß der mittlere Fehler des Anlt c^ns des Lineals nach 
jeder Richtung gleicbgroß aiisfiillt, so ist die Genauigkeit der Verbindungs- 
geraden zweier Punkte charaktmnert dnrdi eine Schar konfokaler Hyperbeln 
in der Art, daft alle Geraden gleicher Wahrscheinlichkdt eine dicMr Hyperbeln 

,.1 

umhflllen. Die Gleichaog dieser Hyperbeln ist: — , _ — 1. Endlich 

bedarf noch der Erwifanung die Genauigkeit, mit der ein Kreis diarakterisiert 

ist, der mit gegebenem Radius um einen gegebenen Punkt beschrieben wonlea 
soll. Da die Genauigkeit des Einsetzens der Zirkelspitze durch eine Schiir 
von l'i hlerflächen gorrebrn i^t, und zwar dur. h IVhlerpllipsen und FfliltTovale, 
80 erkennt man, daß alle Kreise gleicher Wahrscheinhchkeit eine Parallel- 
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kurve sn «incr FehlerkuiTe des IQttelpiuiktes umhüllen; bei Fehlerellipaen 

Im besonderen handelt es sich um die Toroiden. 

Znm Schluß sei auf die pbütographische Nachbildung einer Zpichnarg 
hingewiesen, — eine solche wnrde vorgelegt, — die auf Veranlassung der 
Firma Clemens Riefler iu Nesselwang und München vom Ingenieur 
Esseling angefertigt, ein regelmäßiges Sechzigeck mit seinen BimtlidMm 
Diagonalen, also insgesamt 1770 gerade Linien, darstellt. Sie ist geeignet 
TU dpn manigfticli.':t('n Gedanken anzuregen, so ülier die Gntt- de;; Zrirhfn- 
materials, als eine der Vorbedingnngfti für «lio Gt-nauigkoit geometrischer 
Konstruktionen, und ferner über die Betiihigung des Zeichners tu seiner Arbeit, 
also gleichsam fther dessen persönliche Gleichung. 



üntersnchong der blratloiialeii Transformationen, darch wdelia tili 
algehniflollM Qehüde vom Hange Eins in sich selbst üho^gokti iüboSDg' 
auf ihr Verh&lt«n bei der Iteration. 

Ton Panl Koebe. 

Die Gleichung 

(1) y* — 4«» -<78 

zwischen den Variableu x und ^ stellt, abgesehen von birationalen Trans- 
formationen, das allgemeine algebraisdie Gebilde vom Bange JSins dar, 
wenn und willkürliche Konstanten beeeichnen, welche nur der Un> 
glei(.hbeit:^be«Ungung ^ — 27^9| ^ 0 unterworfen sind. Wird mit u das 
elliptische Integral erster Art 

beseiehnet, so lassen sioh zwei ein primitives Periodenpaar bildende und der 

Nebenbedingung 9i 0 genügende Konstanten 2a>, 2(d so angeben, 

daß 

X — v'(u i a>, (ö'), y i{i'{u I ft), w') 

wird, wobei v'(u|ci}, ut ) die zu dem primitiven Pehodenjpaar (2{i>, 2ca') ge- 
hörende Weierstraffsehe Pe^Funktion besmehnet 

Jeder birationalen Transformation, durch welche das algebraische Ge> 
bilde ix, if) in sich selbst übergeht, entspricht bekanntlich in der u^Ebene 
eine Transformatioa von der Form 

(2) ilj - «14 4- /J, 

unter a und ß Konstanten verstanden. Um alle birationalon Trausformationen 
des Gebildes (x, y) in sich selbst m erhalten, hat man in der Gleichung ^2) 
der Konstanten ß jeden reellen und komplexen Wert, der Konstanten or, 
wenn weder noch gleidi Null ist, nur die Werte db 1 bdsulegen, 
wenn ff^^O ist, außer den Werten ± 1 no4di die Werte ± t, wenn ^ » 0 



1) Das Zeichen 9t soll bedeaten: Beeller Teil Ton. 
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ist, außer den Werten 1 noeh die Werte ± ^ ± j V^t. Diejeuigou bi- 
ntionalen fVansfonnationeiif denen in der ««Kbene eine Transformation (S) 

mit vou Kim verschiedenem Koefßzienten « entspricht, yerhalten sich, wie 
It'iclit zu sflion ist, bei der Itemti'vi |>firiodisch, und 7.war ist die Zahl, 
welche angibt, nach wievielmaligtr Anwendung der birationalen Trans- 
formation die identische Transformation erhalten wird, gleich dem Exponenten^ 
xn wolohem äi» EinheitswnrMl « gehOrt, also eine der Zahlen 2, 3, 4, 6. 
Die ^ransfonnationen von der Fonn 

(3) 

wobei a eine willkilrlicht) Kou.stunte bezeichnet, bilden den Hauptgegenstaud 
der Toiliegenden Unterauchung. Diese Transformationen zerfallen, wie sidi 
seigen wird, in drei eiiarakffristis^ unUrt^uedme KlasteiL 

Aus der Tnasfotmation (3) und der zu derselben inversen Trans- 
formation ».| « — a entspringen durch Iteration die Transformationen 

(4) «, — 11 + 110. t«-«i ±1, ±«i . .1 

Bezeichnen m und 7^1' zwei Ton einander Und Ton n unabbKngige Fiirameter, 
so wird durch die Gleidinng 

rn -j 

(5) 4«. — II H* + 2Me» + 2mV -«i ±t, ±t, ... 

wWl' j 

dieselbe Gesamtheit birationrilf-r Transformationen wie durch Gleichung ( i) 
dargestellt Vermöge der Gleichung (5) entspricht einem Punkte 6 der 
ff-Ebene das System der Punkte 6 + «a + dm» + 2fii'ai', dem Punkte 
« B 0 das System der Punkte na + 2 »ho -f 2m' ei', welches aus dam 
System der Punkte h -f na -\- 2mca + Sm'w' durch eine bloße Parallel- 
verschiebung herrorgf-ht. Die durch dip Form «a -f- 2m(o -f 2»i'w' dar- 
gestellte Punktmenge werde mit M bezeichnet. Die Natur dieser Punktmenge 
soll jetzt nAher untersucht werden. 

Zu dem Zwecke bemerke man sunKohst folgende Eigensehafben der 
Pouktmenge Mi 

I. Sind und zwei Punkte der Menge, so gehören miek die 
Punkte 

jr, + — 3h) ^'^'^ ± 1. ± s, . . .1 

snr Menge (s. Fig. 1). 



m«. 1. 



n. Sind rtj, n:^, n^g drei Punkte der Menge, die nicht in einer Geraden 
liegen, also ein eigentliches Dreieck bilden, 10 gehört auch das durch diese 
Punkte bestimmte Parallelpunktgitter 

zur Menge (s. Fig. 2). 
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Inbe2:ug aa£ die Menge M lassen sich nun folgende drei Fftlle unter- 
scheiden: 

a) Es ffht eine podtive Ton Noll venoliiedene ZM A yob dsr Btt> 
sebaffenheit, daß keine swei Punkte der Ifenge Jf einen Alntaad < A haben. 

b ) Wenn ^ eine beliebig klein gegebene posiÜTe Ton Noll venduedene 
Größe ist, so lassen sich stets zwei 
von einander verschiedene Punkte 
der Menge Jf bestimmeii, deren 
Abstuid < d ist; es ezistiart je- 
doch eine positive von Null ver- 
schiedene Zahl ^, von der Be- 
schaffenheit, daß es in der Menge M. 
kein Sjstem van drei «in eigent* — ; 
liches Dreieok bildenden Punlrten / 
^nbt, von denen je swei einen Ab- vis:a 

stand < z/j haben. 

c) Wenn d eine beliebig klein gegebene positive von NuU verschiedene 
Große ist, so lassen skb in dor Menge Jf rtste drd Mn eignitliehes 
Dreieek Üldende Punkte bestimmen, von denen je swei einen Abtland 
< d liaben. 

Der Fall n). 

Im, Ealle a) enthält jeder ganz im Endlichen liegende Bereich der 
« Ebene nur eine endliche Anzahl von Punkten der Menge Jf, und man 
erkennt bei Beuchtunu; der Eigenschaft II., daß die Punktniengp M ein durch 
drei geeignet auszuwühleade Punkte der Menge bestimmtes Faralitiputüc^itter 
darstellt Unter den Ponkten 

& + tta a ±1, ±», ..j 

befinden sich im Falle a) nur dne endliche Anzahl solcher, die med. (2 o, 2 o»') 
einander inkongruent sind; sn einem Punkte («ig, y«) ^ algebraischen 
Gebildes (x, y) gehören also nur eine endliche Anzahl von BiUlpunkten 
mttrrhalb des Gebildes. Filr das Eintreten des Falles a) ist folgende Be- 
dingung notwendig und hinreichend: 
Wem 

ffesetd tm'rd, unter ft tmd ft' redle Zäkkn verstanäm^ 80 sind fi und ft* 
raUonal 

Der Jcirinst' g' mrltiscJniftliche Nenner der Brüchr. durch u clchr u und 
fi' dargestdlt werden, <jibt an. nach wievidmaliiicr Anivndung der birationalm 
Transformation die identiscJie Transformation trhalUn uird. 

Der FaU b). 

Ija Felle b) kann von der Punktmenge Jf behauptet werden, daB sie folgende 
Eigensdbaft besitct: Sind 9^, 9(f,3St *k Punkte der Menge JhT, fBr welche die 

Abstinde ] — rr^ [ und | — | kleiner als sind, so ist dieTerlnndnngs- 

getade der Punkte und entweder ideniiseh mit der Yerbindungsgeraden der 
Punkte und oder ihr panlleL 
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Anderenfalls würden die Paukte ntj und 71^ mit dem Punkte JCj -j- (n^ — »j), 
der weg^en II. ebenfalls zur Meuge M gehört, ein eigentlidiea l]^eck bilden, 
•icsst'ii Briten sämtlich kleiner wären als Die Biistou eines solchen 
Dreiecks ist aber durch b) ausgeschlossen worden. 

Man denke »ich nun aus der Menge ÄI zwei Punkte ausgewählt, dereu 

Abstand < ist, und durch jed^ Punkt der Henge M diejenige (Gerade 

gezogeil, welche der Verbindungsgeraden der beiden' anSgewihlteii Punkte 

parallf-1 ist. Das auf diese Weise koiisfniicrt»' ^^vstom einander paralleler 
Geraden werde mit S bezmchnet. Je ^wei Puukte der Menge M, «loreii 

Abstand ■< ~ iflt| liegen daun wegen der soeben bewiesenen Eigenschaft 

der pTiiildnii^npe stet« auf einer und derselben rJemdon lies Systems S. 
Nun gibt i's uach Voraussetzung b) in der Menge M Paare von Punkten, 
deren Abstand kleiner ist als eine beliebig klrin gegebene positive Grööe d. 
Folglich gibt es, wenn d gegeben ist^ stets eine Gerade des Systems 8^ auf 
welcher sich zwei Punkte der Menge M befinden, deren Abstand < d ist. 
Daraus kann mit HiltV von TT. gr-.sdilossen werden, daß jede Gerade des 
Systems .S' zwei I'unkt»- ili-r M<m!!_'»' M cnthült, deren Abstand <r A ist. 
Beachtet mau jetzt die Eigeuscluiti i der Meuge Jlf, so erkeunt mau, daU 
das Qeradensystem 8, welches nach setner Definition sKmÜidie Punkte der 
Menge 3[ auf sich enthält., von diesen Punkten allentJtäXhm unendlich dicht 
erfiiW wird, d. h.: jeder Punkt der M-Ebene, welcher auf einer Geraden 
des Systems S Hefjt. ist ein Uaufungspnnkt für die Punktmenge M. 

Nun soll uach b^ in der Menge M kein einziges System von drei ein 
eigentliches Dreieck bildenden Punkten existieren, von denen je zwei einen 
Abstand < haben. Je zwet Geraden des Systems 'S' müssen daher einen 
Abstand > halien. und zwar bilden i1it'<e Geraden, wie man mit Hilfe 
von I. erkennt, ein Sffstfm ron äquidistanten Oeradm. 

Das von den Periodeupuukten 

2mai + 2»»' ±1. ±1, 

gebildete Punktgitter stellt eine in der Menge M ab Teilmenge enthnlten« 

Menge dar. Auch die Menge Jf^ besitzt die Eigenschaften 1. und IT. 
Die Punkte der Monge verteilen sich in bestimmter Weise auf dem 
Geradensystem .S'. Der Punkt ?< = 0 gehört zur Menge 3f,. Diejenige 
Gerade des Systems S, welche durch deu Punkt « — 0 geht, werde mit <r 
bezeichnet Auf der Geraden 6^ mufi noch ein anderer T4m « «s 0 ver- 
schiedener Punkt der Menge 2^^ liegen. WSre di^s nämlich nicht der Fall, 
so könnte wegen IT. auf leinrr Geraden des f^ysteni.s .V mehr als d)' Punkt 
der Menge Mi liegen, und folglich würden, weuu zwei beliebig weit von 
einander eutfcmte Geraden des Systems ib' herausgegriffen werden, in dem 
ganzen von diesen beiden Geraden begrenzten Teil der Ebene nur eine 
endliche Anzahl von Punkten des Funktigitters Jf^ liegen, was offenbar 
nicht zutrifft 

Unter den von n ^ O verschiedenen Puukten des Gitters jJfj, welche 
auf der Gcradeu G liegen, gibt es einen, welcher dem Punkte «» =■ 0 
am nichsten liegt. Dw zu diesem Punkt gehflfende Wert von u werde 
mit 2& bezeichnet Dann kann eine andere komplexe GrOfie 2&\ weloh* 
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«benfallfl eiuua Panlcte gI«s Gitters JT^ eDtepiidit, to bestiinmi werden, daB 
die Größen 2s, 2d' ein mit (Sw, 2a»^ ftquivalentes primitives Periodenpaar 

bilden. Das Parallelogramm mit den 



Ecken 0, 2(5, 2& 2cb' = 2ö", 
SA' werde mit 17 bezeichnet Dieses 
Panlleif^pnunm wird in der Weise^ 

wie Fig. 3 zeigt, dorck das Geraden« 

System S in einp gewisse Anzahl, jV' 
von einander kongruenten Parallelo- 
grammen «erlegt. (In Fig. 3 ist JV-" 5 
gewfthlt) 

Die Zahl N hat für die betrach- 




tet»? Trausformation = n -{- a eine Flg.». 
charakt«riätisiche Bedeutung. Es werde 

mit [u] d^r dem Punkte u modd. (2 a, 2ö&') kongruente im Periodenparallelo- 
gramm 17 (die EMten SA . . . Sa" und SA" ... SA' ezel.) Uegeode Punkt 
beseidbnei Yon dem Pnnkteo 

[na] t»-«, ±i.±«. 1 

sind in dem gegenwärtig betrachteten Falle b) keine zwei modd. (2c3, 2 c»') 
einander kongruent. Die Punlvte [na] gehören dem Punktsystem M an 
und bilden für die Gesamtheit der Punkte dieses Punktsystems ein voll- 
stindiges Bestsjatem modd. (2Gä, 2cö'). Die Punkte [na] liegen slmUidi 
auf äai N in Fig. 8 dargestellten der Strecke 0 ... SA parallelen Sfam^Mi 
(0 ... 2cö incL, 2S)' ... 2S>" excl.), und zwar kehren diese N Strecken, 
■wenn man n die ganzzahligen Werte von — <xi bis -J- 00 durohlaofen Iftfit, 
in einer bestimmten Reihenfolge periodisch wieder. 

Man übersieht jetzt, wie sich die der Transformation ti, => u + a ent- 
sprechende birationde Transformation des algebraischen Gebildes (a;, y) in 
sii h selbst im Falle b) bei der Iteration verhält: Wenn (^fo^y») ein Punkt 
der Kiemannsehen Fläche ist, welehe «üh Yerzweifrving der Fun]--.fi'>M ff(x) 
geometrisch darstellt, so gibt es in der Kiemann sehen Fläche N g^iidtlossene 
andjftiadt^ Linien (Periodenwege), von welchen keine zwei einen Punkt 
gemeinsam haben und eine durch den Punkt (ae^,, ^q) selbst geht. Diese 
Linien sind Träger der Menge aller Bildpunkte <ks Punktos («0,^5), und 
zwar werden die g'enannten Linien von den Bildpunkten des Punktes (xq, 
allenthalben unendlich dicht erttillt. Durch den Iterationsprozeß ist eine 
bestimmte Reihenfolge der Bildpuukte fes^esetzt Durchläuft man die 
Bildpunkte in dieser Beihenfolge, so gelangt man zu jeder der N ge* 
schlossenen Linien und zwar jedesmal nach 2f^ niemals nach weniger als 
2f Schritten zur Sellien Linie. 

Es muß nun untersneht werden, welche Bedini;nn.i,'en tilr die Zahl a 
notwendig und hinreichend sind, damit der Fall hj eintritt. 

Eine notwendige und hinreichende Bedingimg kann sofort aus Fig. 3 
abgelesen werden. Der Punkt u = a gehört nämlich der Menge M an und 
liegt daher auf einer Oeraden des Systems & Also kann 

a - 3«A + "ä' 

gesetzt werden, wenn mit % eine reelle Zahl, mit k eine positive oder 
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negative ganze Zahl bezeichnet wird. Hierbei ist die Zahl x irrational; 
denn andernfalls würde a die fiir das Eintreten des Falles notwendig? 
und hinri'iclit^ndp B^diiigiuig ortüilen. Die ganze Zahl k kann mit der 
ganzen Zahl j\' keinen Teiler gemeinsam haben ^ weU sonst die Zahl der 
mit der Streeke 0 . . . 2A parallelen Strecken, anf denen die Punkte [na] 
liegi-n, kleiner als IT Bein würde. Damit ist folgende ffir das Eintreten 
des Falles b) nicsht nur notwendige, sondern auch hinreichende Bedingimg 
gefunden : 

Es gibt ein mit \ 2io, 2(o') äqutvalttäts primUives I^iodenpaur (2dj, 2cü') 
von der SesdiafetiheU, daß «m» dm beide» reeOm Zaldm % md %\ «eUke 
sicft aus dir GUidmng 

a * 2*& + 2»'«' 

trgtAm, die erste irroHonal^ die ztceUr raHanal ist. Wird «d» Quotient 
vm etrei lril€rfrnnd''r^ frnp-en Zahhn 'ifirfirsfeUt, so hat der Nemter fUr die 
betrachtet« Transformaiimi dir liKh-uiumj drr Zahl N. 

Um eine andere füi- das Eintreten des Falles b) charakteristische Be> 
dingnng zn erhalten, kann man entweder einen direkten Weg ehuehlagen 
oder, ausgehend yon der soeben gefnndenen charakteristischen Bedingnng, 
folgendermaBen verfahren. 

Ans dm Gleiehnngen 

3 A — 2/9^» — 2«!«', 2a' — 201» + 2tci' 
ergeben sich vier reelle ganse Zahlen /Ij, tf, r, nnd es ist 

a "= 2(>{|3i -|- %'o)(o + 2(— xttj -j- x'x)(o\ 
Zwischen den reellen Zahlen 

x/Ji + »'ff — fl 

und 

besteht, wie sieh bei Berflcksicfatigung der CUeiehong tf|ff + — 1 ergibt» 
eine lineare Gleichung mit rationslen ZaUenkoeffizienten, nimlich die 
Gleichung 

«1 + /?! . /t' — x' = 0. 

Außer der vorst^^hendf-n linearen Gleichung mit rationalen ZahlenkoetÜzienten 
kann zwischen den Größen und ft' nicht noch eine zweite, von jener un- 
abhängige lineare Gleidinng mit rationalen Zahlenkoeffisienten bestehen, 
da sonst ft und fi' ratioaale Zahlen und folglioh die Bedingungen des 
Falles a) erfüllt wllren. 

Die zweite für das Eintreten des Falles b) charakteristische Bedingung 
lautet nun: 

Wenn fi und auß der Oleicinoifj 

a 2^(0 + 2ji'ft)' 

ab rf'ilc Größi n hr.'iitnmt irfrdcn . so bcstdit ztvischm fx und f»' eine und 
nnr line lineare Gleichung mit rationalen Zahlenkoeffisienten 
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Der Beweis dafür, dftft diese fiediBgung nicht nur notwendig, Bondem 
auch hinreichend ist, eigibt sieb folgendermaßen. Ee kann angenommen 

werden, daß «, ß, y panzt- 7;thlen sind, wrleht^ keinen pempinschaftlicben 
Teiler haben. Der gröütt; gemeinschaftliche Teiler der Zahlen « und ß 
werde mit d bezeichnet. >fan bestimme zwei ganze Zahlen a und x so, daß 

^tf -f- ^ r 1 wird, und setze 

|tr-ffft' = x, — I — 

dann wird 

a — 2xA + 2«'«'. 

Die Grüße x iüt irrutiunal; denn wäre sie rational, so wflrden zwischen 
den GrttBen und fi* swei Ton einander unabhKngige lineare C^leidrangen 
mit rationalen Zahlenkoeffizient bestehen, entgegen der Voraussetzung. 
Die Orttße »' hat einen rationalen Wert^ nümlieh, in redoaierter Form dar- 

geateUt, den Wert — ^> FOr die Zahl a iit also die auerrt aufjgeatellle» 

für das Eintreten des Fallei b) ebarakteriitiaeke Bedingung erfBUt; augleieh 

ergibt sich: 

Der aroßU' (jemelnschaftlidie Teiler d der Zahlen a und ß hol für die 
Trans fornuitmi m, = m + a die Bedeutung der Zahl N. 

Der JPail o). 

Der bisher unerflrfeert gebliebene Fall c) kann jetzt leicht erledigt 
werden. Aus der Annahme folgf mit Hilfe von TT . daß die «jnn^e 
M- Ebene von den Punkten der Menge 3/ allenthalben un' rulürh dicht er- 
füllt wird. Innerhalb der Riemannschen Fläche, welche zur Funktion ^[^x) 
gehört, Terteilen sich also die Büdpunkte eines Punktes (xq, y^) so, daft in 
der Nihe jedes Punktes der Kiemannschen Fläche Büdpunkte liegfn. Als 
notwendige und hinreichende Bedingung für das Eintreten des Falles c) 
ergibt sich: 

Wenn 

geseilt wird^ unter ft und ^' reelle irriißvn verstanden, so besieht ewisclien ft 
umä ^' (eine iMieare Gleicftufijr 

mit ratiunaUn ZaJdenkoeffixienten «, |j, y; oder: es ist naht möglich, ein mit 
(2my 2m) ägmwAeiiiet primitives JPerwdeiipaevr (2cö, 26') sowie eme reeäe 
ZM » und eku reeUe rafc'omrie ZoAl %* anm^febe», ßr wdeke 

a — 2xA + 2«cV 



Mit der vorstehenden Untersuchung, soweit dieselbe sich auf die Pnnkt- 
mange Jf beziebti ist eine arithmetische Arbeit toq Kronecker nahe Terwandt 
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Kroneeker: Üb«r nllienuigtweife gmittablige Auflfisung HiwKrar 
Gleidrangen. (Sitzungsberichto der Kgl. PreuBiscken Akademie der Wissen- 
schaften zu Berlin, Jahrgang 1884, Bd. U, pag. 1179—1193 und 1371 
—1299.) 

Eine andere in dem genannten Bande der Sitzungsberichte TerOffenflichte 
Arbeit von Kronecker gehört demselben Qedankenkreifle an: 

Kronecker: Die PeriodenflystonLe TOD Punktionen reeller Variablen 
(1. c. pag. 1071—1080). 



Ober dl« PiNjektioii dn rlnmlioluii Fnnktgitton. 

Von Gerhard Hessenberg. 

1. Seien a>|, ai|, cg| drei k(»npleie Zahlen, swiaohen denen nnr eine 

Gleichung 

(1) oi«! -I- a^mt + tt^fOi — 0 

mit reellen KoefTi/.ienten besteht, deren geometrische Bilder also nicht 
in eine Gerade fallen. Die Menge aller komplexen Zahlen von der Form 

(2) «^«i-|-«|aifc + «<iMÄt 

worin ntf ganze Zahlen, positav, negativ oder null, sind, werde mit Sl be« 

zeichnet. Diese Menge Sl ist ein ehmts PunldtjUtn', trenn riie gan:znhlig 
sitid. Sie liegt auf einer Sduw ä^uidistanter Geraden dicht, wenn eine und 
nur eine Gleich uny 

(3) flj«! -j- rtjttj -j- ~ 0 

mit gwizzahiiyen reellen Koeffieietiten a,. heMeht. Sie ist endlich in der 
ganzen Zaiilenebenc dicfUj wenn eine solche RelaOon nidU beskitt. 

Für diesen Sats gab in der Desembersitsnng vergangenen Jahres Herr 
Koebe einen Beweis an. In der anschließenden Diskussion wurde bereit» 
darauf hingewiesen, daß die Menge Sl als 1'TMi"ktion eines Hauingitters 
aufgefaßt wenlen kann. Indem ich dieseu Gedanken weiter verfolgte, ge- 
langte ich zu einer einfachen geometrischen Interpretation der drei möglichen 
Fälle. Auf dieser biterpretation IftBt sich ab«r sngleioh ein rein geometrischer 
Beweis des Satzes aufbaue, der im folgenden skimert werden soll. 

Es l»L'zeiehnen durchweg 

oij, cj^, UJ^ Vektoren mit dem gemeinsamen Anfangspunkt 0 
et, fi, V reelle Zahleu 

a, m, j), g ganze, positive oder negative Zahlen einsdilieAlidi der Nnll. 
In Summenseichen dnrchlftuft der Zeiger i stets die Werte 1, 3, 3. 

I. Begriff des Gitters. 

2. Die Meuge der Endpunkt*? aller Vielfachen ma> eines Vektors o) bei 
festgehaltenem Anfangspunkt 0 wird als lineares Punktgitter bezeichnet. Es 
besteht aus Punkten . . -4g = 0, A^^ A^, . . ., einer Geraden, von 
denen je twei aufeinanderfolgende gleichen Abstand haben. 

Die Funktmenge m|itt| + wird ebcttes Pimk^rUkr genannt, nnd 
zwar ein refftüäreSj wenn «Oj, fi9| verschiedene ftichtnngen haben, wenn also 
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k<^ino Gleichung «1^1 + a<,ci)j= 0 Ijestelit. eiu ih vetmieHcs, weuu dfts Gegen- 
t^iii zutriÜ't. Ein liugeat^riertes Gitt«r liegt aui' einer Geraden. 

Die Pmdrtmmige Xm,», beißt ein räumÜ^a PunktgUteTf und zwar 
ein reguläres^ wenn oj, ,b}».cti, nicht in einer Ebene liegen, also koltie 
Rf-latinn — <) besteht, ein d€g>}"-ri'rtes im Hiitj^n'grnfresetzten Fall. 

Von degenerierten Gitteni betrachten wir nur «iiejonigen, bei denen ojj, ojj, Wj 
nicht in eine Gerade lallen, somit nur eine Gleichung (l) besteht. Sie 
liegen in einer Bl»ene, nioht aber anf ein«r Geraden. 

S. Zieht man durch 0 und die Endpunkte 0^ der erzeugenden 
Vektoren co. eines degenerierten Gitters Sl p<ara11ele Strecken 00' 0,0', 
die nicht in den Triiger, d. h. die Gerade oder Ebene von Sl fallen, so ist 
Sl die Parallelprojektion des von den Vektoren -» O'O) erzeugten 
Gittere Sl% und swar «i^reohen sich die Punkte mit gleiofaen Koeffinenten . 
Durch passende Wahl der Punkte ff 0' Iftfit sieh aber stets erreiohen , daB 
Sl' nioht degeneriert: Ist Sl ein degeneriertes ebenes Gitter, so dürfen 
O'OjOf nicht in einer Geraden, ist Sl ein degenerierti»s räumliches Gitter, 
so dürfen O'OiOtOi nicht in einer Ebene liegen Ein degeneriertes Gitter 
ist daher stets Pandlelprojektion eines regollren. 




Fl«. 1. Fl«, s. 



4. Die Verbinduugsgerade zweier Punkte eines regulären Gitters wird 
eine GriUergerade genannt. Das lineare Gitter kann als Trivialftiill aufier 
Betracht bleiben. Eine Gittergerade enthält unendlich Tide Punkte des 
Gitters, die in ihr ein lineares Gitter bilden. Zieht man «u einer Gitter- 
geraden eine Parallele durch einen Punkt des Gitters, so ist diese selbst 
eine Gittergerade. 

Legt man durch drei Punkte eines Raumgitters, die nicht in einer Oe- 
raden liegen, eine Ebene, so heißt diese eine Gitterebene. Sie enfhtit nn- 
endlich viele Punkte des Kaumgitters, die in ihr ein ebenes Gitter bilden. 
Legt man zu ihr eine Parallele durch einen Qitt0n[>unkt, so ist auch diese 
eine Gitterebene. 

II. Projektion des Gitters. 

5. Projiziert man nunmehr ein reguläres eboies Gitter A' in einer 
'Bichtung, die seiner Ebene angehOrti auf eine Gerade, so entsteht auf dieser 
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ein degeneriertes ebenes Oitttr und es sind zwei Fälle möglich, jcnachdem 
die FrojektiooBtnlilen Gitiergeraden aiod oder aicht Im «raten FflU Mlden 
rie Moe Sohsr Aquidistanter Oeraden, es ist daher A ein lineares Punkt- 
gitter. Im zweiten Fall liegen ae dicht, es ist daber auch die Punkt- 
menge Sl dicht. 

6. Bei der Projektion eines regulären Kaiungitters entstehen drei 
P&Ue: Erstens kann eine FhQektkmsgcorade Gittnrgerade sein, und dann 
sind s&mtliehe nrojektionigeraden Qittergeraden. Der Schnitt des Projektions- 
bfindels ist ein ebenes Punktgitter. Zweitens kann ein Proj» ktionsstrahl, 
ohne Gittergerade zu sein, in einer Gitterebene liegen. Dann gilt wiedenim 
das Gleiche von allen Projektionsstrahlen. Sie liegen alle in parallelen 
€U,tt0rebeuen £, und diese bilden eine Iqnidistante Sdiar, die natflrliek 
nieht dicht ist In jeder dieser Ebenen büden die Punkte des Gitters ein 
ebenes Gitter, in dessen Ebene die Projektionsrichtnng flllt, ohne daß die 
Projekt ionsstrahlen Gittergerade sind. Es liegen daher die Projektions- 
strahien in den Ebenen E dicht, wie wir in § 5 sahen, und die Projektion 
des Buungitteis wird als Schnitt des BQndels der Strahlen eine Pnokt* 
menge, die anf Geraden «ner Iqnidistanttti Schar dicht liegt — Drittens 
kann ein Projektionsstrahl weder Gittergerade sein noch auch in einer 
Gitterebene liegen Dann ist der Projektionsbflndel nnd mit ihm die Pro- 
jektion des Gittors selbst dicht. 

7. Im dritten Fall ist folgende Eigenschaft des degenerierten Gitters 
bemeikeiiswert: Eb Utgt auf JMner Geraden dkkL Wenn PQR drei 
Punkte des degenerierten Gitters in geradliniger Lage sind, so sind sie 
Projektionen von Punkten P'Q'lV eines regulären Raumcritters, nnd diese 
liegen ebenfalls in einer Geraden, denn andernfalls mfißte die Projoktions- 
richtung in die Gitterebene F'<i'Ji' fallen. Es gehören somit F'Q'Ji' und 
damit PQJi je einem lineaim ffittnr an. eneugenden Vektor des auf 
PQ geiegenen Gittws wollen wir den primUi»m Vektor der Geraden PQ 
nennen. Irgend zwei auf PQ gelegene Punkte haben als Abstand ein Viel- 
faches des primitivpn Vektors. 

Man erkennt daraus, dafi bei dem degenerierten Baumgitter sieh noch 
der Begriff der Gittei]gsr«den aufirecht eriMlten l&flt. Eiiie Oersde in der 
Ebene des Gitters enthSlt entweder keinen oder einen od«r unendlich viele 
Punkte des Gitters. Im letzteren Fall bilden diese ein Gitter, und zwar 
im allgemeinen stt>ts ein linearps, ausgenommen, wenn das Gitter auf einer 
äquidistanten Geradenschar parallel liegt. Dann enthalten die Geraden 
dieser Schar degenerierte dichte ebene Gitter. 



III. Die Kriterien der Sonderfül 1p. 

8. Um die In § 1 aufgestellten Kriterien zu erhalten, betrachten wir 
zunächst ein liaimgitter ü', das in Kichtung einer Gittergeraden in das 
degenerierte Gitter Sl projiziert wird. Der Projektionsstrahl von 0' geht 
durch einen zweiten Punkt von Sl\ dessen Vektor £pt^ in den 
Vektor ITp^t»^ projiziert wird. Da die Bilder P und 0 Ton P' und 0' 
Busammenfallen, folgt 

(4) Xj»,«», » 0, 
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4 h. die Beltttion (l) llfit lieh ganzzaUig aofaxmbeD. ünd umgekehrt sagt 
sie, gansiaUig gesölffielMin, ans, dafi awei Punkte von St' dasselbe Bild 
haben. 

9. Füllt der Projpktionsstrahl von O' in die Gittorebene 0' P' Q\ wobei 
F'Q' mit 0' nicht in einer Geraden liegcu, so fallen die Bilder OPQ in 
idne Gerade. Yon den Vektoren OF^£p^(Of und OQ'='£q^v)^ ist also 
der eine ein reelles H^elÜMdies des andern: 

(5) A w . -\- ^lZq^ 0) . — 0. 

Da nur eine reelle Gleichung zwischen den ta^ besteht, (l), so folgt 

^»i + — V««» 
vnd naeh Elimination von fi, vi 

Pi 9t 



(6) 



9s 



"1 

«8 



Die Koeffisientsn «f Terschwinden nicht gleichzeitig, da alsdann 0'P*Q* 
in einer Geraden ISgen. Besteht umgekehrt die Gkickimg (3) und ist 
von Noll verschieden, so folgt dordi Rliminati<m von «i^ aus (1) und (3): 

Diese Gleichnng ist ein SpesdalfisU von (5). Die Bedingung (8) ist 
also notwendig und Irmreidkeml dafBr, daß jeder Prcrjekfcioosstnhl in einer 
Oitterebene liegt 



IV. Nirgends dichter Projektionsbüschwl. 

10, Don VöT-lfil der bishfngen "Ret räch tung sehe ich in der einfachen 
geometrischen lieutung der Krttrrim und in dem heuristischen Wert einer 
solchen Auslegung. Dagegen ist der Hinweis auf die geometrische An» 
sdianung in Absehnitt II natOriieh ein minderwertiger Ersats für eine 
wirUidie Herleitdog der Diektigkdfsvcrhältnif^sc. Diesen Hinweis durch 
MltSD pvnVipn Beweis r.n ersetzen ist das Ziel der weiteren T^ f rMrlihintren. 

^S ir beginnen mit dem Satz, daß die Schar aller zu einer gegebenen 
parallelen Gittergeraden nicht dicht ist. Daß sie äquidistant sein muß, 
folgt obne weiteres daraus und aas der Eigenschaft des Gitterst bei Ver- 
sohiehungen um einen seiner Vektoren sich selbst zu decken. 

11. Aus der Errptigiing des Gitters foli^t, daß fiii reguläres Gitter 
seinen Trägt^r (Gerade, Ebene, Raum) in konginieute Gebietsteile (Strecken, 
Parallelogramme, ParallelÜache) zerlegt. Iimerhalb eines endlichen Gcbietä- 
teile« liegen darum nur endKeh viele Gitteorpnnkte, d. h. ein regulSres 
Gitter hat keine Verdichtungsstellen im Endlichen. Sind insbesondere U, 
V zwei Punkt<> auf der Geraden eines linearon Gitters moj, deren Abstand 
gleich öjj ist, so liegt zwischen ihcen ein < litterpaukt, soferu sie nicht selbst 
Qitterpunkte sind. Und sind in der Ebene eines ebenen Gitters Wj, 
UW'^ swei Ton U ausgebMide, den ersengenden Vektoren glmehe 
Vektoren, so liegt innerhalb des Parallelogramms UV WZ, dun durch die 
Vervollst&ndigung von UVW entsteht (FZ— co,, WZ — Oi), ein Gitter- 
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punkt P, falls nicht eine der Geraden UV od«r UW Oittngende ist. 
Dum kann P auch auf der Bepreu/nne liegen. 

12. Es seien nun P^Ii drei l'unkt« eines ebenen Gitters, die nicht 
in einer Oeraden Uegm. Zwisdieii P und Q MWoU wie zwimInd P und 
M lioge kern weiterer Gittorpunki Wir «rglniai dnich B8f,PQ, QS\\PS 

die Figur zu einem Parallelogranun. Liegt in 
y diesem noch ein Gitterpunkt, so gibt es zwischen 
/ FQ und £S noch eine Gittergerade, und um- 
gekehrt. Unter allen Gitterpmikten im Inneren 
des ParaUtlograinma PQBS gibt es, da ihre 
Anzalil endlich i.st, einen, der am nüclisten an 
PQ liegt, uml anderer kann gleichen Ab- 
stand haben, da sonst gegen die Annahme auch 
zwischen P, Q noch «n Gitterponkt liegen 
mfißte. Dieaer Ponkt heiße T, Uta siehe 
TU PQ.QU PT, so liegt innerhalb PTUQ 
kein Gitterpunkt mehr nn l zwisehpn TU und 
PQ gibt ea keine Gittergerade mehr. 
Analog beweist man, daß es zu jeder Gitterebene auf jeder Seite eine 
nächste gibt Yon hier ans folgt mtlheloe, daft der Frojektiontttrahlen- 
bfltebel, sofmi er aus Gitfcergeraden besteht, nirgends didit liegt 




Y. In sieh dichter Projektionsbflschel. 

1$. Wir denken uns nunmehr ein regulires ebenes Gitter in ein«* 
Biohtung projiziert, die seiner Ebene angehört, aber keiner Gittergeraden 
rnkommt. VF, QV seien zwei Projektions-^traliNu , die die Punkt" J\ Q 
des Tiittcrs projizieren; es soll gezeigt wurden, daß zwischen ihnen ein 
dritter Prujektiousstrahl liegen muß. Indem wir von einem Trivialiall so- 
gleich absehen, nehmen wir an, es liege swisohen P und Q auf kein 
Gitterpunkt mehr, ziehen Sodann durch einen nicht auf PQ gelegenen 
Gitterpunkt S die zu PQ parallele Gittergerade, die VI' und QV in V 
und y schneiden möge. Da U, V keine Gitterpnnkte sind, liegt zwischen 
ihnen ein Punkt Ii des auf S ü V gelegenen Liueargitters; dessen Pro- 
jektionsstraU fUIt daher swisohen PU und QV. 

14. Es seien PQIt drei nicht in einer Geraden gelegene Punkte eines 
regullren Baumgitters; wir ziehen QS ^PR^ R1S\\PQ, ist auch S ein 

Gitterpunkt. Projizieren wir in einer Rich- 
tung, die keiner Gittergeraden zukommt 
und in keiner Gitterebene enthalten ist; 
wählen wir ferner «sen nicht in der Ebene 
PQJl enthaltenen Gitterpuukt 3/ und le^en 
durch ihn die zu PQR panuiele (iitter- 
Q ebene, die die Frujektionsstrahieu von PQli6 
3 in UV WZ sehneiden mOge. Ln PamUelo* 
gramm ÜVWZ liegt ein Gitteipnnkt 7, 
und zwar nicht auf Ii r Be<.Tenznng nnd 
auch auf keiner Diagonale, da sonst durch 
Fjf.4. die Projektiousbtrahlcn Gitterebenen gingen. 
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Er liegt daher entwedsr im Dreieck (' V W und sein Projektionsstrahl fällt 
zwischen die Strahlen von PQI', oder er liegt in V WZ. In diesem Fall 
ziehen wir PJ' QT\^U'I\ zum überfluü noch BT IQT, 8T' \\PT. 




Diese vier Strahlen laufen durch denselben Gitterpunkt T\ dessen Projektioiis» 
strahl aus Symmetriegründen zwischen I*QJi hindurchgeht 

Der PrOjelctioBiliilMh«! wnea regnliren Gitton und iomU die degenerierte 
Fnifdctkm eines GUkrs ist daher im oBgemeinen Faß t» «icA didO. 

VI. Rolalivp Dichte. 

15. Es könnte scheinen, als hätten wir hiermit die Dichtigkeits- 
verh&ltnisse des degenerierten Gitters im allgemeinen Fall vollständig be- 
sckrieben. Dies trifl aber nieht su« wie folgendes einfaehe Beispiel seigen 
möge: Die Menge aller reellen Zalilen zwischen 0 und 1 und zwischen 2 

und 15, die Orrn/en ausrrpsrhlossen . ist in siih dicht, denn zwischen irgend 
zweien von ihnen liegt noch immer eine dritte. Trotzdem besitzt sie nicht 
die Eigenschaft unseres degenerierten ebenen Gitters, die ganzt Zahleugerade 
dk^ SU ttbw^ecken. Das was wir va zeigen haben, ist vielmehr fdigendes: 
swiscben irgeitd etoei Punkten auf der Geraden eines degeneriert«n ebenen 
Gitters, aurh wenn sir nicht dtm GiU^r arpi'ln'ren^ liegt stets ein Punkt des 
Gitters. Man sagt dafür, das Gitter liet,'e relativ dicht zu den runkttm 
seines Trägers. Diese Unterscheidung zwischen relativ dichten und m sich 
dichten Pnnktmengen konunt bei der aritiimetischen Behandlung nicht so 
klar zum Ausdruck. 

16. Um die Frage zum Abschluß zu bringen, haben wir z\i zeigen, 
daß ein degeneriertes ebenes Gitter beliebiEr kleine Vektoren enthält, d. h. 
daß sich zwei Punkte so bestimmen lassen, daÜ die Strecke P<^ absolut 
genomm^ kleiner ist, als eine yorgeschriebene Stredce S. Indem wir dann 
den Vektor PQ — ö von 0 aus nach beiden Seiten auf dem Trüger 
wiederholt abtragen, gelingt es nach dem archimedisclien Axiom, zwisehen 
irgend zwei Ptmkte V der Geraden, deren Abstand nicht kleiner als & 
ist, einen tiitterpnnkt zu legen. 
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Da das Gitter in sich dicht ist, liegt zwischen zwei Punkten S 
des Gitters eine (abz&hlbar) unendlich«' Mens^e von Oitteqitmkten, es ^iht 
also nundesteuä eine Verdicbtungssteli« zwischen A, B und damit beliebig 
kleine VekttumL ElenMntar wflrda sieh des folgeudonufleii entfuhren 
lesMn: Men trage die TorgMehriebene Streolie 9 Tom A aus nadi B hin 
so oft ab, bis man sieher ist, B überschritten zu haben. Dies sei nach 
♦»-maligem Abtragen prrejcht. Sodann w&hle man zwischen B einen 
Punkt C| des Gitters, zwischen A und einen neuen C^, ebenso C3 
svlsehen Ci und zedsehea A mid C7|, zwischen und C|, 

Kivisehen C, und C, und so fort; das Verihhren kann auch anders vor- 
geschriehen sein, nur muß es gewiß sein, daß stets neue Punkte gewlhH 
werden. Nach Auswahl von « 1 Pnnkten müssen notwendigerweise 
zwei darunter sein, deren Abstand kleiner als d gewoixien ist. 

17. Analog beweisen wir sunächst, daß es im degenerierten Raum- 
gitter im allgemeinen Fall einen Yektor gibt, der absolut genommen kleiner 
ist, als eine vorgeschriebene Zahl 9. Seien PQIt drei nieht in einer Ge- 
raden gelegene Punkte des Gitters, r der Radius eines Kreises, der R 
ganz in seinem Innern enthält, etwa des Umkreises, n eine ganze Zahl, für 
die > 2r. Teilt man die drei Seiten des Dreiecks PQU in je m gleiche 
Teile und verbindet diese dureh Parallelen zu den Seiten^ so zerftJlt PQB 
in \n{n -f 1) fa>ngruente Dreieckchen, deren jedes innerhalb eines Kreises 
vom Durchmesser d Platz hat. Indem man nun in IH^li einen Punkt .S' 
des Gitters, in den Dreiecken PSQ, QSJi, HSP wiederum je einen Gitter- 
punkt wählt und das Verfahren fortsetzt, tindet mau nach Aaswahl von 
hdchstens |(n -|- + 1 Punkten swei, deren Abstand kleiner als d ist. 

18. Die beiden Gitterpunkte mögen M, X h<'lßen. Der primitive 
Vektor ovj der Geraden J/ V ist hörhstens gleich MN, il^o i^i' her absolut 
kleiner als ö. Wir bestimuieu nun nach dem Verfahr' U des § 17 einen 
zweiten Vektor des Gitters, primitiv oder nicht, der absolut kleiner als 
(9i ist; er kann nidit mit SJ, gleidigeriditet sein, da sonst TS^ moht 
piimitiT wSre. Die Vektoren (7;^, bilden daher ein Gitterparallelogramro, 
dessen Dimensionen beliebig klein vorgeschrieben werden können: die größte 
Diagonale kann 2d nicht überschreiten. Überzieht man darum die ganze 
Ebene mit dem Gitter «tjöj + Mtj«^a» w^elc^cs ein Teilgitter von £1 ist, so 
fUlt ins- Innere jedes Kreises Tom Badios d mindestens ein Punkt. Darami 
folgt als nahezu selbstverständlich, daß in jedem noch so kleinen Dreieck 
UVW der Gitterebene ein Oitteqninkt von Sl liegt, d. h. das Qitter A ist 
zu der Menpe aller Punkte seiner Ebene relativ dicht 

Grunewald, März 1906. 



Ober flyBtematiflolie FMder b«i ZelmtelseUtiiiiigeB. 

Von Otto Meißner. 

1. Wenn ein Beobachter bei Ablesung einer Skala Zehntel der Skalen- 
teile oder bei irgendwelchen Zt-ifbe.stimmnngen , etwa Sterudurchgriugen, 
Zehntelsekundeii schätzt, so sollten i'iirentlich in einer fj^rolien Heohachtiing^- 
reihe alle Zehntel uahe/u gleich häuüg auftreten. Dies ist jedoch durchaus 
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nicht der Fall, die Abweichung ca siud sehr groß, aber völlig individuell; 
aneh vanieren si« bei einer und derselben Person im Lanfe der Zeit, nnd 
/,w;i! tritt fast immer eine stärkere Bevorzugung einzelner Zehntel, d. h. 
also t'iiR> Vcrsclilechtornng der Qeuaoigkeit, ein. Diea mag an ein paar 
Beispielen erläutert werden. 

2. Die folgenden Zehntelschätzuugen sind Ablesungen an einer Milli- 
meterslcala, im ganten 13 590 Einzelwerte. 



Zehntel 


0 


1 , 2 


3 


\J 


5 


6 


7 


8 


9 

10.88 


Httofigkeit 7o 


20.16 


10.92 1 8.84 


6.78 


6,57 


11.82 


7.13 


7.08 


10.01 


Uneioheriieii 7o 


"oii 


0.49 1 0.28 


0.2 G 


0.32 




0.3 U 


0.30 


0.26 


0.30 


0.87 


Dispersion ') 


l.G 


1.5 iO.8 


1.0 


1.3 


1.1 


1.2 


1.0 


1.0 


1.2 



Unter T?frikksichtifri"ip tl«^r nach den Oninflsiitzen df-r Ansgloichnnps- 
recbnung ermittelten Unsicherheiten kann man sagen, dali die Zehntel 3, 
4, 6 and 7 in gleicher Weise zu selten geBohStct werden, 7 % statt 10 %. 
Das Überwiegen der Null erU&rt sich wohl aus der Vemachlässigiing der 
Dicke des Teilstrichs, die nämlich im vorliegenden Falle nahezu 0.1 war, 
also j'j des Intervalle«! hetrup. Das HekundUre Maximum bei 5 rülirt nicht 
etwa daher, ünü die 6 eine besonders „bequeme" Zahl ist, sondern vielleicht 
daher, daß die Kurve, deren Ifitte abznacb&tien war, oft eine beträchtliche 
Bieke beaaB. — Man findet ans den obigen Zahlen, daß die geechattten 
Zehntel wAi fblgendennafien Aber das Intenrall eines Skalenteils verteilen: 



Gesdifttat 


0.0 


0.1 


0.2 


0.3 


0.4 |0.6 


0,6 


0.7 


0.8 0.9 


wirUieh 


0.000 


0.154 


0.264 


0.303 


0.369j0.491 


O.BSb 


0.656 


0.741 0.846 



3. Dns nun folgende Material sind Sehüt^uiiguu von Zehntelxeitsekundon, 
auägelüiiit iuu Femrohr. Der Beobachter war stets derselbe, zwischen It 
und III liegen 2| Jahre nicht ausgezfthlte Beobachtungen. 



L 2119 Schätzungen. 



Zehntel 
Hlufigkeit °' 



/o 



0 : 1 


2 


3 


4 1 5 


6 


7 


8 


9 


18.3i 5.4 


4.6 


8.1 


14.9 ' 12.8 


9.1 


7.9 


8.7 


10.9 



Zehntel 
Häufigkeit % 



0 



IL 202G Schätzungen. 
[2 3 4 i ö 



17.6 3.6 



6.4 10.6 15.0 11.6 



6 

8.4 



Ii» 

8.5 8.9 



9 

9.5 



m. 2196 Sch&tEungen. 



Zehntel | 0 | 1 


2 


3 1 4 1 5 I 6 


7 


8 


9 


H&nfigkeit 7ol21).5| 3.5 


4.4 


7.4 1 13.7 [lÜ.O] 11.1 


8.7 


5.6 


6.1 



S10t7 (1 



1) Über den Begriff der „Dispersion" vgl. von Hortke witsch, Da» Ge- 
rlor kleinen Zahlen; Teubner, Leipzig. — Csnber. Wahnoheinlichkeita- 



rechnung uaw.; Teubner, Leipzig 1SW8, S. 813 f. — Eingeführt ist der BegriÖ' Yen 
W. Lezi«. 
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IV. S164 Sob&tarangvo. 



0 1 1 


2 


3 


4 


5 


6 


7 8 9 


|20.öi 3,X 1 3.7 


U.4 


16.8 


10.9 1 12.8^10.81 6.2 i 4.8 



Zohutcl 



Wie ersichtlich, ist auch hier die Null entschieden, und in liMnlich 
knTistantf>r Weise hevorznji:!. Audi die geringe Häufigkeit der 1 und 2 
hält wiilirciid der pan/en IJeohaclituniLrspRrinde (die einen Zeitraum von 
etwa ti Jahren umfaUt) ziemlich gleichmüßig au, ebenso die auliallende 
HftuBgkeit der 4. Während der Beolmchter »ber die letasten 4 Zehntel su 
Beginn der Periode fast gleich h&ufig schätzte, bevorzugte er suletst die 6 
und 7 geg^ciiüber der 8 und 9 in erliebliclioin Maße. Die Onnanipkeit der 
ächätxuugen hat sich also im Laute <]er Zeit nicht erhöht. Bei I und 
IV entsprechen die geschätzten den wirklichen Zehntelsekuuden in fol- 
gender Weite: 



Geschätzt 


0.0 


0.1 


0.2 


0.S 


0.4 10.6 


0.6 


0.7 0.8 


0.9 


Wirküch 1 


Ü.OOO 


0.118 


0.1 Ü8 


0.231 


0.347 0.483 


o.öyo 


0.675^0.758 


0.854 


0.000 


0.117 


0.153 


0.828 


0.369 {0.607 


0.626 


0.744{0.824 


0.874 



4. üm sn prüfen, ob und wieweit die Schwankungen der Hinfig' 
keit der einxebu«n Siehntel den Chnmkter der Zufälligkeit tragen, habe ich 

verschiedene Reihen, jedoch andere als die oben nn:'i t'rj!irten , in Gruppen 
von je etwa 200 Schutzungen geteilt, für jede Gruppe die Häufigkeit der 
versdiiedcnen Zehntel berechnet, die Summe der Quadrate der Abweichungen 
vom Mittel gebildet, und hienkus in bekannter Weise die mitUere Ab- 
weichung oder Unsicherheit des errechneten Hilufigkcitswertes der einzelnen 
Zcbntid gefunden. Die.se schwankte hv] einer Gesamtzahl von 1*2()(>0 
Schätzungen für die einzeineu Zehntel um 0.,^'/^. Die Division einer be- 
rechneten mittleren Abweichung einer (iröße durch diejenige, die man nach 
dem Unfong des Materials und der Wahrscheinlichkeit der GrOfie fheoretisoh 
zu erwarten hatte, ergibt nach Lexis die Dispenion. Ist dieser Quotient 
> 1, die Unsicherheit also bedeutender als zu erwai'ten wäre, so nennt man 
dio Dispersion übernormal; in den bereehnnten Fällen war .<?ie fast stets 
normal, nahezu « 1, nur bei starker Bevorzugung der 0 übemormal ^bis 
SU 61), was andeutet, daB der betreffende Beobachter in der NUie der 0 
sehr ungleich genau geschätzt hat: einmal hat er sehr b&ufig 0 geschfttst, 
das nilchste Mal daßlr um so weniger, ein nicht empfehlenswertes Ver- 
fahren, da der Genauigkeitsgrad dadurch niemals erhöht, sondern fast stets 
herabgesetzt wird. 

PoUdam, 29. April 1906. 
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